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МАТЕМАТИКА ЕГЭ 2010 
Задания С1 и С2 

 
Корянов А.Г.                             г.Брянск 

 
 

Задания С1 
 

 
● (Д – 2010) Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−+−+

xy

xxxx

sin22

7133 22

 

Ответ: ,2=x   .,
4

)1( Znny n ∈+⋅−= ππ  

1. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+⋅ −

0cos45

5455

yx

tgytgy

 

Ответ: .,2
4

3;13 Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ  

2. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

x
tgx

xy

2cos
11

0sin22
 

Ответ: .,5,0;2
4

5 Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ  

3. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=+⋅−

01cos5

04254 sinsin

yx

yy

 

Ответ: ( ) .,2;16 Znn ∈+ ππ  
4. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++−

=+−

0sin4164

05cos12cos4
2

2

xyy

xx
 

Ответ: .,2;2
3

Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

5. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=−+

01sinsin

cos2cos
2

2

xxy

xxy
 

Ответ: ;,2;2
2

Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ  

.,2;2
6

Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

6. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=+⋅−

2cos

0162104

yx

yy

 

Ответ: ( ) .,3;2 Znn ∈π  
7. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+⋅−

0sin2

01641016 coscos

xy

xx

 

Ответ: .,3;2
3

Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

8. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=
−

+

1cos43
cos23 1

x
x

y

y

 

Ответ: .,1;2
3

Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+± ππ  

9. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

−=
−=

2cos
3sin

yx
yx

 

Ответ: ( ) ;,3;2 Znn ∈π  .,2;2
2

Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

10. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

−=
−=

7cos
6sin

xy
xy

 

Ответ: ( ) ;,2;6 Znn ∈+ ππ  .,2
2

;7 Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ  

11. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=
− 1sin22

sin2
y

y
x

x

 

Ответ: .,
6

)1(;1 Znnn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−− ππ  

12. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+⋅−

0cos2

08193081 sinsin

yx

yy

 

Ответ: .,2
6

5;3 Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ  

13. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=−+

0cos4

02sin3sin2
2

2

yxx

yy
 

Ответ: ;,2
6

5;3 Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

.,2
6

5;4 Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ  

14. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

+=

0cos66

12cossin3
2 xyy

xx
 

Ответ: ;,3;2
6

5 Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ   
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;,9;2
6

5 Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ ππ  

15. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

−=−+−

0162

216442
2

22

xyy

yxyxyx
 

Ответ: ).4;4(−  
16. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

−=−+−

01004

2522
2

22

xyx

xyxxyy
 

Ответ: ).5;10( −−  
17. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+
=+−

135sin6
03sin7sin2 2

yx
xx

 

Ответ: .,2;
6

)1( Znnn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅− ππ  

18. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+−
=++
04cos2cos5

05cos11cos2 2

yx
yy

 

Ответ: .,,2
3

2;2 ZkZnkn ∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +±+ ππππ  

19. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+
=+

832
1252

ytgx
ytgx

 

Ответ: Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ,2;

4
ππ . 

20. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+
=+

7cos83
5cos43

ytgx
ytgx

 

Ответ: .,,2
3

;
4

ZkZnkn ∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +±+ ππππ  

21. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=+

02sin3sin2
0cos23

2 xx
xy

 

Ответ: ;,
2
1;2

6
5 Znn ∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

22. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=+

03cos4cos4
0sin23

2 yy
yx

 

Ответ: ;,2
3

2;
2
1 Znn ∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

23. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+
+=
yx

yx
sin21

1sin82

 

Ответ: ( ) ;,;1 Znn ∈− π  
24. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+
+=
xy

xy
cos21

1cos42

 

Ответ: .,1;
2

Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ππ  

25. Решите систему уравнений 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

1cos2sin2
0sincos

22 yx
xy

 

Ответ: .,,
2

;
4

)1( ZkZnknn ∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⋅− ππππ    

26. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=

3cos2sin2
0cossin
22 yx

xy
 

Ответ: ;,,;2
4

ZkZnkn ∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +± πππ  

.,,
4

;
2

ZkZnkn ∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +±+ ππππ  

27. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−

=−−

0sin23

03cos4cos4
2

2

xyy

xx
 

Ответ: ;,3;2
3

2 Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ   

.,2;2
3

2 Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− ππ  

28. Решите систему уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=

yxx

yy

sin22

cos2cos
2

 

Ответ: ( );2;0 nπ  ( );2;2 nπ  

;2
3

2;3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + nππ  .,2

3
2;1 Znn ∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

29. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=
=

3
9

ctgyx
tgyx

 

Ответ: ;,
3

;33 Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ππ  

.,
3

;33 Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− ππ  

30. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

−=
−=

6
2

ctgxy
tgxy

 

Ответ: ;,32;
6

Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  
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.,32;
6

Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ππ  

31. Решите систему уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=
+
−

3sin4

0
1
cos2sin

xy
y

xx
 

Ответ: .1,,2
2

=∈+= yZnnx ππ  

32. Решите систему уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=
−
+

3sin4

0
1
cos2sin

xy
y

xx
 

Ответ: .7,,2
2

=∈+= yZnnx ππ  

33. Решите систему уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=
+−

0cos

01sin3sin2 2

xy
y

xx
 

Решение. Из первого уравнения системы следу-
ет  01sin3sin2 2 =+− xx  и 0>y . Пусть 

tx =sin , где  11 ≤≤− t . Из уравнения  

0132 2 =+− tt  получаем корни  ,11 =t  
2
1

2 =t , 

которые удовлетворяют условию 11 ≤≤− t . 
а) Если 1sin =x , то 0cos =x  и из второго урав-
нения системы имеем 0=y . Это значение не 
удовлетворяет условию 0>y . 

б) Пусть 
2
1sin =x , тогда из тождества 

1cossin 22 =+ xx  получаем 
2
3cos =x  и 

2
3cos −=x . Отсюда  

2
3

=y  или 
2
3

−=y  (не 

удовлетворяет условию 0>y ). 

Из уравнения  
2
1sin =x  имеем 

.,2
6

Znnx ∈+= ππ   

Таким образом, исходная система имеет реше-

ния .
2
3,,2

6
=∈+= yZnnx ππ  

Ответ: .
2
3,,2

6
=∈+= yZnnx ππ  

 
 
 
 

Критерии: 
Содержание критерия Баллы 

Обоснованно получен вер-
ный ответ. 2 

Получен ответ, возможно, 
неверный, но только из-за 
того, что в решении не уч-
тено, что знаменатель дроби 
существует и отличен от 
нуля. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
34. Решите систему уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=
−

++

xy
y

xx

cos

01sin3sin2 2

 

Ответ: .
2
3,,2

6
−=∈+−= yZnnx ππ  

35. Решите систему уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
−

+⋅−

xy
y

xx

cos

0
)21(log

84616

2

sinsin

 

Ответ: .
2
3,,2

6
5

−=∈+= yZnnx ππ  

36. Решите систему уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
+

+⋅−

xy
y

xx

sin

0
)21(log

2791281

7

coscos

 

Ответ: .
2
3,,2

3
=∈+= yZnnx ππ  

37. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+

=−

1cossin
1sinsin

22 yx
yx

 

Ответ: 

.,,
6

)1(;
6

)1( 1 ZkZnkn kn ∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−+⋅− + ππππ  

38. Решите систему уравнений  
( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−−

xy
yxx

sin
0cos352 2

 

Ответ: ;,
2

;)1( Znnn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  

.,2
6

;
2
1 Zkk ∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− ππ  
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39. Решите систему уравнений 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

−=+

3sinsin
2
1)cos(

yx

yx
 

Ответ: ;2
3

;2
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ kn ππππ  

.,,2
3

2;2
3

2 ZkZnkn ∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ππππ  

 
40. Решите систему уравнений 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

3
2

1sinsin
πyx

yx
 

Решение. Рассмотрим два случая, связанные с 
раскрытием модуля. 

1. Если 
3

2π
=− yx , то 

3
2π

−= xy . Первое урав-

нение системы примет вид 

;1
3

2sinsin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

πxx   

;1
3

2sincos
3

2cossinsin =⋅−⋅+
ππ xxx  

;1cos
2
3sin

2
1sin =−− xxx  

;1cos
2
3sin

2
1

=− xx  ;1
3

sin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

πx   

.,2
6

5 Znnx ∈+= ππ  Отсюда 

.,2
6

Znny ∈+= ππ  

2. Если 
3

2π
−=− yx , то 

3
2π

+= xy . Первое 

уравнение системы примет вид 

;1
3

2sinsin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

πxx   

;1
3

2sincos
3

2cossinsin =⋅+⋅+
ππ xxx  

;1cos
2
3sin

2
1sin =+− xxx  

;1cos
2
3sin

2
1

=+ xx  ;1
3

sin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

πx   

.,2
6

Zkkx ∈+= ππ  Отсюда 

.,2
6

5 Zkky ∈+= ππ  

 Ответ: ;,2
6

;2
6

5 Znnn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ππππ  

.,2
6

5;2
6

Zkkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ππππ  

 
Критерии: 
Содержание критерия Баллы 

Обоснованно получен вер-
ный ответ. 2 

Получен ответ, но решение 
не верно из-за ошибки в 
формулах или значениях 
тригонометрических функ-
ций, из-за неверной записи 
ответа. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
41. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤
=
=

π
π

y
x

yx
yx

0
0

sincos
2sinsin

 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
;0;

6
;

3
πππ . 

42. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=+

2
sin
sin

3
2

y
x

yx π

 

Ответ: .,
6

;
2

Znnn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ ππππ  

 
 

Задания С 2 
 

РАССТОЯНИЯ И УГЛЫ  
В ПРОСТРАНСТВЕ 

 
Методы решения задач 

 
1. Поэтапно-вычислительный метод 
2. Координатный метод 
3. Координатно-векторный метод 
4. Векторный метод 
5. Метод объемов 
6. Метод ключевых задач 

 
Ключевые задачи 

 
1.   Координаты точки ( )zyxM ;; , делящей отре-
зок 21MM  между точками ( )1111 ;; zyxM  и 



 5

( )2222 ;; zyxM  в отношении MM 1 : λ=2MM , 

определяются формулами 
λ
λ

+
+

=
1

21 xxx ,  

λ
λ

+
+

=
1

21 yy
y ,  

λ
λ

+
+

=
1

21 zz
z . 

2. Найти угол между диагоналями смежных гра-
ней куба. 
3. Найти угол между диагональю куба и скре-
щивающейся с ней диагональю грани. 
4. Найти угол между диагональю куба и плоско-
стью, проведенной через концы трех ребер куба, 
выходящих из той же вершины, что и диагональ. 
5. В кубе 1111 DCBABCDA  диагональ 1BD  пер-
пендикулярна плоскостям CAB1  и 11DCA  и де-
лится ими на три равные части. 
6. Отрезки, соединяющие середины противоле-
жащих ребер тетраэдра, пересекаются в одной 
точке и делятся этой точкой пополам. 
7. В правильной треугольной пирамиде скрещи-
вающиеся ребра перпендикулярны. 
8. Отрезок, соединяющий середины скрещи-
вающихся ребер правильного тетраэдра, являет-
ся их общим перпендикуляром и имеет длину  

2
2а , где  а – длина ребра. 

9. Любое сечение треугольной пирамиды плос-
костью, параллельной ее скрещивающимся реб-
рам, является параллелограммом. 
10. Любое сечение правильной треугольной пи-
рамиды плоскостью, параллельной ее скрещи-
вающимся ребрам, есть прямоугольник. 
 
 

1. Расстояние между двумя точками 
 

     Расстояние между точками  А и В  можно вы-
числить: 
1) как длину отрезка  АВ, если отрезок АВ удает-
ся включить в некоторый треугольник в качест-
ве одной из его сторон; 
2) по формуле 
( ) ( ) ( ) ( )2

12
2

12
2

12; zzyyxxBA −+−+−=ρ , где 
( )111 ;; zyxA ,  ( )222 ;; zyxB ; 

3) по формуле  
2

ABAB = . 

 
Пример 1. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  на 
диагоналях граней 1AD  и 11BD  взяты точки Е и 

F так, что 11 3
1 ADED = , 111 3

2 BDFD = . Найдите 

длину отрезка EF.  

Решение. Длину отрезка  EF  найдем по теореме 
косинусов из треугольника EFD1  (рис. 1), в ко-

тором 2
3
2

1 =FD , 2
3
1

1 =ED , 
31
π

=∠ EFD  

(треугольник 11DAB  является равносторонним). 
Имеем  

=⋅⋅−+=
3

cos2 11
2

1
2

1
2 πFDEDFDEDEF  

3
2

2
1

3
22

3
22

9
8

9
2

=⋅⋅⋅−+= , откуда 
3
6

=EF . 

 

 
 

Рис. 1 
 

Ответ: 
3
6 . 

 
1. (П) Ребра правильной четырехугольной приз-
мы равны 1,  4 и 4. Найдите расстояние от вер-
шины до центра основания призмы, не содер-
жащего эту вершину. 
Ответ: 3. 
 

    2. Расстояние от точки до прямой 
                                

   Расстояние от точки до прямой, не содержа-
щей эту точку, есть длина отрезка перпендику-
ляра, проведенного из этой точки на прямую. 
   Расстояние между двумя параллельными пря-
мыми равно длине отрезка их общего перпенди-
куляра. 
   Расстояние между двумя параллельными пря-
мыми равно расстоянию от любой точки одной 
из этих прямых до другой прямой. 
 
 
    Расстояние от точки до прямой можно вы-
числить: 
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1) как длину отрезка перпендикуляра, если уда-
ется включить этот отрезок в некоторый тре-
угольник в качестве одной из высот; 
2) используя векторный метод; 
3) используя координатно-векторный метод. 
 
Пример 2. При условиях примера 1 найдите 
расстояние от точки 1D  до прямой EF. 
Решение. Пусть h – длина высоты треугольника 

EFD1 , опущенной из точки 1D . Найдем  h, ис-
пользуя метод площадей. Площадь треугольни-

ка EFD1  равна =∠⋅⋅ EFDEDFD 111 sin
2
1  

9
3

2
3

3
2

3
22

2
1

=⋅⋅⋅= . С другой стороны 

площадь треугольника EFD1  равна 

hhFE
6
6

2
1

=⋅ . Из уравнения h
6
6

9
3
=  нахо-

дим искомое расстояние 
3
2

=h . 

Замечание. Можно заметить, что выполняется 
равенство 2

1
2

1
2 FDEDFE =+ , то есть тре-

угольник EFD1  прямоугольный и длина отрезка 
ED1  является искомым расстоянием. 

Ответ: 
3
2 . 

1. (П) В единичном кубе 1111 DCBABCDA  найди-
те расстояние от точки А до прямой: 
a) 11DB ; б) СА1 ; в) 1BD . 

Ответ: а) 
2
6 ; б) 

3
6 ; в) 

3
6 . 

2. (П) В правильной треугольной призме 
111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 

расстояние от точки А до прямой 1ВС . 

Ответ: 
4
14 . 

3. (П) В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, найдите расстояние от точки А до прямой: 
а) DЕ; б) 11ED ; в) 11CB ; г) 1BE ; д) 1BC ; е) 1CE ; 
ж) 1CF ; з) 1CB . 

Ответ: а) 3 ; б) 2; в) 
2
7 ; г)  

5
52 ; д) 

4
14 ;  

е)  2 ; ж) 
5
30 ; з)  

4
30 . 

4. (П) Основание прямой призмы  

1111 DCBABCDA  − ромб  ABCD, в котором  
,10=АВ  .76=АС  Боковое ребро  1АА   равно 

.213  Найдите расстояние от вершины  В  до 
прямой .1АС  
Ответ: 8. 
 

 
3. Расстояние от точки до плоскости 

 
 

 • Расстояние от точки до плоскости, не со-
держащей эту точку, есть длина отрезка перпен-
дикуляра, опущенного из этой точки на плос-
кость.  
 • Расстояние между прямой и параллельной ей 
плоскостью равно длине их общего перпенди-
куляра.  
 • Расстояние между прямой и параллельной ей 
плоскостью равно расстоянию от любой точки 
этой прямой до плоскости. 
 • Расстояние между двумя параллельными 
плоскостями равно длине их общего перпенди-
куляра. 
 • Расстояние между двумя параллельными 
плоскостями равно расстоянию между точкой 
одной из этих плоскостей и другой плоскостью. 
 
 
Расстояние от точки М до плоскости α   
1) равно расстоянию до плоскости α  от произ-
вольной точки Р, лежащей на прямой l, которая 
проходит через точку М и параллельна плоско-
сти α ; 
2) равно расстоянию до плоскости α  от произ-
вольной точки Р, лежащей на плоскости β , ко-
торая проходит через точку М и параллельна 
плоскости α ; 

3)  вычисляется по формуле  
1

1 r
rρρ = ,  где 

( )αρρ ;M= ,  ( )αρρ ;11 M= , ,rOM =   
,11 rOM = OMM =∩α1 ; в частности, 1ρρ = , 

если 1rr = :  
прямая  m, проходящая через точку  М, пересе-
кает плоскость  α  в точке О, а точка  1М  лежит 
на прямой  m; 
4) вычисляется по формуле 

( ) ( )
ABC

ABCM

S
V

ABCMM
3

;; == ραρ , где треугольник 

АВС расположен на плоскости  α,  а объем пи-
рамиды  АВСМ   равен  ABCMV ; 
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5) вычисляется по формуле 

( )
222

000;
CBA

DCzByAx
M

++

+++
=αρ , где 

 ( )000 ;; zyxM , плоскость α  задана уравнением  
0=+++ DCzByAx ; 

6) находится с помощью векторного метода; 
7) находится с помощью координатно-
векторного метода. 

 
Пример 3. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние от точки 1С  до плоскости 

САВ1 . 
Решение. Так как прямая 11СА  параллельна АС, 
то прямая 11СА  параллельна плоскости САВ1  
(рис. 2). Поэтому искомое расстояние h равно 
расстоянию от произвольной точки прямой 11СА  
до плоскости САВ1 . Например, расстояние от 
центра 1О  квадрата 1111 DCBA  до плоскости 

САВ1  равно h. 
 

 
 

Рис. 2 
 
     Пусть Е – основание перпендикуляра, опу-
щенного из точки 1О  на прямую ОВ1 , где О – 
центр квадрата ABCD . Прямая ЕО1  лежит в 
плоскости DDBB 11 , а прямая АС перпендику-
лярна этой плоскости. Поэтому АСЕО ⊥1  и 
ЕО1  - перпендикуляр к плоскости САВ1 , а  

hЕО =1 . 

    Так как 
2
2

11 =ОВ , 11 =ОО , то 

2
31

2
1

1 =+=ОВ . Выражая двумя способами 

площадь треугольника ООВ 11 , получим 

1
2
2

2
3

⋅=⋅h , откуда 
3
3

=h . 

 

Ответ: 
3
3 . 

 
1. Ребро  AD  пирамиды  DABC  перпендикуляр-
но плоскости основания  АВС. Найдите расстоя-
ние от вершины  А  до плоскости, проходящей 
через середины ребер  АВ,  АС  и  AD, если 

,52=AD  ,10== ACAB  .54=BC  
Ответ: 2. 
 

 
4. Расстояние между 

скрещивающимися прямыми 
 
   Расстояние между двумя скрещивающимися 
прямыми равно длине отрезка их общего пер-
пендикуляра.    
      
Расстояние между скрещивающимися прямыми 
1) равно расстоянию от любой точки одной из 
этих прямых до плоскости, проходящей через 
вторую прямую параллельно первой прямой; 
2) равно расстоянию между двумя параллель-
ными плоскостями, содержащими эти прямые; 
3) равно ( ) ( )1;; bAba ρρ = , где αaA = ,  αbb =1 : 
если ортогональная проекция на плоскость  α  
переводит прямую а  в точку А, а прямую  b в 
прямую 1b , то расстояние между скрещиваю-
щимися прямыми  а  и  b равно расстоянию от 
точки А до прямой 1b ; 
4) вычисляется по формуле 

( )
ϕ

ρ
sin

6
;

⋅⋅
=

CDAB
V

CDAB ABCD  где  А  и В – точки 

на одной прямой, С и D – точки на другой пря-
мой, ϕ - угол между данными прямыми; 
5) определяется с помощью векторного метода; 
6) определяется с помощью координатно-
векторного метода. 
 
Пример 4. В правильной четырехугольной пи-
рамиде SABCD , все ребра которой равны 1, 
найдите расстояние между прямыми  BD и SA. 
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Решение. Пусть Е – основание перпендикуляра 
(рис. 3), опущенного из точки О на ребро SA. 
Так как прямая BD перпендикулярна плоскости 
AOS, то OEBD ⊥ .  
     Таким образом, ОЕ – общий перпендикуляр к 
скрещивающимся прямым BD и SA. 
     Найдем его длину, вычислив двумя способа-
ми площадь треугольника AOS. 
     Из равенства ,OEASSOAO ⋅=⋅ где 

2
2

=AO , ,1=AS  
2
2

=SO  следует, что 

2
1

=OE . 

 
 

Рис. 3 
Ответ: 0,5. 
 
1. В пирамиде  DABC  известны длины ребер:  

,10==== DCDBACAB  .12== DABC  Най-
дите расстояние между прямыми  DA  и  ВС. 
Ответ: .72  
 

 
5. Угол между двумя прямыми 

 
• Углом между двумя пересекающимися пря-
мыми называется наименьший из углов, образо-
ванных при пересечении прямых. 
• ( ) 90;0 ≤∠< ba . 
•  Углом между скрещивающимися прямыми 
называется угол между пересекающимися пря-
мыми, соответственно параллельными данным 
скрещивающимся. 
• Две прямые называются перпендикулярными, 
если угол между ними равен 90 . 
•  Угол между параллельными прямыми счита-
ется равным нулю. 

 
• При нахождении угла между прямыми исполь-
зуют: 

1) формулу 
bc

acb

2
cos

222 −+
=ϕ  для нахожде-

ния угла ϕ  между прямыми m  и  l , если сторо-
ны а  и  b треугольника АВС соответственно па-
раллельны  этим прямым; 

2) формулу 
qp

qp

⋅

⋅
=ϕcos  или в координатной 

форме  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx

++⋅++

++
=ϕ  для на-

хождения угла ϕ  между прямыми m  и  l , если 
векторы ( )111 ;; zyxp  и  ( )222 ;; zyxq  параллельны 
соответственно этим прямым; в частности, для 
того чтобы прямые m  и  l  были перпендику-
лярны, необходимо и достаточно, чтобы  

0=⋅ qp  или 0212121 =++ zzyyxx ; 
3)  ключевые задачи. 

 
Пример 5. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между прямыми DA1  и ED1 , где Е – середина 
ребра 1CC . 
Решение. Пусть F – середина ребра 1ВВ , а – 
ребро куба, ϕ - искомый угол. 
     Так как EDFA 11 , то  ϕ -  угол при вершине 

1A  в треугольнике FDA1 . 
Из треугольника BFD имеем 

4
9

4
2

22
2222 aaaBFBDFD =+=+= , а из тре-

угольника FBA 11  получаем 

4
5

4

22
22

1
2

11
2

1
aaaFBBAFA =+=+= , откуда 

2
5

1
aFA = . 

Далее в треугольнике FDA1  используем теоре-
му косинусов  

ϕcos2 11
2

1
2

1
2 FADAFADAFD ⋅−+= , 

ϕcos
2

522
4

52
4

9 2
2

2 aaaaa
⋅−+= , откуда 

10
1cos =ϕ  и 

10
1arccos=ϕ . 
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Рис. 4 
 

Ответ: 
10
1arccos . 

 
1. В кубе 1111 DCBABCDA  точки Е, F – середины 
ребер соответственно 11ВA  и 11CB . Найдите ко-
синус угла между прямыми АЕ  и BF. 
Ответ: 0,8. 
2. В кубе 1111 DCBABCDA  точки Е, F – середины 
ребер соответственно 11ВA  и 11DC . Найдите ко-
синус угла между прямыми АЕ  и BF. 

Ответ: 
5
5 . 

3. В кубе 1111 DCBABCDA  точка Е – середина 
ребра 11ВA . Найдите косинус угла между пря-
мыми АЕ  и 1ВD . 

Ответ: 
5
15 . 

4. К диагонали куба провели перпендикуляры из 
остальных вершин куба. На сколько частей и в 
каком отношении основания этих перпендику-
ляров разделили диагональ? 
Ответ: на три части в отношении 1:1:1. 
5. К диагонали CA1   куба 1111 DCBABCDA  про-
вели перпендикуляры из середин ребер  АВ  и  
AD.  Найдите угол между этими перпендикуля-
рами. 
Ответ: 60 . 
6. К диагонали CA1   куба 1111 DCBABCDA  про-
вели перпендикуляры из вершин А  и В.  Найди-
те угол между этими перпендикулярами. 
Ответ: 60 . 

7. В правильной треугольной призме 
111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 

косинус угла между прямыми АВ  и CA1 . 

Ответ: 
4
2 . 

8. В правильной треугольной призме 
111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 

косинус угла между прямыми  1AВ   и  1BC . 

Ответ: 
4
1 . 

9. Непересекающиеся диагонали двух смежных 
боковых граней прямоугольного параллелепи-
педа образуют с плоскостью его основания углы 
ϕ и ψ. Найдите угол между этими диагоналями. 
Ответ: ( )ψϕ sinsinarccos ⋅  
10. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, точки D, 
Е – середины ребер соответственно 11ВA  и 11CB . 
Найдите косинус угла между прямыми АD  и  
ВЕ. 
Ответ: 0,7. 
11. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, точка D 
– середина ребра 11ВA . Найдите косинус угла 
между прямыми АD  и  1BC . 

Ответ: 
20
103 . 

12. В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, найдите косинус угла между прямыми 1AB  и  

1BC . 
Ответ: 0,75. 
13. В правильной шестиугольной призме 

111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 
1, найдите косинус угла между прямыми 1AB  и  

1BD . 

Ответ: 
4
2 . 

14. В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, найдите косинус угла между прямыми 1AB  и  

1BE . 
Ответ: 90 . 
15. В правильной шестиугольной призме 

111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 
1, точки G, H – середины ребер соответственно 

11ВA  и 11CB . Найдите косинус угла между пря-
мыми АG  и BH. 
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Ответ: 0,9. 
16. В правильной шестиугольной призме 

111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 
1, точка G – середина ребра 11ВA . Найдите ко-
синус угла между прямыми АG  и 1BC . 

Ответ: 
4
10 . 

17. В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, точка G – середина ребра 11ВA . Найдите ко-
синус угла между прямыми АG  и 1BD . 

Ответ: 
5
5 . 

18. Найдите угол между непересекающимися 
медианами граней правильного тетраэдра.  

Ответ: ;
6
1arccos  

3
2arccos . 

19.  В правильной четырехугольной пирамиде 
SABCD, все ребра которой равны 1, точки Е, F – 
середины ребер соответственно SB и SC. Найди-
те косинус угла между прямыми АЕ  и BF. 

Ответ: 
6
1 . 

20. Ребра АD  и ВС пирамиды DABC равны 24 
см и 10 см. Расстояние между серединами ребер 
BD  и AC  равно 13 см. Найдите угол между 
прямыми АD  и ВС. 
Ответ: 90 . 
 

6. Угол между прямой и плоскостью 
 
 

• Углом между плоскостью и не перпендику-
лярной ей прямой называется угол между этой 
прямой и ее проекцией на данную плоскость. 
• 90);(0 <∠< αa . 
• Угол между взаимно перпендикулярными 
прямой и плоскостью равен 90 . 
• Если прямая параллельна плоскости (или ле-
жит в ней), то угол между ними считается рав-
ным 0 . 
 
Угол между прямой  l  и плоскостью α  можно 
вычислить: 
1)  если этот угол удается включить в прямо-
угольный треугольник в качестве одного из ост-
рых углов; 

2)  по формуле  ( ) ( )
AM
Ml αραϕ ;;sinsin =∠= , где 

lM ∈ ,  ;Al =∩α  

3)  по формуле  
pn

pn

⋅

⋅
=ϕsin  или в координат-

ной форме 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121sin
zyxzyx

zzyyxx

++⋅++

++
=ϕ , где 

( )111 ;; zyxn - вектор нормали плоскости α , 
( )222 ;; zyxp - направляющий вектор прямой l;  

• прямая  l  и плоскость α  параллельны тогда и 
только тогда, когда  0212121 =++ zzyyxx ;  
4)  используя векторный метод; 
5)  используя координатно-векторный метод; 
6)  используя ключевые задачи. 

 
Пример 6. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 
угол между прямой 1АВ  и плоскостью ССАА 11 . 
Решение. Пусть D – середина 11СА , тогда DB1  - 
перпендикуляр к плоскости ССАА 11 , а D – про-
екция точки 1В  на эту плоскость (рис. 5). 

     Если ϕ - искомый угол, то 
1

1sin
AB

DB
=ϕ , где 

21 =AB , 
2
3

1 =DB , и поэтому 
4
6sin =ϕ ,  

4
6arcsin=ϕ . 

 

 
 

Рис. 5 
 

Ответ: 
4
6arcsin . 
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1.  В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол между 
прямой 1AВ  и плоскостью 1ABC . 
Ответ: 30 . 
2.  В кубе 1111 DCBABCDA  найдите тангенс угла 
между прямой 1AA  и плоскостью DBC1 . 

Ответ: 
2
2 . 

3.  В кубе 1111 DCBABCDA  найдите тангенс угла 
между прямой 1AC  и плоскостью 1BCC . 

Ответ: 
2
2 . 

4. В кубе 1111 DCBABCDA  точка Е – середина 
ребра 11ВA . Найдите синус угла между прямой 
АЕ  и плоскостью 1ВDD . 

Ответ: 
10
10 . 

5. В кубе 1111 DCBABCDA  точка Е – середина 
ребра 11ВA . Найдите синус угла между прямой 
АЕ  и плоскостью 1ВDC . 

Ответ: 
15
15 . 

6. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA  найдите угол между плоскостью 

CAA1  и прямой  ВA1 , если 31 =AA ,  4=AB ,  
.4=BC  

Ответ: .
5

22arcsin  

7. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA  найдите угол между плоскостью 

BCA1  и прямой  1BC , если 81 =AA ,  6=AB ,  
15=BC . 

Ответ: .
85
24arcsin  

8. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA , у которого 41 =AA ,  611 =DA , 

611 =DC  найдите тангенс угла между плоско-
стью 1ADD  и прямой  EF, проходящей через се-
редины ребер АВ  и  11CB . 

 Ответ: 
5
3 . 

9. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA , у которого 4=AB ,  6=BC , 

41 =CC  найдите тангенс угла между плоско-
стью АВС и прямой  EF, проходящей через се-
редины ребер 1AA   и  11DC . 

 Ответ: 
10
1 . 

10. В правильной треугольной призме 
111 CBABCA , все ребра которой равны 1, точка D 

– середина ребра 11ВA . Найдите синус угла ме-
жду прямой АD  и  плоскостью 1BСC . 

Ответ: 
10
15 . 

11. В основании прямой призмы 111 KNMNKM  
лежит прямоугольный треугольник  MNK, у ко-
торого угол  N  равен 90 , угол  M  равен 60 , 

18=NK . Диагональ боковой грани NM 1  со-
ставляет угол 30  с плоскостью  11KMM . Най-
дите высоту призмы. 
Ответ: 66 . 
12. В основании прямой призмы 111 CBABCA  ле-
жит прямоугольный треугольник  АВС, у кото-
рого угол  С  равен 90 , угол  А  равен 30 , 

310=AC . Диагональ боковой грани CB1  со-
ставляет угол 30  с плоскостью  11BAA . Найдите 
высоту призмы. 
Ответ: 210 . 
Критерии: 

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно получен вер-
ный ответ. 2 

Способ нахождения иско-
мой величины верен, но по-
лучен неверный ответ или 
решение не закончено. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
13. В правильной шестиугольной призме 

111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 
1, точка G – середина ребра 11ВA . Найдите си-
нус угла между прямой АG  и 1BСС . 

Ответ: 
10
15 . 

14. В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, точка G – середина ребра 11ВA . Найдите си-
нус угла между прямой АG  и 1BDD . 

Ответ: 
5
5 . 

15. В правильной четырехугольной пирамиде 
SABCD, все ребра которой равны 1, найдите ко-
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синус угла между прямой АВ  и плоскостью 
SAD. 

Ответ: 
3
3 . 

16. В правильной шестиугольной пирамиде 
SABCDEF, боковые ребра которой равны 2, а 
стороны основания – 1, найдите косинус угла 
между прямой АС  и плоскостью SAF. 

Ответ: 
5
5 . 

 
 

7. Угол между плоскостями 
 

 •  Двугранный угол, образованный полуплоско-
стями измеряется величиной его линейного угла, 
получаемого при пересечении двугранного угла 
плоскостью, перпендикулярной его ребру. 
 • Величина двугранного угла принадлежит 
промежутку  ( )180;0 . 
 • Величина угла между пересекающимися плос-
костями принадлежит промежутку ( ]90;0 . 
 • Угол между двумя параллельными плоско-
стями считается равным 0 .   

 
Угол между пересекающимися плоскостями 
можно вычислить: 
1)  как угол между прямыми, лежащими в этих 
плоскостях и перпендикулярными к линии их 
пересечения; 
2)  как угол треугольника, если удается вклю-
чить линейный угол в некоторый треугольник; 

3)  по формуле  ( ) ( )
( )lM
M

;
;;sin

ρ
βρβα =∠ , где 

;α∈M   l=∩ βα ; 

4)  по формуле ( )
S
S ′

=∠ βα ;cos , где S – площадь 

фигуры Ф, расположенной в плоскости α , S ′  - 
площадь проекции фигуры Ф на плоскость β ; 
5)  как угол между перпендикулярными им пря-
мыми; 

6) по формуле ( )
21

21
;cos

nn

nn

⋅

⋅
=∠ βα  или в коор-

динатной форме  ( ) =∠ βα ;cos  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
= , где 

( )1111 ;; CBAn  - вектор нормали плоскости 

01111 =+++ DzCyBxA ,  ( )2222 ;; CBAn  - вектор 
нормали плоскости 02222 =+++ DzCyBxA ; 
7)  используя ключевые задачи. 

 
Пример 7. В правильной четырехугольной пи-
рамиде SABCD , все ребра которой равны 1, 
найдите двугранный угол между основанием и 
боковой гранью. 
Решение. Пусть Е и  К – середины ребер AD и  
BC соответственно, О – центр основания ABCD  
(рис. 6). Тогда ADSE ⊥ , ADEK ⊥  и поэтому 

ϕ=∠SEK  - линейный угол данного двугранно-
го угла. 

     Так как 1=AD , 
2
1

=OE , 1=SD , то 

2
3

4
1122 =−=−= EDSDSE , 

3
1cos ==

SE
OEϕ , 

3
1arccos=ϕ . 

 

 
 

Рис. 6 
 

Ответ: 
3

1arccos . 

 
1. Дан куб 1111 DCBABCDA . Найдите угол между 
плоскостями  11CAB  и CBA 11 . 

Ответ: 
3
π . 

2. Диагональ CA1  куба 1111 DCBABCDA  
служит ребром двугранного угла, грани которо-
го проходят через середины ребер АВ и 1DD . 
Найдите величину этого угла.  
Ответ: 120 . 
3.  Диагональ CA'  куба '''' DCBABCDA  
служит ребром двугранного угла, грани которо-
го проходят через В и D . Найдите величину 
этого угла.  
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Ответ: 120 . 
4. В кубе 1111 DCBABCDA  точки Е, F – середины 
ребер соответственно 11ВA  и 11DA . Найдите 
тангенс угла между плоскостями АЕF  и 1ВCC . 

Ответ: 
2
5 . 

5. В кубе 1111 DCBABCDA  точки Е, F – середины 
ребер соответственно 11ВA  и 11DA . Найдите 
тангенс угла между плоскостями АЕF  и 1ВDD . 

Ответ: 
4
2 . 

6. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA   известны длины ребер: ,51 =AA   

,12=AB  .8=AD  Найдите тангенс угла между 
плоскостью  АВС  и плоскостью, проходящей 
через точку  В  перпендикулярно прямой  АК,  
если  К  - середина ребра  .11DC  
Ответ: 2. 
7. В прямоугольном параллелепипеде 

1111 DCBABCDA , у которого 4=AB ,  6=BC , 
41 =CC  найдите тангенс угла между плоско-

стями  1CDD   и  1BDA . 

Ответ: 
2

23 . 

8. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA , у которого 6=AB ,  6=BC , 

41 =CC  найдите тангенс угла между плоско-
стями  1ACD   и  111 CBA . 

Ответ: 
3

22 . 

9. Основание прямой четырехугольной призмы 
1111 DCBABCDA  - прямоугольник ABCD , в кото-

ром 5=АВ , 33=AD . Найдите тангенс угла 
между плоскостью грани DDAA 11  призмы и 
плоскостью, проходящей через середину ребра 
CD  перпендикулярно прямой DB1 , если рас-
стояние между прямыми 11CA  и BDравно 3 . 
Ответ: 1,2. 
10. Основание прямой четырехугольной призмы 

1111 DCBABCDA  - прямоугольник ABCD , в кото-
ром 12=АВ , 31=AD . Найдите тангенс угла 
между плоскостью основания призмы и плоско-
стью, проходящей через середину ребра AD  
перпендикулярно прямой 1BD , если расстояние 
между прямыми AC  и 11DB  равно 5. 

Ответ: 
4
2 . 

11.  Сторона основания правильной треугольной 
призмы 111 CBABCA  равна 2, а диагональ боко-
вой грани равна 5 . Найдите угол между плос-
костью BCA1  и плоскостью основания призмы. 
Ответ: 30 . 
12. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 
угол между плоскостями 

1ACВ  и ВСA 11 . 

Ответ: 
7
1arccos . 

13. (Демо 2010) Сторона основания правильной 
треугольной призмы 111 CBABCA  равна 2, а диа-
гональ боковой грани равна  5 . Найдите угол 
между плоскостью  BCA1  и плоскостью основа-
ния призмы. 
Ответ: 30 . 
14. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, точки D, 
Е – середины ребер соответственно 11ВA  и 11CА . 
Найдите тангенс угла между плоскостями АDЕ  
и  1ВCC . 

Ответ: 
4
3 . 

15. Основанием прямой треугольной 
призмы 111 CBABCA  является равнобедренный 
треугольник АВС, в котором ,10== BCAB  

.16=AC Боковое ребро призмы равно 24. Точка  
Р – середина ребра  1BB . Найдите тангенс угла 
между плоскостями  111 CBA   и  АСР. 
Ответ: 2. 
16. Основанием прямой треугольной 
призмы 111 CBABCA  является равнобедренный 
треугольник АВС, в котором ,20== BCAB  

.32=AC Боковое ребро призмы равно 24. Точка  
Р принадлежит ребра  1BB , причем 

.3:1: 1 =PBBP  Найдите тангенс угла между 
плоскостями  111 CBA   и  АСР. 
Ответ: 0,5. 
17. Основанием прямой треугольной 
призмы 111 CBABCA  является треугольник АВС, 
в котором ,8== ACAB  а один из углов равен 
60 . На ребре 1AA  отмечена точка  Р так, что 

.1:2: 1 =PAAP  Найдите тангенс угла между 
плоскостями  АВС и СВР, если расстояние меж-
ду прямыми АВ  и  11BC  равно 318 . 
Ответ: 3. 
18. Основанием прямой треугольной 
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призмы 111 CBABCA  является треугольник АВС, 
в котором ,6== BCAC  а один из углов равен 
60 . На ребре 1CC  отмечена точка  Р так, что 

.1:2: 1 =PCCP  Найдите тангенс угла между 
плоскостями  АВС и АВР, если расстояние меж-
ду прямыми АС  и  11BA  равно 318 . 
Ответ: 4. 
19. Основанием прямой призмы 

111 CBABCA  является прямоугольный треуголь-
ник АВС с гипотенузой АС. Найдите тангенс уг-
ла между плоскостью 111 CBA  и плоскостью, 
проходящей через середину ребра  1AA  и пря-
мую ВС, если ,4=AB   .121 =BB  
Ответ: 1,5. 
20. Основание пирамиды DABC - равнобедрен-
ный треугольник  АВС, в котором  

,13== BCAB  .24=AC  Ребро DB перпендику-
лярно плоскости основания и равно 20. Найдите 
тангенс двугранного угла при ребре АС.  
Ответ: 4. 
21. В правильной четырехугольной пирамиде  
SABCD, все ребра которой равны 1, найдите ко-
синус угла между плоскостями АВС  и  BCS. 

Ответ: 
3
3 .  

22. Диаметр окружности основания цилиндра 
равен 20, образующая цилиндра равна 28. Плос-
кость пересекает его основания по хордам дли-
ны 12 и 16. Найдите тангенс угла между этой 
плоскостью и плоскостью основания цилиндра. 
Ответ: 2 или 14. 
23. Диаметр окружности основания цилиндра 
равен 26, образующая цилиндра равна 21. Плос-
кость пересекает его основания по хордам дли-
ны 24 и 10. Найдите тангенс угла между этой 
плоскостью и плоскостью основания цилиндра. 

Ответ: 3 или 
17
21 . 

 
 

8. Разные задачи 
 

1. Найдите радиус сферы, внутри которой рас-
положены четыре шара радиуса  r. Каждый из 
этих шаров касается трех других и поверхности 
сферы. 

Ответ: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
61r . 

2. Три сферы, попарно касаясь друг друга, каса-
ются плоскости треугольника в его вершинах. 
Найти радиусы сфер, если   

стороны треугольника равны а, b и с. 

Ответ: 
b

ac
a

bc
c

ab
2

;
2

;
2

. 

3. Плоскость пересекает боковые ребра  SA,   SB  
и  SC  треугольной пирамиды  SABC  в точках  
K,  L и  M  соответственно. В каком отношении 
делит эта плоскость объем пирамиды, если из-

вестно, что  2==
LB
SL

KA
SK , а медиану  SN  тре-

угольника  SBC эта плоскость делит пополам. 

Ответ: .
37
8  

4. Найти угол при вершине в осевом сечении 
конуса, если на его поверхности можно провес-
ти три попарно перпендикулярные образующие. 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1arccos . 

5. Какие значения принимает угол между обра-
зующими конуса, если его образующая в два 
раза больше радиуса основания? 
Ответ: ( ]60;0 . 
 

9. Координатный метод 
 

Пример 8. В единичном кубе 1111 DCBABCDA   
точки Е  и  К  - середины ребер 1AA   и CD  соот-
ветственно, а точка  М  расположена на диаго-
нали 11DB  так, что .2 11 MDMB =   Найдите рас-
стояние между точками Q и L, где Q – середина 
отрезка ЕМ, а  L – точка отрезка  МК такая, что 

.2LKML =  
Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат, как указано на рисунке 7. Тогда 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;0;0Е , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0;

2
1;1К , )1;1;0(1В , )1;0;1(1D . Для 

нахождения координат точки М используем 
формулу координат точки, делящей отрезок 

11DB  в отношении 2:1. Имеем 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⋅+

+
⋅+

+
⋅+ 1;

3
1;

3
2

21
121;

21
021;

21
120М . Анало-

гично получим координаты точки L, делящей 
отрезок МК  в отношении 2:1. Имеем 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⋅+

+

⋅+

+

⋅+

3
1;

9
4;

9
8

21
021;

21
2
12

3
1

;
21

12
3
2

L   Коор-

динаты точки Q равны полусуммам соответст-
вующих координат точек Е и  М, поэтому 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
3;

6
1;

3
1Q . Применим формулу для расстояния 

между точками с заданными координатами  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

222

3
1

4
3

9
4

6
1

9
8

3
1QL  

36
295

36
725

2 == . 

 
 

Рис. 7 
 

Ответ: 
36

295 . 

 
Пример 9. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние от точки 1А  до плоскости 

1BDC . 
Решение. Составим уравнение плоскости, про-
ходящей через точки )0;1;0(B , )0;0;1(D  и 

)1;1;1(1C . Для этого подставим координаты этих 
точек в общее уравнение плоскости 

0=+++ DCzByAx . Получим систему уравне-
ний  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+
=+

0
0
0

DCBA
DA
DB

 или  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
−=

DC
DA
DB

 Отсюда нахо-

дим уравнение 0=++−− DDzDyDx  или  
01 =−−+ zyx . По формуле находим расстоя-

ние от точки )1;0;0(1А  до плоскости  1BDC=β :  

( )
3

2
111
1100

;1 =
++

−−+
=βρ А .  

 
 

 
 

Рис. 8 
 

Ответ: 
3

2 . 

 
10. Координатно-векторный метод 

 
Пример 10. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние между диагональю куба 

1BD  и диагональю грани 1AB . 
Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат (рис. 9), тогда  

)0;0;0(А , )0;1;0(В , )1;1;0(1В , )1;0;1(1D . 
Пусть EF – общий перпендикуляр скрещиваю-
щихся прямых 1BD  и 1AB , то есть 1ABEF ⊥ , 

1BDEF ⊥ , причем 1ABE ∈  и 1BDF ∈ . Обозна-

чим 
EB

AE

1

=λ , 
FD

BF

1

=μ  и воспользуемся фор-

мулами для координат точки, которая делит 
данный отрезок в заданном отношении. Полу-

чим ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++ λ
λ

λ
λ

1
;

1
;0E , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++ μ
μ

μμ
μ

1
;

1
1;

1
F . 

Пусть p=
+ λ
λ

1
, q=

+ μ
μ

1
, тогда );;0( ppE , 

);1;( qqqF − . Так как вектор 
);1;( pqpqqEF −−−= должен быть перпенди-

кулярным векторам )1;1;0(1 =AB  и 
)1;1;1(1 −=BD , то имеем систему уравнений: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

0

1

1

EFBD

EFAB
 или 

⎩
⎨
⎧

=−+++−
=−+−−

01
01
pqpqq

pqpq
 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

3
1
2
1

q

p
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Отсюда ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

6
1;

6
1;

3
1EF , 

6
1

36
1

36
1

9
1

=++== EFEF . 

 

 
 

Рис. 9 
 

Ответ: 
6

1 . 

 
Пример 11. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите угол между прямыми АЕ и DF, где Е и 
F – точки, расположенные на ребрах CD и 11DC  

так, что DCDE
3
1

= , 111 3
1 DCFC = . 

Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат, как указано на рисунке 10. Тогда 

)0;0;0(А , )0;0;1(D , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0;

3
1;1Е , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

3
2;1F , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0;

3
1;1AE , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1;

3
2;0DF ,  

130
2

3
13

3
10

9
2

cos =
⋅

=
⋅

⋅
=

DFAE

DFAE
α , 

130
2arccos=α , где α - искомый угол. 

 

 
 

Рис. 10 
 

Ответ: 
130
2arccos . 

 
Пример 12. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите угол между прямой 1АD  
и плоскостью α, проходящей через точки 1А , Е 
и F, где точка Е – середина ребра 11DC , а точка 
F лежит на ребре 1DD , так, что DFFD 21 = . 
Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат, как указано на рисунке 11. Тогда  

)0;0;0(А , )1;0;0(1А , )1;0;1(1D , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

2
1;1Е , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1;0;1F , ( )1;0;11 =АD , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0;

2
1;11EA , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3
2;0;11FА . Пусть );;( zyxn =  - вектор, 

перпендикулярный плоскости α,  ϕ - искомый 

угол. Тогда 
nAD

nAD

⋅

⋅
=

1

1
sinϕ . 

    Вектор n  найдем из условий перпендикуляр-
ности этого вектора векторам  

EA1  и FА1 , т.е. из условий  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

0

1

1

FAn

EAn
 или 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+

0
3
2

0
2

zx

yx
 ⇔ 

⎩
⎨
⎧

=
−=

.5,1
2
xz
xy

 Пусть 

2=x , тогда 4−=y , 3=z  и )3;4;2( −=n , 

29=n . 
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Так как 531)4(0211 =⋅+−⋅+⋅=⋅ nAD , 

21 =AD , то 
58
5sin =ϕ . 

 
 

Рис. 11 
 

Ответ: 
58
5arcsin . 

 
Пример 13. Найдите угол между плоскостями 

05632 =−++ zyx  и 07244 =−++ zyx . 
Решение. Рассмотрим векторы  )6;3;2(=n  и  

)2;4;4(=m , перпендикулярные к данным плос-
костям. Искомый угол найдем по формуле 

mn

mn

⋅

⋅
=ϕcos .  

Так как 32264342 =⋅+⋅+⋅=⋅mn , 
73694 =++=n , 641616 =++=m , то 

21
16cos =ϕ , откуда 

21
16arccos =ϕ . 

 

Ответ: 
21
16arccos . 

 
 
Пример 14. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите угол между плоскостями EAD1  и 

FCD1 , где точки Е и F – середины ребер 11ВА  и 

11СВ  соответственно. 
Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат, как указано на рисунке 12. Тогда  

)0;0;0(А , )0;1;1(С , )1;0;1(1D , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

2
1;0Е , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;1;

2
1F , ( )1;0;11 =АD , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1;

2
1;0AE , 

( )1;1;01 −=СD , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1;0;

2
1СF . 

Найдем вектор  );;( zyxn = , перпендикулярный 
плоскости EAD1 . Этот вектор должен быть пер-
пендикулярным векторам AE  и 1АD  и поэтому  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

0

1ADn

AEn
 ⇔ 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

0

0
2

zx

zy
 ⇔ 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

.
2
zx

zy
 

Пусть 1−=z , тогда 1=x , 2=y  и )1;2;1( −=n . 
Найдем вектор );;( zyxm = , перпендикулярный 
плоскости FCD1 . Этот вектор должен быть 
перпендикулярным векторам 1СD  и СF  и по-
этому  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

01

CFm

CDm
 ⇔ 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+−

0
2

0

zx
zy

 ⇔ 
⎩
⎨
⎧

=
=

.2zx
zy

 

Пусть 1=z , тогда 2=x , 1=y  и )1;1;2(=m . 
Для нахождения искомого угла ϕ  используем 

формулу 
mn

mn

⋅

⋅
=ϕcos . Так как  

31)1(1221 =⋅−+⋅+⋅=⋅mn , 6=n , 6=m , 

то 
2
1cos =ϕ , откуда 60=ϕ . 

 
 

Рис. 12 
Ответ: 60 . 
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11. Векторный метод 
 
Пример 15. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
на диагоналях граней 1AD  и 11BD  взяты точки Е 

и F так, что 11 3
1 ADED = , 111 3

2 BDFD = . Найди-

те длину отрезка EF. 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

1), тогда 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Выразим вектор FE  через базисные векторы  a , 
b , c :  

( ) ( ) ( )=−++++−=++= bacbcaFBABEAFE
3
1

3
2

11

cba
3
1

3
2

3
1

++−= . Тогда  

=++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−==

9
1

9
4

9
1

3
1

3
2

3
1 2

2
cbaFEFE

3
6

9
6
== . 

Ответ: 
3
6 . 

 
Пример 16. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние от точки 1D   до прямой  РQ, 
где  Р и Q – середины соответственно ребер 

11BA  и ВС. 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

1), тогда 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Выразим вектор PQ  через базисные векторы  a , 
b , c :  

cbaacbBQBBPBPQ −+=+−=++=
2
1

2
1

2
1

2
1

11

. abPD +−=
2
1

1 . Пусть PQND ⊥1 , где 

PQN ∈ . Выразим вектор ND1 , учитывая кол-
линеарность векторов PN   и  PQ :   

111 PDPQxPDPNND −⋅=−= . Так как 
PQND ⊥1 , то 01 =⋅ PQND . Отсюда получаем 

( ) 01 =⋅−⋅ PQPDPQx ,  PQPDPQx ⋅=⋅ 1

2
,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅ cbaabcbax

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 2

, 

4
1

2
11

4
1

4
1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⋅х , 

6
1

=х . 

=−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−⋅= abcbаPDPQND

2
1

2
1

2
1

6
1

6
1

11  

cba
6
1

12
7

12
11

−+−= .  

Длина вектора  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−==

2
2

11 6
1

12
7

12
11 cbaNDND . 

12
174

36
1

144
49

144
121

=++= . 

 
 

Рис. 13 

Ответ:  
12
174 . 

 
Пример 17. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние от точки 1А  до плоскости 

1BDC . 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

14), тогда 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Выразим некоторые векторы  через базисные 
векторы  a , b , c :  abDB −= , cbDC +=1 , 

baAC −−=11 . Пусть 11 BDCМА ⊥ , где 

1BDCM ∈ . Вектор 11 DCyDBxMC ⋅+⋅= , по-
этому 

( )1111111 DCyDBxACMCACMA ⋅+⋅−=−= . 

Далее имеем 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⊥

⊥

11

1

DCMA

DBMA
 ⇔  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

0

11

1

DCMA

DBMA
 ⇔ 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅+⋅⋅−⋅

=⋅⋅+⋅−⋅

0

0
2

11111

1

2

11

DCyDCDBxDCAC

DBDCyDBxDBAC
 

Так как ( )( ) 0
22

11 =−=−−−=⋅ baabbaDBAC , 

( )( ) 1
2

1 ==−+=⋅ babcbDBDC ,  
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( )( ) 1
2

111 −=−=−−+=⋅ bbacbACDC , 

( ) 2
2222
=+=−= ababDB , 

( ) 2
2222

1 =+=+= cbcbDC , то имеем  

⎩
⎨
⎧

=⋅+⋅−−
=⋅+⋅−

0)21(1
0)12(0

yx
yx

 ⇔ 
⎩
⎨
⎧

−=+
=+

12
02

yx
yx

 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=

3
2

3
1

y

x
 

Отсюда получаем 

( ) ( ) cbacbabbaMA
3
2

3
2

3
2

3
2

3
1

1 +−−=++−−−−=

3
32

9
4

9
4

9
4

3
2

3
2

3
2 2

1 =++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−= cbaMA

. 

Ответ:  
3

32 . 

 

 
 

Рис. 14 
 

Пример 18. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние между прямыми 1AB  и BD . 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

15), тогда 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Если M  и  N – основания общего перпендикуля-
ра прямых 1AB  и BD  соответственно, то имеем 

cbAB +=1 ,  abDB −= ,  
=⋅++⋅=++= DByaABxDNADMAMN 1  

( ) ( ) =−+++= abyacbx  

cxbyxay ⋅+⋅++⋅−= )()1( . 
Вектор MN  перпендикулярен векторам 1AB  и 
DB , поэтому имеем  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

01

BDMN

ABMN
 ⇔ 

( )( )
( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−⋅+⋅++⋅−

=+⋅+⋅++⋅−

0)()1(

0)()1(

abcxbyxay

cbcxbyxay
 ⇔ 

⇔ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅++⋅−−

=⋅+⋅+

0)()1(

0)(
22

22

byxay

cxbyx
 ⇔ 

⎩
⎨
⎧

=−+
=+

012
02

yx
yx

 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−=

3
2

3
1

y

x
 

Итак, 

( ) ( ) cbaabacbMN
3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

−+=−+++−= ,  

3
3

9
1

9
1

9
1

3
1

3
1

3
1 2

=++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= cbaMN . 

 

 
 

Рис. 15 
 

Ответ: 
3
3 . 

 
Пример 19. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между прямыми EF  и  PQ,  где  E,  F,   P,  Q – 
середины ребер 1DD ,  BC, 1AA  и  11CB  соответ-
ственно. 
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Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

16), где 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . То-

гда abcCFDCEDEF
2
1

2
1

−+−=++= ,  

abcQBBAPAPQ
2
1

2
1

1111 ++=++= , откуда на-

ходим  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⋅ abcabcEFPQ

2
1

2
1

2
1

2
1  

2
1

4
1

4
11

4
1

4
1 222

=−−=−−= acb , 

=++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

222
2

4
1

4
1

2
1

2
1 abcabcPQ  

2
3

4
11

4
1

=++= , 

=++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=

222
2

4
1

4
1

2
1

2
1 abcabcEF

2
3

4
11

4
1

=++= , 

3
1

2
3:

2
1cos ==

⋅

⋅
=

EFPQ

EFPQ
ϕ , 

3
1arccos=ϕ , где ϕ 

- искомый угол. 
 

 
 

Рис. 16 
 

Ответ: 
3
1arccos . 

   
Пример 20. В правильной четырехугольной пи-
рамиде SABCD , все ребра которой равны 1, 
найдите угол между прямой DE, где  E – сере-

дина апофемы   SF  грани  ASB, и плоскостью  
ASC. 
Решение. Так как прямая ОD перпендикулярна 
плоскости ASC, то вектор OD  является векто-
ром нормали плоскости ASC.  
Пусть aAD = , bAB = , cAS =  (рис. 17), где 

1=== cba , 0=⋅ba ,  

2
160cos

2
==⋅=⋅ acbca . Тогда  

( ) ( )baabaADOAOD −=++−=+=
2
1

2
1 ,  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−=++= bcbaFEAFDADE

2
1

2
1

2
1  

cba
2
1

4
1

++−= , 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=⋅ bacbaODDE

2
1

2
1

2
1

4
1  

8
3

8
1

2
1

4
1

4
1

8
1

2
1 22

=−=⋅−⋅+−−= cbcaba , 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

2

2
1

4
1 cbaDE

=⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−++= cbcacba
2
1

4
12

2
12

4
1

16
1 222

 

16
15

8
1

2
1

4
1

16
11 =+−++= , 

2
1

4
1

4
1

2
1

2
1 2

=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= baOD , 

30
32

15
4

8
3sin =⋅⋅=

⋅

⋅
=

ODDE

ODDE
ϕ , 

30
3arcsin=ϕ , где ϕ - искомый угол. 

 
 

Рис. 17 
 

Ответ: 
30
3arcsin . 
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Пример 21. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между плоскостями CAB1  и DBC1 . 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

18), где 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Векторы 1BD  и 1CA  являются векторами нор-
мали плоскостей CAB1  и DBC1  соответственно, 
так как  CABBD 11 ⊥  и DBCCA 11 ⊥ . Тогда 

cbaBD +−=1 , cbaCA +−−=1 ,  

( )( ) 1
222

11 =++−=+−−+−=⋅ cbacbacbaCABD

( ) 3
2222

1 =++=+−= cbacbaBD , 

( ) 3
2222

1 =++=+−−= cbacbaCA ,  

3
1

33
1cos

11

11
=

⋅
=

⋅

⋅
=

CABD

CABD
ϕ , 

3
1arccos=ϕ , 

где ϕ - искомый угол. 
 

 
 

Рис. 18 
 

Ответ: 
3
1arccos . 

 
12. Метод объемов 

 
• При составлении уравнения используется объ-
ем фигуры, выраженный двумя независимыми 
способами. 
 
Пример 22. Ребро куба 1111 DCBABCDA  равно  а. 
Найдите расстояние от точки С до плоскости 

1BDC . 

Решение. Искомое расстояние х равно высоте 
CQ (рис. 19), опущенной в пирамиде 1BCDC  из 
вершины С на основание 1BDC . 
     Объем этой пирамиды равен  

62
1

3
1

3
1 3

11
aCCCDBCCCSBCD =⋅⋅⋅⋅=⋅ . С другой 

стороны, так как треугольник  1BDC  равносто-
ронний со стороной 2а , объем пирамиды ра-

вен ( ) xaxaCQS DBC ⋅=⋅⋅=⋅
6

3
4

32
3
1

3
1 22

1
. От-

сюда получаем уравнение  xaa
⋅=

6
3

6

23

, из ко-

торого находим  
3

3ax = . 

 

 
 

Рис. 19 
 

Ответ: 
3

3a . 

 
 

13. Метод ключевых задач 
 

Ключевая задача № 1 
 
• Если S – площадь фигуры Ф, расположенной в 
плоскости α , S ′  - площадь проекции фигуры Ф 
на плоскость β , то справедлива формула 

( )
S
S ′

=∠ βα ;cos . 

 
Пример 23. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между плоскостями CAB1  и АВС. 
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Решение. Пусть α - искомый угол. Используем 
соотношение αcos

1
⋅= CABABC SS  (рис. 20), где 

2
1

=ABCS , ( )
2
3

4
32

2

1
==CABS  (треугольник 

CAB1  равносторонний). Отсюда имеем 

3
1

2
3:

2
1cos ==α , 

3
3arccos=α . 

 

 
 

Рис. 20 
 

Ответ: 
3
3arccos . 

 
Ключевая задача № 2 (теорема о трех синусах) 

 
• Пусть в одной из граней двугранного угла, ве-
личина которого равна  α, проведена прямая, 
составляющая с ребром двугранного угла угол β  
( 900 << β ), γ - величина угла между этой 
прямой и другой гранью. Тогда справедливо 
следующее соотношение: 

βαγ sinsinsin = . 
 

Пример 24. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между плоскостями CAB1  и АВС. 
Решение. Пусть α - искомый угол (рис. 20). Так 
как 601 =∠= ACBβ , 451 =∠= ABBγ , то име-

ем 60sinsin45sin α= , 
3
2

2
3:

2
2sin ==α , 

3
2arcsin=α . 

Ответ: 
3
2arcsin . 

 
Ключевая задача № 3 (теорема о трех косину-
сах) 

 
• Пусть α - величина угла между наклонной l и 
ее проекцией на некоторую плоскость, β - вели-
чина угла между проекцией наклонной l и пря-
мой, проведенной через основание той же на-
клонной в плоскости проекции, и γ - величина 
угла между наклонной l и прямой, проведенной 
через ее основание в плоскости проекции. Тогда 
справедливо следующее соотношение: 

βαγ coscoscos = . 
 

Пример 25. Угол между боковыми ребрами 
правильной четырехугольной пирамиды, не ле-
жащими в одной грани, равен 120°. Найдите 
плоский угол при вершине пирамиды. 
Решение. В правильной четырехугольной пира-
миде SABCD  проведем диагональное сечение  
ASC (рис. 21); SD – наклонная к плоскости сече-
ния,  SO - высота пирамиды и проекция SD на 
эту плоскость,  SC – прямая, проведенная в 
плоскости  ASC через основание наклонной. По 
условию 120=∠ASC .  
    На основании теоремы о трех косинусах име-
ем:  

CSODSODSC ∠⋅∠=∠ coscoscos . 
Отсюда 

4
160cos60cos60coscos 2 ==⋅=∠DSC , 

4
1arccos=∠DSC . 

 

 
 

Рис. 21 
 

Ответ: 
4
1arccos . 
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Ключевая задача № 4 (теорема косинусов для 
трехгранного угла) 

 
• Пусть для трехгранного угла плоские углы 
равны α, β  и  γ  и двугранный угол при ребре, 
противолежащий плоскому углу γ,  равен ϕ. То-
гда справедливо следующее соотношение: 

βα
βαγϕ

sinsin
coscoscoscos

⋅
⋅−

= . 

 
Пример 26. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между прямыми 1AD   и  DM , где М – середина 
ребра 11CD . 
Решение. Пусть ребро куба равно 1,  N – середи-
на ребра 11ВА , тогда искомый угол γ  равен углу 
между 1AD   и  AN (рис. 22). Используем теоре-
му косинусов для трехгранного угла с вершиной  
А, в котором α=∠ 11 ADA ,  β=∠ ANA1 ,  

γ=∠ 1NAD . Так как 90=ϕ , то имеем 
βαγ coscoscos = . 

     Из треугольника 11 ADA  находим 

2
245coscos ==α , из треугольника ANA1  по-

лучаем 
5

2
2
5:1cos 1 ===

AN
AA

β . Отсюда 

5
2

5
2

2
2cos =⋅=γ , 

5
2arccos=γ . 

 

 
 

Рис. 22 

Ответ: 
5
2arccos . 

 
Ключевая задача № 5 
 

• Если некоторая прямая образует углы α, β и γ с 
тремя попарно перпендикулярными прямыми, 
то 1coscoscos 222 =++ γβα . 
 
Пример 27. Дан прямоугольный параллелепи-
пед .1111 DCBABCDA  Его диагональ  DВ1 состав-
ляет с ребром AD  угол 45 , а с ребром DC  
угол ,60  Найдите угол между прямыми DВ1  и 

1DD . 
Решение. Используем соотношение 

1coscoscos 222 =++ γβα , где α=∠ 1ADB ,   
β=∠ 1CDB , γ=∠ 11DBD   (рис. 23). Получаем 

1cos60cos45cos 222 =++ γ , 

4
1

2
1

4
11cos2 =−−=γ , 

2
1cos =γ , 60=γ . 

 

 
 

Рис. 23 
 

Ответ: 60 . 
 
Ключевая задача № 6   
 
• Если  AB  и   CD – скрещивающиеся ребра 
треугольной пирамиды ABCD, r – расстояние 
между ними, аАВ = ,  bCD = , ϕ - угол между  
AB  и   CD, V – объем пирамиды ABCD, то 

ϕsin
6

ab
Vr = . 

 
Пример 28. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние между диагональю куба 

1BD  и диагональю грани 1AB . 
Решение. Найдем искомое расстояние по фор-

муле 
ϕsin

6

11 BDAB
Vr

⋅
= , где V – объем пирами-
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ды 11DABB  (рис. 24),  21 =AB , 31 =BD , 

2
πϕ =  - угол между прямыми 1BD  и 1AB . Так 

как площадь основания 1АВВ  пирамиды 

11DABB  равна 
2
1 , а высота  11DA  равна 1, то 

6
1

=V . Следовательно, 
6

1
32

1
=

⋅
=r . 

 

 
 

Рис. 24 
 

Ответ: 
6

1 . 
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МАТЕМАТИКА ЕГЭ 2010 
 

Задания С3  
 

Корянов А.Г.                             г.Брянск 
 

Методы решения 
 

1. Сведение неравенства к равносильной 
системе или совокупности систем 

       а)   иррациональные неравенства; 
       б)   показательные неравенства; 
       в)   логарифмические неравенства; 
       г)   неравенства, содержащие знак  
             модуля 
2. Расщепление неравенств 
3. Метод перебора 
4. Метод интервалов 
5. Введение новой переменной 
6. Метод рационализации 
7. Использование свойств функции 
       а)   область определения функции; 
       б)   ограниченность функции; 
       в)   монотонность функции; 
        

 
 

Метод сведения неравенства  
к равносильной системе  
или совокупности систем 

 
UНекоторые стандартные схемы для решения ир-
рациональных неравенств: 
 

● nn xgxf 22 )()( >  ฻  
⎩
⎨
⎧

≥
>

.0)(
),()(

xg
xgxf  

● nn xgxf 22 )()( ≥  ฻  
⎩
⎨
⎧

≥
≥

.0)(
),()(

xg
xgxf  

● )()(2 xgxfn <  ฻  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥
<

0)(
0)(

)()( 2

xg
xf

xgxf
 

● )()(2 xgxfn ≤  ฻  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥
≤

0)(
0)(

)()( 2

xg
xf

xgxf
 

 

● )()(2 xgxfn >  ฻ 

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<
≥

⎩
⎨
⎧

≥
>

.0)(
,0)(

,0)(
),()( 2

xg
xf

xg
xgxf

 

 

● )()(2 xgxfn ≥  ฻ 

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<
≥

⎩
⎨
⎧

≥
≥

.0)(
,0)(

,0)(
),()( 2

xg
xf

xg
xgxf

 

● 1212 )()( ++ ∨ nn xgxf  ฻  )()( xgxf ∨   
● )()(12 xgxfn ∨+  ฻  )()( 12 xgxf n+∨ , 
где символ ∨  заменяет один из знаков: 

.,,, ≤≥<>  
 
Пример 1.  Решите неравенство  

ݔ√ ൅ 18 ൏ 2 െ  ݔ
Решение. Данное неравенство равносильно сис-
теме 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−
≥+

−<+

02
018

)2(18 2

x
x

xx
 ฻  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤
−≥

>+−

2
18

0)2)(7(

x
x

xx
 ฻  

฻ െ18 ൑ ݔ ൏ െ2 
 

 
Ответ: െ18 ൑ ݔ ൏ െ2. 
 
Пример 2. (2010) Решите неравенство  

.
1

71467
23

−
−+−

<−
x

xxxx  

Решение.   

1
71467

23

−
−+−

<−
x

xxxx
 
฻ 

 

฻ ൜√7 െ ݔ · ݔ√ െ 1 ൏ ଷݔ√ െ ଶݔ6 ൅ ݔ14 െ 7
ݔ ് 1

 ฻ 

 

฻ ൜ሺ7 െ ݔሻሺݔ െ 1ሻ ൏ ଷݔ െ ଶݔ6 ൅ ݔ14 െ 7
1 ൏ ݔ ൑ 7

  ฻  

 

฻ ൜ݔଷ െ ଶݔ5 ൅ ݔ6 ൐ 0
1 ൏ ݔ ൑ 7

  ฻ 

 

7 

– + + 

–2 

2 

– 18
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฻ ቄݔሺݔ െ 2ሻሺݔ െ 3ሻ ൐ 0
1 ൏ ݔ ൑ 7  

 
Ответ: .73,21 ≤<<< xx  
 
Предполагаемые критерии: 

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно получен пра-
вильный ответ. 3 

Ответ неточен или из-за 
арифметической ошибки, 
или из-за того, что в него 
включены (отброшены) зна-
чения переменной, при ко-
торых подкоренные выра-
жения обращаются в ноль.   

2 

Решение содержит верные 
преобразования, но в ответе 
либо потеряны верные про-
межутки, либо приобретены 
лишние промежутки.  

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
 
UНекоторые стандартные схемы для решения по-
казательных  неравенств: 
 

● )()( ))(())(( xgxf xx ϕϕ >  ฻    

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<<
>

⎩
⎨
⎧

>
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.1)(0
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x
xfxg

x
xgxf

ϕ

ϕ
 

● )()( ))(())(( xgxf xx ϕϕ ≥  ฻    

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎩
⎨
⎧

<<
≥

⎩
⎨
⎧

>
≥

1)(
.1)(0

),()(

,1)(
),()(

x
x

xfxg

x
xgxf

ϕ
ϕ

ϕ

 

В частности: 
● Если  число ܽ ൐ 1, то     

)()( xgxf aa >  ฻  )()( xgxf >  
● Если  число    0 ൏ ܽ ൏ 1, то     

)()( xgxf aa >  ฻  )()( xgxf <  
 
Пример 3. (2010) Решите неравенство  

( )
.1

2
1 1log 2

2

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−x

 

Решение.  Так как функция ݕ ൌ ቀଵ
ଶ
ቁ

௧
  убывает на 

Թ, а функция  ݕ ൌ logଶ -возрастает на проме  ݐ
жутке  ሺ0; ൅∞ሻ, то имеем: 

( )
1

2
1 1log 2

2

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−x

 
฻ ( ) 01log 2

2 <−x
 
฻  

฻ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

<−

,01
,11

2

2

x
x

 ฻ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎢
⎣

⎡
−<

>

<<−

1
1

,22

x
x

x
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฻  
⎢
⎢
⎣

⎡
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−<<−

21
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x

x
 

Ответ: ( ) ( ).2;1;1;2 −−  
 
UНекоторые стандартные схемы для решения ло-
гарифмических неравенств: 
 
● )(log)(log )()( xgxf xx ϕϕ >  ฻    

฻    

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<<
>>

⎩
⎨
⎧

>
>>

.1)(0
,0)()(

,1)(
,0)()(

x
xfxg

x
xgxf

ϕ

ϕ
 

 
В частности: 
● Если  число ܽ ൐ 1, то     

)(log)(log xgxf aa >  ฻  0)()( >> xgxf  
● Если  число    0 ൏ ܽ ൏ 1, то     

)(log)(log xgxf aa >  ฻  0)()( >> xfxg  
 
● )(log)(log )()( xgxf xx ϕϕ ≥  ฻    

฻    

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<<
>≥

⎩
⎨
⎧

>
>≥

.1)(0
,0)()(

,1)(
,0)()(

x
xfxg

x
xgxf

ϕ

ϕ
 

 
В частности: 
● Если  число ܽ ൐ 1, то     

)(log)(log xgxf aa ≥  ฻  0)()( >≥ xgxf  
● Если  число    0 ൏ ܽ ൏ 1, то     

)(log)(log xgxf aa ≥  ฻  0)()( >≥ xfxg  
 

 
Пример 4. (2010) Решите неравенство  

( ) ).3(log2log 1,0
2

1,0 +>−+ xxx  



 3

Решение.  Так как функция  ݕ ൌ log଴,ଵ  убывает  ݐ
на промежутке  ሺ0; ൅∞ሻ, то данное неравенство 
равносильно системе 

൜ݔଶ ൅ ݔ െ 2 ൏ ݔ ൅ 3
ଶݔ ൅ ݔ െ 2 ൐ 0

  ฻ ቊ൫ݔ െ √5൯൫ݔ ൅ √5൯ ൏ 0
ሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 2ሻ ൐ 0

 

 

 
 
Ответ: ( ) ( ).5;1;2;5 −−  

 
UНекоторые стандартные схемы для решения  не-
равенств, содержащих знак модуля: 
 

● )()( xgxf <  ฻ 
⎩
⎨
⎧

−>
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),()(
),()(
xgxf

xgxf
 

● )()( xgxf ≤  ฻ 
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● )()( xgxf >  ฻  )()( 22 xgxf >  ฻ 
     ฻  ( )( ) 0)()()()( >+− xgxfxgxf  
● )()( xgxf ≥  ฻  )()( 22 xgxf ≥  ฻ 
     ฻  ( )( ) 0)()()()( ≥+− xgxfxgxf  

 
Пример 5.  Решите неравенство  

324324 257257 +−−+<−+++ xxxxxxxx  
Решение. Данное неравенство равносильно сис-
теме неравенств 

⎪⎩
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  ฻ 10 << x  

Ответ: .10 << x  
 
 

 
 
 

 
 
 

Метод расщепления неравенств 
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Пример 6. (2010) Решите неравенство  
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 Решение.  Приведем данное неравенство к сле-
дующему виду: 

൬ݔ ൅
3
ݔ െ 4൰

2
2

15
196
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−+−

x
xx ൒ 0. 

Последнее неравенство равносильно совокупно-
сти систем: 

1) ቐ
ݔ ൅ ଷ

௫
െ 4 ൒ 0

ቀ|௫ିଷ|ିଵ
√ହି௫ିଵ

ቁ
ଶ

൒ 0
  ฻ ቐ

ሺ௫ିଵሻሺ௫ିଷሻ
௫

൒ 0
ݔ ് 4
ݔ ൑ 5

  ฻ 

 

฻  ൥
0 ൏ ݔ ൑ 1
3 ൑ ݔ ൏ 4
4 ൏ ݔ ൑ 5

 

 

2) ቐ
ݔ ൅ ଷ

௫
െ 4 ൑ 0

ቀ|௫ିଷ|ିଵ
√ହି௫ିଵ

ቁ
ଶ

൑ 0
  ฻ 

ە
ۖ
۔

ۖ
ሺ௫ିଵሻሺ௫ିଷሻۓ

௫
൒ 0

ݔ| െ 3| ൌ 1
ݔ ് 4
ݔ ൑ 5

฻ 

√5 

– + + 

–2 1 

– √5 
+ + – 
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฻ ݔ  ൌ 2. 
Ответ: .54,43,2,10 ≤<<≤=≤< xxxx  

 
Перебор случаев 

 
Пример 7. (2010) Решите неравенство  

.2222 ≥+ xx
 

Решение.  Данное неравенство определено при 
всех значениях  х. Рассмотрим два случая. 
1. Пусть  ݔ ൒ 0, тогда неравенство примет сле-
дующий вид:   

2222 ≥+ xx
  ฻ 22 ≥x

 ฻  
2
1

≥x  (в силу 

возрастания функции  
ty 2= ). 

2. Если  ݔ ൏ 0, то имеем:   

22
2
12 ≥+ x

x
 ฻  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
=

≥+⋅−

0
2

01222

t
t

tt
x  ฻  

฻ 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>
=

⎢
⎢
⎣

⎡

−≤

+≥

0
2

12

12

t
t

t

t

x   ฻   
⎢
⎢
⎣

⎡

−≤

+≥

122

122
x

x

 ฻  

฻ 
⎢
⎢
⎣

⎡

−≤

+≥

)12(log

)12(log

2

2

x

x
 

Сравним два числа  )12(log2 +  и  ଵ
ଶ
. 

Так как  √2 ൅ 1 ൐ √2,  то  2log)12(log 22 >+  

или  .
2
1)12(log2 >+  

Объединим решения, полученные в первом и 
втором случаях. 

Ответ: ( )( ] .;
2
112log; 2 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∪−∞−  

Пример 8. (2010) Решите неравенство  

( ) .2
2
2log34log 2

2
2 >

−
+

−−
x
xx

 
Решение.  Область определения данного нера-
венства определяется условием:  
ሺݔ െ 2ሻሺݔ ൅ 2ሻ ൐ 0.  Отсюда получаем два про-
межутка:  ሺെ∞; െ2ሻ   и  ሺ2; ൅∞ሻ.  
Рассмотрим два случая. 
1. Пусть ݔ ൐ 2.   
Тогда неравенство принимает следующий вид: 
 logଶሺݔ െ 2ሻ ൅ logଶሺݔ ൅ 2ሻ െ 3 logଶሺݔ ൅ 2ሻ ൅ 3 logଶሺݔ െ 2ሻ ൐ 2; 
или  2 logଶሺݔ െ 2ሻ െ logଶሺݔ ൅ 2ሻ ൐ 1. 

Отсюда   ሺݔ െ 2ሻଶ ൐ 2ሺݔ ൅ 2ሻ,  ݔሺݔ െ 6ሻ ൐ 0. С 
учетом ݔ ൐ 2 получаем ݔ ൐ 6. 
2. Пусть ݔ ൏ െ2.   
В этом случае неравенство принимает следую-
щий вид: 
 logଶሺ2 െ ሻݔ ൅ logଶሺെݔ െ 2ሻ െ 3 logଶሺെݔ െ 2ሻ ൅ 3 logଶሺ2 െ ሻݔ ൐ 2; 
или  2 logଶሺ2 െ ሻݔ െ logଶሺെݔ െ 2ሻ ൐ 1. 
Отсюда   ሺ2 െ ሻଶݔ ൐ 2ሺെݔ െ 2ሻ,  
ଶݔ  െ ݔ2 ൅ 8 ൐ 0. Так как уравнение 
ଶݔ  െ ݔ2 ൅ 8 ൌ 0 не имеет корней и старший ко-
эффициент больше нуля, то последнее неравен-
ство выполняется при всех значениях  х. 
С учетом второго случая имеем ݔ ൏ െ2. 
Ответ: 2−<x  или  .6>x  

 
Метод интервалов 

 
Пример 9. (2010) Решите неравенство  

.09310313 2
2

≥+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
xx

x

 
Решение. Используем метод интервалов. 
1). Рассмотрим функцию 

.9310313)( 2
2

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−
xx

x

xf
 

2) Найдем область определения функции   f (x). 

Для этого решим неравенство 93103 +− xx ൒ 0  
(*), используя метод интервалов. 
а)  Пусть  93103)( +−= xxxg . 
б) RgD =)(  

в) 0)( =xg  ,093103 =+− xx   
ଶݐ െ ݐ10 ൅ 9 ൌ 0,  где  √3௫ ൌ ଵݐ  Имеем .ݐ ൌ 1  и 
ଶݐ ൌ 9, тогда    ݔଵ ൌ 0  и  ݔଶ ൌ 4. 
г) Промежутки знакопостоянства функции g(x). 
݃ሺ1ሻ ൏ 0. Используя свойство знакочередования 
значений функции  g(x), находим решения  не-
равенства (*):  ሺെ∞; 0ሿ ׫ ሾ4; ൅∞ሻ. 

 
Следовательно, ܦሺ݂ሻ ൌ ሺെ∞; 0ሿ ׫ ሾ4; ൅∞ሻ. 
3) Нули функции   f (x). 

.09310313 2
2

=+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
xx

x

 
Получаем  ݔ ൌ 2, 2 ב ݔ  ,ሺ݂ሻܦ ൌ 0  или  ݔ ൌ 4. 
4)  Промежутки знакопостоянства функции  f(x). 
݂ሺെ1ሻ ൏ 0, ݂ሺ5ሻ ൐ 0. Отсюда ݂ሺݔሻ ൒ 0  при всех 
значениях  { } [ ).;40 ∞+∪∈x  

0 4 

– + + 
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Ответ: { } [ ).;40 ∞+∪  

Метод введения новой переменной 
 
Пример 10. (2010) Решите неравенство  

.3
2

2
≤

−
−

x
x  

Решение.  Пусть  √ݔ ൌ -тогда получаем рацио ,ݐ
нальное неравенство 

ݐ െ ଶ
௧ିଶ

൑ 3, 
ሺ௧ିଵሻሺ௧ିସሻ

௧ିଶ
൑ 0. 

  
 

 
Решая последнее неравенство методом интерва-
лов, получаем: 

ቂ ݐ ൑ 1
2 ൏ ݐ ൑ 4  ฻  ൤ ݔ√ ൑ 1

2 ൏ ݔ√ ൑ 4
  ฻  ቂ 0 ൑ ݔ ൑ 1

4 ൏ ݔ ൑ 16 

Ответ: [0;1]׫ ሺ4; 16ሿ. 
Пример 11. (2010) Решите неравенство  

( ) .2)3(log
16
19log 22

3
2

3 ≥−−− ++ xx xx  

Решение. Преобразуем неравенство  

( ) 23log
4
1)3)(3(log 2

33 ≥−−+− ++ xxx xx
 

Найдем, при каких значениях  х  левая часть не-
равенства имеет смысл: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≠−
≠+
>+
>−

03
13
03

09 2

x
x
x

x

 ฻  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠+
>+
>−

13
03
03

x
x

x
  ฻  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≠
−>

<

2
3

3

x
x
x

 

Получаем: െ3 ൏ ݔ ൏ െ2   или  െ2 ൏ ݔ ൏ 3. 
Значит,  |ݔ െ 3| ൌ 3 െ  при всех допустимых ݔ
значениях  х. Поэтому 

2)3(log
4
1)3(log)3(log 2

333 ≥−−++− +++ xxx xxx
 

Сделаем замену  log௫ାଷሺ3 െ ሻݔ ൌ   Получаем .ݕ
ݕ െ ଵ

ସ
ଶݕ ൒ 1;  ሺݕ െ 2ሻଶ ൑ ݕ ;0 ൌ 2. 

Таким образом, log௫ାଷሺ3 െ ሻݔ ൌ 2, откуда  
ሺݔ ൅ 3ሻଶ ൌ 3 െ ଶݔ  ;ݔ ൅ ݔ7 ൅ 6 ൌ 0. Корни урав-
нения:  –6  и  –1. 
Условию െ3 ൏ ݔ ൏ െ2   или  െ2 ൏ ݔ ൏ 3 удов-
летворяет только ݔ ൌ െ1. 
Ответ: –1. 

 
Предполагаемые критерии: 

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно получен вер-
ный ответ. 3 

При верном решении допу-
щена вычислительная 
ошибка, не влияющая на 
правильность последова-
тельности рассуждений, и, 
возможно, приведшая к не-
верному ответу. 

2 

Получен ответ, содержащий 
наряду с правильным по-
стороннее решение. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
 
Метод рационализации (метод декомпозиции, 
метод замены множителей, метод замены 

функции, правило знаков) 
 

● Метод рационализации заключается в замене 
сложного выражения )(xF  на более простое вы-
ражение ),(xG  при которой неравенство 

0)( ∨xG  равносильно неравенству 0)( ∨xF  в 
области определения выражения ).(xF   
     Выделим некоторые выражения F и соответ-
ствующие им рационализирующие выражения 
G, где qphgf ,,,, - выражения с переменной х 

)0;0;1;0( >>≠> gfhh ,  а – фиксированное 
число ( ).1;0 ≠> aa  
 

№ Выражение  F Выражение G 
1 
1а 
1б 

gf aa loglog −  
1log −fa  

falog  

))(1( gfa −−
))(1( afa −−  
)1)(1( −− fa  

2 
2а 
2б 

gf hh loglog −  
1log −fh  

fhlog  

))(1( gfh −−
))(1( hfh −−  
)1)(1( −− fh  

3 hh gf loglog −  
)1,1( ≠≠ fg  

×−− )1)(1( gf
))(1( fgh −−×  

4 
4а 

gf hh −   )0( >h  
1−fh  

))(1( gfh −−
fh )1( −  

5 hh gf −  
)0;0( >> gf  

hgf )( −

6 gf −  ))(( gfgf +−

1 4 

– + + 

2 

– 

t

0 4 

– + f(x) не оп-
ределена 



 6

 
UНекоторые следствияU (с учетом области опреде-
ления неравенства): 
 
● log௛ ݂ · log௣ ݍ ש 0  ฻  

฻ ሺ݄ െ 1ሻሺ݂ െ 1ሻሺ݌ െ 1ሻሺݍ െ 1ሻ ש 0 
 
● log௛ ݂ ൅ log௛ ݃ ש 0  ฻ ሺ݂݃ െ 1ሻሺ݄ െ 1ሻ ש 0 
 
● ඥ݂ െ ඥ݃ ש 0  ฻  ݂ െ ݃ ש 0 
 
● ௛

೑ି௛೒

௛೛ି௛೜ ש 0  ฻  ௙ି௚
௣ି௤

ש 0 
 
Пример 12. (2010) Решите неравенство  

.1log 2
32 <+ xx  

Решение. Запишем неравенство в виде 
01log 2

32 <−+ xx  и заменим его равносильной 
системой, используя метод рационализации  

൝
ሺ2ݔ ൅ 2ሻሺݔଶ െ ݔ2 െ 3ሻ ൏ 0

ݔ2 ൅ 3 ൐ 0
ݔ ് 0

   ฻  

 

฻ ൝
ሺݔ ൅ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 3ሻ ൏ 0

ݔ ൐ െ1,5
ݔ ് 0

 

 
Ответ: ( ) ( ) ( ).3;00;11;5,1 ∪−∪−−  
Пример 13. (2010) Решите неравенство  

( ) .2274log 2
2 ≤−++ xxx  

Решение. Запишем неравенство в виде 
( ) 0)2(log274log 2

2
2

2 ≤+−−+ ++ xxx xx  и заме-
ним его равносильной системой, используя ме-
тод рационализации  

൝
ሺ|ݔ ൅ 2| െ 1ሻሺ4 ൅ ݔ7 െ ଶݔ2 െ ଶݔ െ ݔ4 െ 4ሻ ൑ 0

4 ൅ ݔ7 െ ଶݔ2 ൐ 0
ݔ ൅ 2 ് 0

 

 

฻   ൝
ሺሺݔ ൅ 2ሻଶ െ 1ሻሺെ3ݔଶ ൅ ሻݔ3 ൑ 0

ሺݔ ൅ 0,5ሻሺݔ െ 4ሻ ൏ 0
ݔ ് െ2

  ฻ 

 

฻   ൝
ݔሺݔ ൅ 1ሻሺݔ ൅ 3ሻሺݔ െ 1ሻ ൒ 0

ሺݔ ൅ 0,5ሻሺݔ െ 4ሻ ൏ 0
ݔ ് െ2

 

 

 
 

 
Ответ: ( ] [ ).4;10;5,0 ∪−  
 
 
Пример 14. (2010) Решите неравенство  

( ) .03loglog
3

≥− xxx  

Решение. Заменим данное неравенство равно-
сильной системой, используя метод рационали-
зации 
 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ቀ௫ۓ

ଷ
െ 1ቁ ൫log௫ √3 െ ݔ െ 1൯ ൒ 0

log௫ √3 െ ݔ ൐ 0
3 െ ݔ ൐ 0

ݔ ൐ 0
ݔ ് 3
ݔ ് 1

  ฻   

 

฻  

ە
ۖ
۔

ۖ
ݔሺۓ െ 3ሻሺݔ െ 1ሻ൫√3 െ ݔ െ ൯ݔ ൒ 0

ሺݔ െ 1ሻ൫√3 െ ݔ െ 1൯ ൐ 0
ݔ ൏ 3
ݔ ൐ 0
ݔ ് 1

  ฻  

 

฻  

ە
ۖ
۔

ۖ
ݔሺۓ െ 1ሻሺ3 െ ݔ െ ଶሻݔ ൑ 0

ሺݔ െ 1ሻሺ3 െ ݔ െ 1ሻ ൐ 0
ݔ ൏ 3
ݔ ൐ 0
ݔ ് 1

 ฻ 

 
 

฻  ቊቀݔ ൅ √ଵଷାଵ
ଶ

ቁ ቀݔ െ √ଵଷିଵ
ଶ

ቁ ൒ 0
1 ൏ ݔ ൏ 2

 ฻ 

 
 

฻  √ଵଷିଵ
ଶ

൑ ݔ ൏ 2. 
 

Ответ: .2;
2

113
⎟⎟
⎠

⎞
⎢
⎣

⎡ −  

Пример 15. (2010) Решите неравенство  
).3(log)3(log

352354112 22 xx
xxxx

−≥−
+−+−

 
Решение. Запишем неравенство в виде  

1 

– + + 

–0,5 4 

– 3 
+ + – 

– + 

– 1 0 
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logଵଶ௫మିସଵ௫ାଷହሺ3 െ ሻݔ െ logଶ௫మିହ௫ାଷሺ3 െ ሻݔ ൒ 0 
и заменим его равносильной системой, исполь-
зуя метод рационализации 
 

ە
ۖ
۔

ۖ
ଶݔሺ12ۓ െ ݔ41 ൅ 34ሻሺ2ݔଶ െ ݔ5 ൅ 2ሻሺ2 െ ଶݔሻሺെ10ݔ ൅ ݔ36 െ 32ሻ ൒ 0

ଶݔ12 െ ݔ41 ൅ 35 ൐ 0
ଶݔ2 െ ݔ5 ൅ 3 ൐ 0

ଶݔ12 െ ݔ41 ൅ 34 ് 0
ଶݔ2 െ ݔ5 ൅ 2 ് 0

3 െ ݔ ൐ 0

 

 

( )

( )

( )
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<

≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

≠−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3

0
2
12

02
12
17

0
2
31

0
4
7

3
5

0
2
1

12
17

5
8)2( 4

x

xx

xx

xx

xx

xxxx

 

Для решения первых трех неравенств системы 
используем метод интервалов. 
Самостоятельно рассмотрите рисунки и выбери-
те общую часть для решения системы. 

Ответ: ).3;2(2;
4
7

3
5;

5
81;

2
1

∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∪⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 
 

Использование свойств функции 
        

Uа)   область определения функции 

Пример 16. Решите неравенство 

0)110212(1
5

log)156( 2
5

2 >+−−+++− xx
x

xxx

Решение. Область определения неравенства 

задается условиями:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≥−−

≥+−

0
010212

,056
2

2

x
xx

xx

  
฻  ቂݔ ൌ 1

ݔ ൌ 5 

При  ݔ ൌ 1 получаем, что  исходное неравенство 

обращается в неверное неравенство  0 > 0. 

При  ݔ ൌ 5 имеем верное неравенство   ଵ
ହ

൐ 0. 

Ответ: 5. 

Uб)   ограниченность функции 

Пример 17. Решите неравенство 

4
5 1log xx −≤  

Решение. Область определения неравенства 

задается условиями:  

⎩
⎨
⎧

≥−

>

01
,0

4x
x

  
฻ 10 ≤< x . 

 Для всех x из полученного множества имеем 

0log5 ≤x , а 01 4 ≥− x . Следовательно, 

решением этого неравенства является 

промежуток ( ].1;0  

Ответ: ( ].1;0  
Uв)   монотонность функции 

Пример 18. Решите неравенство 

లݔ√ ൅ ଷݔ2 ൅ logଷሺݔ ൅ 2ሻ െ √1 െ ݔ ൏ 4 

Решение. Область определения данного 
неравенства есть промежуток [0;1]. Функция  

ݕ ൌ లݔ√ ൅ ଷݔ2 ൅ logଷሺݔ ൅ 2ሻ െ √1 െ  ݔ
возрастает на этом промежутке как сумма 
возрастающих функций. Так как ݂ሺ1ሻ ൌ 4, то 
все значения  х  из множества [0;1) 
удовлетворяют исходному неравенству. 
Ответ: [0;1). 
 

 

 
Упражнения 

 
1. (2010) Решите неравенство  

( ) .2274log 2
2 ≤−++ xxx  

Ответ: ( ] [ ).4;10;5,0 ∪−  
2. (2010) Решите неравенство  

( ) ( ).3611log12log 2

2
13

2

2
13 xxxx

x
x

x
x −−≤−+

+
−

+
−  

Ответ: { } ( ).3;5,11 ∪  
3. (2010) Решите неравенство  

.0
15
)5,0(4 12223 22

≤
−

− −+−+

x

xxxx

 

Ответ: .
2
1;0

2
5; ⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛∪⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛ −∞−  

4. (2010) Решите неравенство  
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.0

23
1log)12(log

)2(log
12

1log

2,05

52,0
≥

−
+−

−+
−

x
x

x
x  

Ответ: ).1;5,0(  
5. (2010) Решите неравенство  

.1log 2
32 <+ xx  

Ответ: ( ) ( ) ( ).3;00;11;5,1 ∪−∪−−  
6. (2010) Решите неравенство  

( )( ) .193loglog 9 <−x
x  

Ответ: ( ).;10log3 ∞+  
7. (2010) Решите неравенство  

( )
.1123log 1

2 ≥
−⋅ −

x

x

 

Ответ: [ ).;1;0;
3
2log2 ∞+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

8. (2010) Решите неравенство  
( )( )( )881log)1(log)2(log 2

555 −−−≤−++ xxxxx . 
Ответ: .12 −≤<− x  
9. (2010) Решите неравенство  

( ) .03loglog
3

≥− xxx  

Ответ: .2;
2

113
⎟⎟
⎠

⎞
⎢
⎣

⎡ −  

10. (2010) Решите неравенство  

( ) .2)19(log
16
11819log 22

1
2

1 ≥−−−+ ++ xxx xx  

Ответ: 3. 
11. (2010) Решите неравенство  

( )
( ) .3

115196log2

725309log
53

1log
2

32

2
32

2
32

≤
−+−

++−+
−

−

−−

xx

xx
x

x

xx

 

Ответ: .
4
7  

12. (2010) Решите неравенство  

.0
)32(log
)23(log

3

2 ≤
+
+

x
x  

Ответ: .
3
1;

3
2

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛ −−  

13. (2010) Решите неравенство  
( )

.0
)7(log

120132log

3

2
2 ≤

+
−+−

x
xx  

Ответ: ( ) [ ) ( ].5,4;45,2;26;7 ∪∪−  
14. (2010) Решите неравенство  

( ) ).3(log2log 1,0
2

1,0 +>−+ xxx  

Ответ: ( ) ( ).5;1;2;5 −−  

15. (2010) Решите неравенство  
( )

.1
2
1 1log 2

2

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−x

 

Ответ: ( ) ( ).2;1;1;2 −−  
16. (2010) Решите неравенство  

( ) .0
1log

4
2

2
1

2

<
−

−
x

x
 

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( ).;22;1;1;2;2; ∞+∪−−−∞−  
17. (2010) Решите неравенство  

( ) .7log
2
1)2(log)4)(2(log 3

3
13 <++++ xxx  

Ответ: .32 <<− x  
18. (2010) Решите неравенство  

.1
23
)1(log3

1
23log

3

82 <
−
−

+
−
−

x
x

x
x  

Ответ: .211,
3
221 +<<<<− xx  

19. (2010) Решите неравенство  
.0)3(log)2(log 32 ≤−⋅+ +− xx xx  

Ответ: ( ] ( ).2;11;2 ∪−−  
20. (2010) Решите неравенство  

( ) .2)18(log
16
11636log 22

2
2

2 ≥−−−+ ++ xxx xx  

Ответ: 2. 
21. (2010) Решите неравенство  

.1
)23(log

log

3

3 <
+x
x  

Ответ: ).;0( ∞  
22. (2010) Решите неравенство  

( ) ( )
( ) .0

log10log
)103(log)310(log

33

33 ≥
⋅

+⋅+
xx
xx  

Ответ: ).;1()1,0;0( ∞∪  
23. (2010) Решите неравенство  

( ).1636log1632)18(log 2
2

22
2 xxx xx −+≤+− ++  

Ответ: 2. 
24. (2010) Решите неравенство  

).3(log)3(log
352354112 22 xx

xxxx
−≥−

+−+−
 

Ответ: ).3;2(2;
4
7

3
5;

5
81;

2
1

∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∪⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

25. (2010) Решите неравенство  

( ) .2)3(log
16
19log 22

3
2

3 ≥−−− ++ xx xx  

Ответ: –1. 
26. (2010) Решите неравенство  

.0
3

log
672 2 >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−

x
xx
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Ответ: .3,
2
52,

2
31 ><<<< xxx  

27. (2010) Решите неравенство  
.310 lglg +> − xx xx  

Ответ: .10,100 5lg5lg xx <<< −  
28. (2010) Решите неравенство  

.00243,0)3,0( 632 2

<+− xx  

Ответ: ).;1(
2
1; ∞+∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−  

29. (2010) Решите неравенство  
.40968 8 >

x

 

Ответ: .;
3
4

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+  

30. (2010) Решите неравенство  
( ) .165log 2

5,0 −>+− xx  
Ответ: ).4;3()2;1( ∪  
31. (2010) Решите неравенство  

.132log
3
1 −≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x  

Ответ: .
3
2;

3
1

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡  

32. (2010) Решите неравенство  
.2222 ≥+ xx  

Ответ: ( )( ] .;
2
112log; 2 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∪−∞−  

33. (2010) Решите неравенство  

.
3
21

23
38

2 x

xx

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+>

−
⋅

−

 

Ответ: .
3
1log;0

3
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

34. (2010) Решите неравенство  

1
3
1

3
1372 >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

xx

 

Ответ: [ ).64;0  
35. (2010) Решите неравенство  

).2(log)1(log 3
3
1 −>+ xx  

Ответ: .
2

131;2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +  

36. (2010) Решите неравенство  

.100
10

2lg

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−xx  

Ответ: ).1000;1(  
37. (2010) Решите неравенство  

( ) .119log 2 ≥−−− xxx  

Ответ: [ ) .;
5

4421;8 ⎟⎟
⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
∞+

+−
∪−−  

38. (2010) Решите неравенство  

.3
2

2
≤

−
−

x
x  

Ответ: [0;1]׫ ሺ4; 16ሿ. 
39. (2010) Решите неравенство  

.2
3

2 x
x

≥+
−

 

Ответ: [0;1]׫ ሺ9; 16ሿ. 
40. (2010) Решите неравенство  

.04
2

2 ≥+−
x
xx  

Ответ: [ ) ( ].2;00;3 ∪−  
41. (2010) Решите неравенство  

.4
2

2

x
xx ≥−  

Ответ: [ ) ( ].3;00;2 ∪−  
42. (2010) Решите уравнение  

.44444 =−−+−+ xxxx  
Ответ: [ ].8;4  
43. (2010) Решите уравнение  

.21212 =−−−−+ xxxx  
Ответ: .2≥x  
44. (2010) Решите неравенство  

( ) .2
2
2log34log 2

2
2 >

−
+

−−
x
xx  

Ответ: 2−<x  или  .6>x  
45. (2010) Решите неравенство  

.log2
log21

5log
2

2

2 x
x

x
≥

−
−

 

Ответ: .222,
2
10 4≤<≤< xx  

46. (2010) Решите неравенство  

.
1

11 3

x
x

x
≤

+
−−  

Ответ: [ ) [ ].1;0,1;2 −−  
47. (2010) Решите неравенство  

.
1

71467
23

−
−+−

<−
x

xxxx  

Ответ: .73,21 ≤<<< xx  
48. (2010) Решите неравенство  

.
1

51475
23

−
−+−

<−
x

xxxx  

Ответ: .54,21 ≤<<< xx  
49. (2010) Решите неравенство  
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( ) ).1(log7146log)7(log 23 −−−+−<− xxxxx xxx  
Ответ: .73,21 <<<< xx  
50. (2010) Решите неравенство  

( ) ).1(log5147log)5(log 23 −−−+−<− xxxxx xxx  
Ответ: .54,21 <<<< xx  
51. (2010) Решите неравенство  

.09310313 2
2

≥+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
xx

x

 

Ответ: { } [ ).;40 ∞+∪  
52. (2010) Решите неравенство  

.016210212 2
4

≥+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
xx

x

 

Ответ: { } [ ).;62 ∞+∪  
53. (2010) Решите неравенство  

.
15

1964
15

1963
2

2
2

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−+−

⋅≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−+−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
xx

x
xx

x
x

Ответ: .54,43,2,10 ≤<<≤=≤< xxxx  
54. (2010) Решите неравенство  

2
2

2
2

16
11685

16
11684

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−+−

⋅≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−+−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
xx

x
xx

x
x

Ответ: .65,54,3,10 ≤<<≤=≤< xxxx  
55. (2010) Решите неравенство  

( )( ) ≥+−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + −

22
)5( 96log3 xx

x
x x

( )( ) .96log4 22
)5( +−⋅≥ − xxx  

Ответ: .54,43,2,10 <<<<=≤< xxxx  
56. (2010) Решите неравенство  

( )( ) ≥+−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + −

22
)6( 168log4 xx

x
x x

( )( ) .168log5 22
)6( +−⋅≥ − xxx  

Ответ: .65,54,3,10 <<<<=≤< xxxx  
57. Решите неравенство  

log଺௫మିହ௫ାଵ2 ൐ log√଺௫మିହ௫ାଵ2 
Ответ: 0 ൏ ݔ ൏ ଵ

ଷ
  или ଵ

ଶ
൏ ݔ ൏ ହ

଺
 . 

58. Решите неравенство 
1

ଶݔ6 െ ݔ5 ൒
1

ଶݔ6√ െ ݔ5 ൅ 1 െ 1
 

Ответ: 0 ൏ ݔ ൑ ଵ
ଷ
  или ଵ

ଶ
൑ ݔ ൏ ହ

଺
 . 

59. Решите неравенство 
logଵ

ଶ
ݔ ൅ logଷ ݔ ൐ 1 

Ответ:  ൬0; 10
೗೒బ,ఱ൉೗೒య

೗೒భ,ఱ ൰  или  ൬0; ቀଵ
ଶ
ቁ

୪୭୥య
మ

ଷ
൰. 

60. Решите неравенство 

logଵ
௫

൬
5
2 ݔ െ 1൰ ൒ െ2 

Ответ: [ ).;2,1;
2
1

+∞⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡

 

61. Решите неравенство 
( ) .06loglog

6

>− xxx  

Ответ: (2;5) 
62. Решите неравенство 

log௫ାସሺ5ݔ ൅ 20ሻ ൑ log௫ାସሺݔ ൅ 4ሻଶ 
 
Ответ: (–4;–3)1]׫;+∞). 
 

Источники 
1. Дорофеев Г.В. Обобщение метода интер-
валов // Математика в школе, 1969, №3. 
2. ЕГЭ. Математика. Тематическая тетрадь. 
11 класс / И. В. Ященко, С. А. Шестаков, П. 
И. Захаров. – М.: МЦНМО, Издательство 
«Экзамен», 2010. 
3. Единый государственный экзамен 2010. 
Математика. Универсальные материалы для 
подготовки учащихся / ФИПИ – М.: Интел-
лект-Центр, 2010. 
4. ЕГЭ 2010. Математика: Сборник трениро-
вочных работ / Высоцкий И.Р., Захаров П.И., 
Панфёров В.С., Семёнов А.В., Сергеев И.Н., 
Смирнов В.А., Шестаков С.А., Ященко И.В. 
– М.: МЦНМО, 2009. 
5. ЕГЭ 2010. Математика. Типовые тестовые 
задания /под ред. А. Л. Семенова, И. В. 
Ященко. – М.: Издательство «Экзамен», 
2010. 
6. Панферов В. С., Сергеев И. Н. Отличник 
ЕГЭ. Математика. Решение сложных задач; 
ФИПИ – М.: Ителлект-Центр, 2010. 
7. Самое полное издание типовых вариантов 
реальных заданий ЕГЭ 2010: Математика 
/авт.-сост. И. Р. Высоцкий, Д. Д. Гущин, П. 
И. Захаров и др.; под ред. А. Л. Семенова, И. 
В. Ященко. – М.: АСТ: Астрель, 2009. – (Фе-
деральный институт педагогических измере-
ний). 
8. Ященко И. В., Шестаков С. А., Захаров П. 
И. Подготовка к ЕГЭ по математике в 2010 
году. Методические указания. – М.: 
МЦНМО,  2009. 
9. Уравнения и неравенства. Нестандартные 
методы решения. 10-11 классы: Учебно-
метод. пособие / С. Н. Олехник, М. К. Пота-
пов, П. И. Пасиченко. – М.: Дрофа, 2001. 
10. HUwww.mathege.ruUH - Математика ЕГЭ 2010 
(открытый банк заданий) 
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11. HUwww.alexlarin.narod.ruUH - сайт по оказанию 
информационной поддержки студентам и 
абитуриентам при Hподготовке к ЕГЭH, посту-
плению в ВУЗы и изучении различных раз-
делов высшей математики. 

Замеченные опечатки в С1 
●  В задании № 15 вместо ответа  )4;4(− должно 
быть  ).4;4( −−    



МАТЕМАТИКА ЕГЭ 2010 
 

Задания  С4  
 
 

Корянов А. Г.                             г. Брянск 
 

Замечания и пожелания направляйте по адресу: 
akoryanov@mail.ru 

 
 

Многовариантные задачи  
по планиметрии 

 
1. Взаимное расположение элементов фигу-

ры:  
а) выбор линейного элемента;  
б)  выбор углового элемента; 
в) выбор отношения отрезков, площадей 
фигур. 

2. Взаимное расположение двух фигур: 
а) точки и прямой (расположение точки 
на прямой или в одной из полуплоско-
стей); 
б) точки и двух параллельных прямых; 
в) точки и отрезка, лежащих на одной 
прямой (или трех точек, лежащих на од-
ной прямой); 
г) точки и окружности; 
д) точки и многоугольника; 
е) вписанный угол, опирающийся на хор-
ду (вид угла – острый, прямой или ту-
пой); 
ж) треугольник, вписанный в окружность 
(расположение центра окружности отно-
сительно треугольника); 
з) трапеция, вписанная в окружность 
(расположение центра окружности отно-
сительно трапеции); 
и) касающиеся окружности (внутреннее 
или внешнее касание); 
к) непересекающиеся окружности и каса-
тельные (внутренние или внешние); 
л) пересекающиеся окружности (распо-
ложение центров окружностей относи-
тельно их общей хорды) 
 
 
 

 
 

Выбор средней линии треугольника 
 

Пример 1. Площадь треугольника ABC равна 4. 
 — средняя линия. Найдите площадь тре-

угольника CDE. 
 
● Прямая, параллельная стороне треугольника, 
отсекает от него треугольник, подобный дан-
ному. 
• Медиана делит треугольник на два равновели-
ких треугольника. 
 
Решение. 1) Отрезок DE  параллелен отрезку 
АВ. Треугольники  EDC  и  АВС подобны. Тогда 

.14
4
1

2
1 2

=⋅=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ABCEDC SS  

 
 

2) Отрезок DE  параллелен отрезку ВС. Так как 
CD – медиана треугольника АВС, то 

.24
2
1

2
1

=⋅== ABCADC SS  DЕ – медиана тре-

угольника АDС, поэтому 

.12
2
1

2
1

=⋅== ADCCDE SS  

 
3) Отрезок DE  параллелен отрезку АС (рас-
смотрите самостоятельно). 
Ответ: 1. 
 

Выбор оснований трапеции  
 

1 
 



Пример 2. (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапе-
ции ABCD  пересекаются в точке  Е. Найдите 
площадь трапеции, если площадь треугольника  
AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагона-
лей в отношении 1:3. 
 
● Трапеция разбивается диагоналями на два 
равновеликих треугольника (примыкающих к 
боковым сторонам) и два подобных треуголь-
ника (примыкающих к основаниям). (докажите) 
• Если у двух треугольников равны высоты, то 
их площади относятся как основания. (докажи-
те) 
 
Решение. Пусть точка Е делит диагональ в от-
ношении 1:3, считая от вершины верхнего осно-
вания. 
1) Рассмотрим трапецию с основаниями  ВС  и  
AD. Треугольники  АED  и  СЕВ  подобны (по 
двум углам), причем коэффициент подобия ра-

вен .3==
EC
AEk   

Значит,  Треугольники  
АВE   и  ВЕС имеют общую высоту, поэтому  

.91932 =⋅=⋅= BECAED SS

3=
EC
AE 313 =

2 
 

=
S
S

BEC

ABE
 и  .⋅=ABES

.31 =⋅
.169331 =+++

 Аналогично  

 Искомая площадь равна 
 

3=DECS
=ABCDS

Остальные случаи выбора оснований трапеции 
рассмотрите самостоятельно. 

 

 
 

 
 

 
Замечание. В задаче кроме неопределенности в 
выборе оснований трапеции имеется неопреде-

ленность в выборе отношения.  Рассмотрите са-
мостоятельно случаи, когда точка Е делит диа-
гональ в отношении 1:3, считая от вершины 
нижнего основания. Как это отразится на рисун-
ке? 
Ответ: 16; 48; 144. 
 
 

Выбор отношения отрезков, площадей 
 

Пример 3. (2010) Основания трапеции равны  a  
и  b. Прямая, параллельная  основаниям, разби-
вает трапецию на две трапеции, площади кото-
рых  относятся как 2:3. Найдите длину отрезка 
этой прямой, заключенного внутри трапеции. 
Первое решение. Обозначим искомый отрезок  
EF  через  х. 
1) Пусть площади трапеций DCFE  и ABFE  от-
носятся как 2:3. 

.
3
2

2

2

2

1
=

⋅
+

⋅
+

=
hxa

hxb

S
S

ABFE

DCFE
 Отсюда   

.
)(3
)(2

2

1

xb
xa

h
h

+
+

= (*) 

1h и   -  высоты этих трапеций. 2h
Через точку  F  проведем отрезок  РН  парал-
лельно  AD. Тогда треугольники  PBF  и  HCF  

подобны (докажите) и  ,
2

1

h
h

BP
CH

= .
2

1

h
h

xa
bx
=

−
−  

Используем соотношение (*): 

.
)(3
)(2

xb
xa

xa
bx

+
+

=
−
−  

Решая полученное уравнение относительно пе-
ременной  х, получаем  ( ) ( ),23 2222 xabx −=−  

,325 222 bax += .
5

32 22 bax +
=  

 
 
Второе решение. Обозначим ,1SSDCFE =  

,2SS ABFE =  тогда   .5,1 12 SS =



Достроим трапецию ABCD до треугольника 
АВН  и обозначим  .  SSDCH =

 
Так как треугольники  АВН  и  DCH  подобны 

(докажите), то имеем ,
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

b
a

S
S

DCH

ABH  

или .2

2
21

b
a

S
SSS

=
++

 (*) 

Так как треугольники  EFН  и  DCH  подобны 

(докажите), то имеем ,
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

b
x

S
S

DCH

EFH  

или .2

2
1

b
x

S
SS

=
+

 (**) 

Из соотношений (*)  и  (**) имеем  

2

2
211

b
a

S
SS

=
+

+   и   .1 2

2
1

b
x

S
S

=+  

Далее  2

22
21

b
ba

S
SS −

=
+

 и .2

22
1

b
bx

S
S −

=  

Теперь разделим одно равенство на другое 

.22

22

1

21

bx
ba

S
SS

−
−

=
+

 

С учетом соотношения   получаем 
уравнение относительно переменной  х:  

12 5,1 SS =

,
2
5

22

22

=
−
−

bx
ba

 откуда  .
5

32 22 bax +
=  

2) Случай, когда площади трапеций  ABFE  и 
DCFE   относятся как 2:3, рассмотрите само-
стоятельно. В этом случае  площади трапеций 
DCFE  и ABFE  относятся как 3:2. 

Ответ: 
5

32 22 ba + или  .
5

23 22 ba +  

 
 

Выбор угла треугольника  
 

Пример 4. Площадь треугольника равна 12. Две 
его стороны равны 6 и 8. Найдите угол между 
этими сторонами. 
Решение. Используя формулу  ,sin5,0 γabS =Δ  
получаем .5,0sin =γ   Значит  или  

  

30=γ
.150=γ

Ответ:  или   30 .150
Пример 5. (2010) Треугольник  ABC  вписан в 
окружность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и  
ВС = 4. Найдите АС. 
Первое решение. Используя обобщенную тео-

рему синусов, найдем ,
6
1

122
4

2
sin =

⋅
==

R
BCA  

.
4
1

122
6

2
sin =

⋅
==

R
ABC  

Так как  ,180 CAB ∠−∠−=∠
то   ).sin()180sin(sin CACAB ∠+∠=∠−∠−=∠
1) Если треугольник  АВС – остроугольный, то 

,
6
35cos =∠A  .

4
15cos =∠C  

Воспользуемся формулой сложения 

.
24

1535
4
1

6
35

4
15

6
1)sin( +

=⋅+⋅=∠+∠ CA  

Далее находим искомую величину 

.1535
24

153524sin2 +=
+

⋅== BRAC  

2) Пусть угол  С – тупой, тогда 

.
24

1535
4
1

6
35

4
15

6
1)sin( −

=⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=∠+∠ CA

 .1535 −=AC  
3) Случай, когда угол  А – тупой, невозможен 
(почему?). 
Второе решение. Используем теорему косину-
сов  и следст-
вие из теоремы синусов . Отсюда 
получаем  тригонометрическое уравнение  

. Решая последнее 

уравнение, находим  

BBCABBCABAC cos2222 ⋅−+=
BRAC sin2=

BB cos481636sin 2 −+=576

24
2151cos ±

=B . Положи-

тельное значение косинуса соответствует ост-
рому углу В, отрицательное – тупому углу В. 

Зная значение 
24

1535
24

211050sin ±
=

±
=B , 

находим  1535 ±=AC . 
Ответ: 1535 ± . 
 

Выбор угла параллелограмма 
3 

 



 

4 
 

,
Пример 6. (2010) В параллелограмме  ABCD  
известны стороны     и  ,aAB = bBC =

.α=∠BAD   Найдите расстояние между цен-
трами окружностей, описанных около треуголь-
ников  BCD   и   DAB.  
Решение. Диагональ  BD разбивает параллело-
грамм на два равных треугольника  BCD   и   
DAB. Поэтому по разные стороны от прямой BD 
расположены центры  О  и  Q  описанных около 
них окружностей, лежащие на серединном пер-
пендикуляре  OQ  к их общей стороне  BD. Сле-
довательно,  где  М – середина  BD. ,2OMOQ =
1)  Пусть   тогда центр О лежит внутри 
треугольника DAB. Получаем  

,90<α
,2α=∠BOD  

.
2
1 α=∠=∠ BODBOM  Из треугольника  ВОМ  

находим  .αctgBMOM ⋅=  Тогда   
.22 αα ctgBDctgBMOMOQ ⋅=⋅==  

BD находим из треугольника DAB: 
.cos222 αabbaBD −+=  

Следовательно, .cos222 αα ctgabbaOQ ⋅−+=  
 

 
2)  Пусть   тогда точки  О  и  Q  совпа-
дают  и  

,90=α
.0=OQ

 
3)  Пусть   тогда центр О лежит вне 
треугольника DAB. Получаем угол, опирающий-
ся на большую дугу ,

,90>α

2α=∠BOD
2360 α−

 а в треуголь-
нике BOD    ,=∠BOD

.180
2
1 α−=∠=∠ BODBOM  Из треугольника  

ВОМ  находим   
.)()180( αα ctgBMctgBMOM −⋅=−⋅=   

Тогда  
).()(22 αα ctgBDctgBMOMOQ −⋅=−⋅==  

BD находим из треугольника DAB: 
.cos222 αabbaBD −+=  

Следовательно, 
.)(cos222 αα ctgabbaOQ −⋅−+=  

 

 
 
Ответ: ,cos222 αα ctgabba ⋅−+   если  

  0,  если   ;900 << α ;90=α

,)(cos222 αα ctgabba −⋅−+ если  
 ;18090 << α

в общем виде .cos222 αα ctgabba ⋅−+  
 



Выбор угла трапеции 
 

Пример 7. (2010) Дана трапеция  ABCD  с боко-
выми сторонами  АВ = 36, CD = 34  и верхним 
основанием .  Известно, что 10=BC

.

5 
 

3
1cos −=∠ ABC  Найдите  BD. 

Решение. 1) Проведем  СЕ  параллельно  АВ. 
Тогда  АВСЕ – параллелограмм. 

  ,ABCAEC ∠=∠ ,180 AECDEC ∠−=∠

3
1cos =∠DEC  и  .

3
1cos =∠DAB  

2) Обозначим  ED  через  х. В треугольнике  
DEC  используем теорему косинусов. 

,
3
13623634 222 ⋅⋅⋅−+= xx   .0140242 =+− xx

Отсюда   или   14=x .10=x
3) В треугольнике  АВD  используем теорему 
косинусов. 
Если   то   ,14=x .24=AD

;1296
3
1243622436 222 =⋅⋅⋅−+=BD   .36=BD

В этом случае угол  D – острый. (докажите) 
Если   то   ,10=x .20=AD

;1216
3
1203622036 222 =⋅⋅⋅−+=BD  

.198=BD  
В этом случае угол  D – тупой. (докажите) 

 

 
 
 

 
Ответ: 36 или .198  

 
 

Вид угла (острый, прямой, тупой) 
 
Пример 8. (2010) Трапеция  ABCD  с основа-
ниями  AD  и  ВС  вписана в окружность с цен-
тром  О. Найдите высоту трапеции, если ее 

средняя линия равна 3 и .
5
3sin =∠AOB   

 
● Проекция боковой стороны равнобедренной 
трапеции на большее основание равна полураз-
ности оснований, а проекция диагонали — полу-
сумме оснований (средней линии). (докажите) 
• Вписанный угол измеряется половиной дуги, на 
которую он опирается. 
 
Решение. Пусть .α=∠AOB  Проведем высоту  
ВН  и диагональ  BD. Отрезок  НD  равен сред-
ней линии. Так как вписанный угол BDА в два 
раза меньше центрального угла  АОВ, то 

.
2
α

=∠ADB  Из прямоугольного треугольника 

ВНD найдем высоту  .
2
αtgHDBH = ⋅  Использу-

ем формулу тангенса половинного угла  

.
cos1

sin
2 α

αα
+

=tg  Тогда  .
cos1

sin3
α
α

+
=BH  

1) Рассмотрим случай, когда α=∠AOB  – ост-

рый. Находим  
5
4cos =α  и  .1

5
41

5
33
=

+

⋅
=BH  

 
 

2) Второй случай, когда α=∠AOB  – тупой, 
рассмотрите самостоятельно. 
3) Почему не рассматривается случай, когда 

 ?90=∠AOB
Ответ: 9 или 1. 



 
 

Взаимное расположение точки и отрезка,  
лежащие на одной прямой 

 
Пример 9. (2010) В прямоугольнике  ABCD  

2=AB , .3=BC  Точка  Е  на прямой  АВ  вы-
брана так, что  Найдите  АЕ.  .DECAED ∠=∠
Решение. По свойству параллельных прямых 

 Следовательно, треугольник 
DEC равнобедренный, и Получим 
прямоугольный треугольник ВЕС с гипотенузой 

 и катетом 

.EDCAED ∠=∠

2=EC

.2==CDEC

.3
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=BC  По теореме Пифа-
гора  .1=BE
1) Если точка Е  лежит между А  и  В (точка Е1 
на рисунке), то  .1=AE
2) Если точка В  лежит между А  и  Е (точка Е2 
на рисунке), то  .3=AE
3) Случай, когда точка А  лежит между В  и  Е, 
невозможен (почему?). 

 
Ответ: 1  или  3. 
 
Пример 10. (2010) Через середину стороны  AB  
квадрата ABCD  проведена прямая, пересекаю-
щая прямые  CD  и  AD  в точках  М  и  Т  соот-
ветственно и образующая с прямой  АВ угол  α,  

.3=αtg  Найдите площадь треугольника  ВМТ, 
если сторона квадрата ABCD  равна 4.  
Решение. 1) Прямая, проходящая через середи-
ну  Е стороны  АВ, пересекает отрезок CD и 
продолжение отрезка AD за точку  D. 

=⋅⋅−⋅⋅=−= ADBEATBESSS BMEBTEBMT 2
1

2
1  

.2)432(2
2
1)(

2
1

=−⋅⋅⋅=−⋅⋅⋅= ADtgAEBE α  

 

 
2) Прямая, проходящая через середину  Е сторо-
ны  АВ, пересекает отрезок CD и продолжение 
отрезка AD за точку  А. 

=⋅⋅+⋅⋅=+= ADBEATBESSS BMEBTEBMT 2
1

2
1  

.10)432(2
2
1)(

2
1

=+⋅⋅⋅=+⋅⋅⋅= ADtgAEBE α  

 
Почему следующие случаи невозможны?  
3) Прямая, проходящая через середину  Е сторо-
ны  АВ, пересекает продолжение отрезка CD за 
точку D и отрезок AD. 
4) Прямая, проходящая через середину  Е сторо-
ны  АВ, пересекает продолжение отрезка CD за 
точку С  и отрезок ВС. 
 
Предполагаемые критерии: 

Содержание критерия Баллы 
Рассмотрены все возмож-
ные геометрические конфи-
гурации, и получен пра-
вильный ответ. 

3 

Рассмотрена хотя бы одна 
возможная конфигурация, в 
которой получено правиль-
ное значение искомой вели-
чины.   

2 

Рассмотрена хотя бы одна 
возможная конфигурация, в 
которой получено значение 
искомой величины, непра-
вильное из-за арифметиче-
ской ошибки.   

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 



 
Ответ: 2 или 10. 
 

 
Взаимное расположение точки и окружности 

 
Пример 11. (2010) Дана окружность и точка М. 
Точки А  и  В  лежат на окружности, причем А – 
ближайшая к М  точка окружности, а В – наибо-
лее удаленная от М  точка окружности. Найдите 
радиус окружности, если МА = a  и  МВ = b. 
Решение. Точку можно рассматривать в качест-
ве центра окружности нулевого радиуса. Поэто-
му ближайшая и удаленная точки лежат на ли-
нии центров. 
1) Пусть точка М  расположена внутри круга, 
ограниченного окружностью. Тогда радиус ок-

ружности равен .
22

baMBMA +
=

+
   

2) Если точка М  расположена вне круга, то ра-

диус окружности равен .
22

abMAMB −
=

−  

3) Рассмотрите самостоятельно случай, когда 
точка  М  расположена на окружности. Будут ли 
выполняться полученные формулы? 

 
 

Ответ:  
2

ab −    или  
2

ab +  . 

 
 
Расположение вершины вписанного угла  

относительно хорды 
 

Пример 12.  Радиус окружности равен 1. Най-
дите величину вписанного угла, опирающегося 
на хорду, равную 2 . Ответ дайте в градусах. 

Решение. Воспользуемся формулой .
2

sin
R
aA =  

Тогда 
2
2sin =A  и   или  45=∠ A .135=∠ A

 
Ответ: или  45 .135

 
Расположение центра окружности  
относительно параллельных хорд  

 
Пример 13.  Две параллельные хорды окружно-
сти, радиус которой 25, имеют длину 14 и 40. 
Найдите расстояние между этими хордами. 
Решение. 1) Хорды расположены по разные 
стороны  от центра окружности. Так как диа-
метр, перпендикулярный хорде, делит эту хорду 
пополам, то ,7== FCBF  .20== EDAE  
Из прямоугольных треугольников  BOF   и  AOE  
находим  ,24725 22 =−=OF  

.152025 22 =−=OE Длина искомого отрезка 
равна .391524 =+=+= OFOEEF  

 

 
 
2) Хорды расположены по одну сторону от цен-
тра окружности (рассмотрите самостоятельно). 

7 
 



 
Ответ: 9 или 39. 

 
Расположение центра описанной окружности 

относительно треугольника 
 
Пример 14. (2010) Около треугольника  ABC 
описана окружность с центром  О, угол  АОС 
равен 60°. В треугольник  ABC  вписана окруж-
ность с центром  М. Найдите угол  АМС. 
Решение. В равнобедренном треугольнике АВС  
(ОС = ОА =R) угол при вершине равен  
Следовательно, треугольник АВС - равносто-
ронний  и АС = R.  

.60

Используя следствие обобщенной теоремы си-
нусов, получаем   ,sin2 BRAC = ,sin2 BRR =

.
2
1sin =B  Отсюда   или   ,30=∠B .150=∠B

1) Пусть  тогда .   ,30=∠B 150=∠+∠ CA
Центр вписанной окружности М, лежит на пере-
сечении биссектрис, значит 

 
Тогда   

.752:150 ==∠+∠ MCAMAC
10575180 =−=∠ AMC .

 
2) Случай, когда  рассмотрите само-
стоятельно.  

,150=∠B

 

 
Ответ:  или  165 .105
 

 
 
 

Расположение центра описанной окружности 
относительно трапеции 

 
Пример 15. (2010) Трапеция с основаниями 14 и 
40 вписана в окружность радиуса 25. Найдите 
высоту трапеции. 
 
● Трапеция вписана в некоторую окружность 
тогда и только тогда, когда она является рав-
нобедренной. 
 
Решение. Трапеция вписана в окружность, по-
этому она равнобедренная. Центр O описанной 
окружности лежит на пересечении серединных 
перпендикуляров к сторонам трапеции. 
1). Пусть центр окружности лежит внутри тра-
пеции. Далее см. пример 13. 

 

 
 

2). Центр окружности лежит вне трапеции. 
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Ответ: 39  или  9. 
Пример 16.  (2010) Около трапеции  ABCD  
описана окружность радиуса 6 с центром на ос-
новании  AD. Найдите площадь трапеции, если 
основание  ВС  равно 4. 
Решение. Центр O описанной окружности ле-
жит на основании  AD, значит,  

 ОН – высота и медиана в 
равнобедренном треугольнике  ВОС. Получаем   

.12622 =⋅== RAD

СН = 4 : 2 = 2 и из прямоугольного треугольни-
ка  ОНС  высоту трапеции  

.2426 22 =−=OH  
Площадь трапеции равна  

.23224
2
124

=⋅
+

=S  

 
 

Ответ: .232  
 
 

Расположение центра окружности  
относительно касательной  
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Пример 17. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  
АВ = 2, ВС = 3,  Окружность с цен-
тром в точке  О  касается биссектрисы угла  D  и 

двух сторон параллелограмма, исходящих из 
вершины одного его острого угла. Найдите 
площадь четырехугольника  ABOD. 

.60=∠A

 
• При проведении биссектрисы угла параллело-
грамма образуется равнобедренный треуголь-
ник. (докажите) 
 
Решение. 1) Окружность вписана в угол с вер-
шиной  А. 
Треугольник  ADF – равнобедренный. Так как  

 то треугольник  ADF – равносторон-
ний со стороной 3. Радиус вписанной окружно-

сти равен  

,60=∠A

.
2
3

6
33

6
3

===
ar  

Находим площадь  =+= AODAOBABOD SSS  

.
4

35
2
1

2
1

=⋅+⋅= rADrAB  

 
 
 
2) Окружность вписана в угол с вершиной  С 
(рассмотрите самостоятельно).  
 

 
 

 

Ответ: .
6

313,
4

35  

 
 



Вписанная или вневписанная  
окружность 

 
Пример 18. (2010) Прямая отсекает от сторон 
прямого угла отрезки 3  и  4. Найдите радиус 
окружности, касающейся этой прямой и сторон 
угла. 
 
● Радиус окружности, вписанной в прямоуголь-
ный треугольник  равен 

cpcbar −=
−+

=
2

  ( )90=∠C   

● Радиус вневписанной окружности, касающей-
ся гипотенузы прямоугольного треугольника, 
равен полупериметру этого треугольника. (до-
кажите) 
 
Решение. 1) Окружность вписана в треугольник. 
Пусть  r – радиус вписанной окружности. Так 
как FOGC – квадрат и отрезки касательных, 
проведенных из одной точки к окружности, рав-
ны, то  , .raBEBF −=rbAEAG −== =  Тогда  

.rarbBEAEABc −+−=+==  

Отсюда  .1
2

543
2

=
−+

=
−+

=
cbar  

Второе решение. Используем метод площадей.  
=++= BOCAOCAOBABC SSSS  

.
2
1

2
1

2
1 rBCrACrAB ⋅+⋅+⋅=  

Отсюда  .1

2
543

43
2
1

=
++

⋅⋅
==

p
S

r ABC  

 
 
2) Случай (окружность является вневписанной 
для треугольника АВС) рассмотрите самостоя-
тельно (два способа). 
Ответ: 1 или 6. 
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Пример 19. (2010) Дана трапеция  ABCD, осно-
вания которой  ВС = 44,  AD = 100,  AB = CD = 

35. Окружность, касающаяся прямых  AD  и  AC, 
касается стороны  CD  в точке  K. Найдите дли-
ну отрезка  CK. 
 
● Проекция боковой стороны равнобедренной 
трапеции на большее основание равна полураз-
ности оснований, а проекция диагонали — полу-
сумме оснований (средней линии). (докажите) 
● Пусть окружность вписана в треугольник 
ABC. Тогда расстояние от вершины A до точки 
касания окружности со стороной  AB равно  

2
acbapx −+

=−=
  
(докажите) 

●  Пусть окружность касается стороны BC 
треугольника ABC и продолжений сторон AB и 
AC. Тогда расстояние от вершины A до точки 
касания окружности с прямой AB равно полупе-
риметру треугольника  ABC. (докажите) 
 
Решение. Опустим из вершин  В  и  С трапеции 
на сторону  AD  перпендикуляры  BE  и  CF со-

ответственно. Тогда  ,28
2

44100
=

−
=AE  

.72
2

44100
=

+
=AF Далее вычисляем  

,212835 2222 =−=−= AEABBE  

.752172 2222 =+=+= CFAFAC  
1) Окружность вписана в треугольник  ACD. 
Получаем  

.5
2

1003575
2

=
−+

=
−+

=
ADCDACCK  

 
2) Случай (окружность является вневписанной 
для треугольника ACD) рассмотрите самостоя-
тельно.  



 
 
Ответ: 5 или 30. 
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Расположение точки касания  
на прямой 

 
Пример 20. (2010) На стороне  ВА  угла  ABC, 
равного 30°, взята такая точка  D, что AD = 2  и  
BD = 1. Найдите радиус окружности, проходя-
щей через точки  А, D и касающейся прямой  
ВС. 
Решение. Центр искомой окружности лежит на 
пересечении серединного перпендикуляра к от-
резку  AD  с перпендикуляром к прямой  ВС, 
проходящим через точку касания. Для точки ка-
сания  Х искомой окружности с прямой ВС по 
теореме о касательной и секущей имеем 

,312 ⋅=⋅= ABBDBX  
откуда .3=BX  
1) Точка касания лежит на луче ВС.  
В прямоугольном треугольнике ОВЕ  

,30=∠OBE   ,2=OB .3=BE  
.1=== ODOAOE  

Тогда центр окружности совпадает с серединой 
О отрезка  AD  и точка  Х  совпадает с точкой Е. 
Искомый радиус окружности равен 1. 

 
2) Точка касания лежит на продолжении луча 
ВС  за точку В (рассмотрите самостоятельно). 
Предполагаемые критерии: 

Содержание критерия Баллы 
В представленном решении 
верно найдены радиусы 
обеих окружностей. 

3 

Рассмотрены оба случая 
расположения окружности, 
но верно найден радиус 
только в одном из них.   

2 

Рассмотрен только один 
случай расположения ок-
ружности и верно найден ее 
радиус. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

Ответ: 1 или 7. 
 

Внешняя или внутренняя касательная 
непересекающихся окружностей 

 
Пример 21.  (2010) Прямая касается окружно-
стей радиусов  R  и  r  в точках  А  и  В. Извест-
но, что расстояние между центрами равно  a, 
причем  Rr <   и .aRr <+ Найдите  АВ.  
Решение. Пусть О1 – центр окружности радиуса 
R, О2 – центр окружности радиуса  r,  А и  В  со-
ответственно – точки касания окружностей с их 
общей внешней касательной, Р – основание 
перпендикуляра, опущенного из О2 на О1А. 
Из прямоугольного треугольника О1О2Р нахо-
дим, что  

,)( 222
1

2
212 rRaPOOOPO −−=−=  

а так как  - прямоугольник, то BAPO2

.)(2 rR −− 2
2 aPOAB ==  

 
Второй случай (внутренняя касательная) рас-
смотрите самостоятельно. 

 
 



Ответ:  22 )( rRa −−   или .)( 22 rRa +−   
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Касающиеся окружности 
(внешнее или внутреннее касание) 

 
Пример 22. (2010) Окружности   и  радиу-
сов  R  и  r    соответственно касаются в 
точке  А. Через точку  В, лежащую на окружно-
сти  , проведена прямая, касающаяся окруж-
ности  в точке  М. Найдите  ВМ, если извест-
но, что   

1S 2S
)( rR >

.a=

1S
S2

AB
Первое решение. 1) Окружности касаются 
внешним образом. Пусть  и - центры ок-
ружностей  и   соответственно, а   

1O 2O

1S
.

2S

1 ϕ=∠ ABO   
Применим теорему косинусов для треугольника 

:    или  
 Отсюда получим 

ABO1
2 RR =

ϕcos2 1
22

1
2 ABAOABAO ⋅−+=

.cos2 ϕRa−
1BO

22 a+

.
2

cos
R
a

=ϕ   

 

 
 
Теперь используем теорему косинусов для тре-
угольника : ABO2

ϕcos2 2
22

2
2

2 ABAOABAOBO ⋅++=
ϕcos2222

2 ararBO ⋅++=
  или  

. Подставим 

R
a

2
cos =ϕ   и получим .

2
222

2 R
raarBO ++=   

Из прямоугольного треугольника    
, используя теорему Пифагора, 

находим   

BMO2

)90( 2 =∠ BMO

=−++=−= 2
2

2222
2

2 r
R

raarrBOBM  

.12⎜
⎛= a   Отсюда  .1

R
raBM⎟

⎠
⎞

⎝
+

R
r +⋅=   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Второе решение. 

 
 
Продолжим АВ до пересечения с окружностью 

 в точке Е. Треугольники  
 
и   

равнобедренные и подобные, так как   
2S BAO1 EAO2

.21 EOAABO ∠=∠  

Следовательно,  
R
r

AB
AE

=
 
и   .

R
arAE =  

По теореме о секущей и касательной имеем  
 ,2 BEBABM ⋅=

 
,)(2 AEBABABM +⋅=

,2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=

R
araaBM  

.1
R
raaraaBM +⋅=⎟

⎞
⎜
⎛ +⋅=

R ⎠⎝
 

2) Окружности касаются внутренним образом 
(рассмотрите самостоятельно). 



 

Ответ: 
R
ra ±⋅ 1   

Пример 23. (2010) Вершина равнобедренного 
треугольника с боковой стороной  5  и основа-
нием  8 служит центром данной окружности ра-
диуса 2. Найдите радиус окружности, касаю-
щейся данной и проходящей через концы осно-
вания треугольника.  
Решение. Пусть  D – середина основания  АС  
данного треугольника  АВС. Обозначим через Е 
и  F  точки пересечения прямой  BD и окружно-
сти с центром в точке  В и радиусом 2. Тогда 

,4=AD ,3=BD ,1=ED .5=FD  
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Из треугольников  АDЕ  и  АDF  найдем 
,1714 22 =+=AE
 

4154 22 =+=AF
 
со-

ответственно. Площади  ,418
2
1

=⋅⋅=AECS  

.2058
2
1

=⋅⋅=AFCS  

1) Искомая окружность описана вокруг тре-
угольника  АЕС. Найдем ее радиус  

.
2

17
44
817

4
=

⋅
⋅

=
⋅⋅

=
AECS

ACECAER  

2) Искомая окружность описана вокруг тре-
угольника  АFС. Найдем ее радиус  

.
10
41

204
841

4
=

⋅
⋅

=
⋅⋅

=
AFCS

ACFCAFR  

 
 

Ответ:  
2

17   или  .
10
41

 

 
Пример 24. (2010) Дана окружность радиуса 2 с 
центром О. Хорда  АВ  пересекает радиус  ОС  в 
точке  D, причем   Найдите ради-
ус окружности, вписанной в угол ADC  и ка-
сающейся дуги  АС, если 

.120=∠CDA

.3=OD   
Решение. 1) Рассмотрим внутреннее касание 
окружностей. Пусть радиус искомой окружно-
сти с центром  

 
равен  r. Е – точка касания 

этой окружности с радиусом  ОС. В прямо-
угольном треугольнике    

1O

1EDO 601 =∠EDO
(

 
- биссектриса  угла  ADC). DO1

.
3

60 rctgrDE = =⋅  

Используем теорему о секущей и касательной. 

,2OEOHOL =⋅
 

,
3

32)22(
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅−

rr  

.03182 =−+ rr  
Откуда один положительный корень 

.9212 −=r  



 
 

2) Случай внешнего касания окружностей рас-
смотрите самостоятельно. Искомая окружность 
касается продолжений сторон  DC  и  DA  и дан-
ной окружности. 
Ответ: 9212 −   или  .323 +  
 

 
Расположение центров  

пересекающихся окружностей  
относительно их общей хорды 

 
Пример 25. (2010) Окружности радиусов 10 и 
17 пересекаются в точках  А  и  В. Найдите рас-
стояние между центрами окружностей, если   
АВ = 16. 
Решение. 1) Центры окружностей лежат по раз-
ные стороны от их общей хорды АВ.  
Линия центров  

 
перпендикулярна хорде  

АВ и делит ее в точке пересечения  С  пополам.   
21OO

Из прямоугольных треугольников  
 
и  

 соответственно получаем  
ACO1

ACO2

6810 22
1 =CO
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=−
 
и  .15=817 22

2 −=CO   
Искомое расстояние между центрами равно  

.211562121 =+=+= COCOOO  

 

2) Центры окружностей лежат по одну сторону 
от хорды АВ (рассмотрите самостоятельно).  

 
 
Ответ: 21 или 9. 
Пример 26. (2010) Окружности с центрами    
и  пересекаются  в точках  А  и  В. Известно, 
что ,  , 

1O

a
2O

901 =∠ BAO 602 =∠ BAO OO =21 . 
Найдите  радиусы окружностей.  
 
• Линия центров двух пересекающихся окруж-
ностей перпендикулярна их общей хорде и делит 
ее пополам. (докажите) 
 
Решение. 1) Центры окружностей лежат по раз-
ные стороны от их общей хорды АВ.  
Так как треугольники  и  

 
равнобед-

ренные, то линия центров является биссектри-
сой углов   и  

 
Имеем   

,   

BAO1

B
30=C

BAO2

2 BAOAO1

2∠ AO
.

451 =∠ CAO .
Пусть  .xAC =

 
1 ∠=CAO

Из треугольника  получа-
ем ∠   

CAO1
 AC,451 =CAO .1 xCO ==

 
Для 

треугольника  имеем  CAO2
 .330ctgAC ⋅2

Далее имеем  
x=CO =

 
 

COCOOO 2121 +=
 
 или  

.3xxa +=
 
Отсюда находим  .

13 +
=

ax  

Тогда ,
13

221
+

==
axAO  

.
13

2222
+

===
axACAO  

 



 
 
2) Центры окружностей лежат по одну сторону 
от хорды АВ (рассмотрите самостоятельно). 
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Ответ: ,
13

2
+

a
 13

2
+
a    или ,

13
2
−

a
 13

2
−
a . 

 
 
Окружность, касающаяся одной из двух дуг 

другой окружности 
 
Пример 27. (2010) Точка  О – центр окружности 
радиуса 2. На продолжении радиуса  ОМ  взята 
точка  А. Через точку  А  проведена прямая, ка-
сающаяся окружности в точке  К. Известно, что  

. Найдите радиус окружности, впи-
санной в угол  ОАК  и касающейся  данной ок-
ружности внешним образом. 

60=∠OAK

 
•  Отрезок общей внешней касательной к двум 
касающимся окружностям радиусов  r  и  R  ра-
вен rR2 . (докажите) 
 

 
 
Решение. Центр 

 
искомой окружности лежит 

на биссектрисе угла А, поэтому  
1O

.3011 =∠ AKO

1K
 
- точка касания этой окружности с прямой 

АК. Из треугольника 
 

находим  11 AKO
,3301 rctgrAK =⋅=  где  r – радиус искомой 

окружности. 
Из треугольника 

 
находим  OAK

.
3

260 =⋅= ctgOKAK   

Отрезок внешней касательной окружностей с 
центрами  О  и  равен 1O

 
.222 11 rKOOK =⋅   

Получаем  ,11 KKAKAK +=  

.223
3

2 rr +=  

Решаем квадратное уравнение 
,02623 2 =−+ tt
 
где   .rt =  

Получаем единственный положительный корень   

.
3

632 −
=t

 
Тогда  

.
3

246
3

632
2

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=r  

 
 
Еще один случай расположения окружностей 
рассмотрите самостоятельно. 

Ответ: .
3

242 ±  



 
 

Тематические задачи 
 
 

Медианы треугольника 
 
Пример 28. (2010) Найдите площадь треуголь-
ника  ABC, если  АС = 3, ВС = 4, а медианы, 
проведенные из вершин  А  и В, перпендикуляр-
ны. 
 
• Каждая медиана делится точкой пересечения 
в отношении 2:1, считая от вершины. 
• Три медианы делят треугольник на шесть 
равновеликих треугольников. (докажите) 
 
Решение. Пусть медианы ВD и  АE пересекают-
ся в точке  О. Обозначим  ОЕ = х,  OD = у. Тогда 
по свойству медиан треугольника  АO = 2х, ВO = 
2у и из прямоугольных треугольников ВOЕ  и 
АОD получим уравнения  и 

Решая полученную систему, по-

лучаем 

44 22 =+ xy
.25,24 22 =+ xy

3
1

=x  и  .
32

11
=y  

Далее находим 

.
3
112225,0 ==⋅⋅= xyyxS AOB  
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.113 == AOBABC SS  
 

 
 
Ответ: .11   

 
Биссектрисы треугольника 

 
 

Пример 29. (2010) В треугольнике  ABC  прове-
дены биссектрисы  AD  и  СЕ. Найдите длину 
отрезка  DE, если  АС = 6, АЕ = 2, CD = 3.  
 
• Биссектриса делит сторону треугольника на 
части, пропорциональные длинам прилежащих 
сторон. 
 
Решение. Обозначим  BD = x,  BE = y. По свой-

ству биссектрисы получаем  
AC
AB

DC
BD

=  и 

BC
AC

BE
AE

=  или  
6

2
3

+
=

yx  и  .
3

62
+

=
xy  

Из решения системы  

⎩
⎨
⎧

=+
+=

yx
yx

662
636

 

находим  х = 1,8  и  у = 1,6. Тогда  ВС = 4,8  и  
АВ = 3,6. 
 

 
 
Так как 3 то по теореме, обратной 
теореме Пифагора, имеем  =∠B

,68,46, 222 =+  
.90   

Тогда  . 8,58,16,1 22222 =+=+= yxED
Ответ: .8,5   

 
 

Метод площадей 
 

Пример 30. (2010) Медиана  ВМ  треугольника  
АВС  равна его высоте  АН. Найдите угол  МВС. 
Решение. Пусть .α=∠MBC  Найдем площадь 
треугольника АВС  двумя способами. Так как 
медиана ВМ треугольника АВС разбивает его на 
два равновеликих треугольника, то  

.sinsin
2
122 αα BMBCBMBCSS CBMABC ⋅=⋅⋅==

 
С другой стороны, .5,0 AHBCS ABC ⋅=

,
 Учиты-

вая, что BMAH =  приравняем площади 
.AH⋅5,0 BCsinBMBC =⋅ α  Получаем, что 

.5,0sin =α  Отсюда  или .  30=α 150=α
 



 
 

 
 
Ответ:  или . 30 150

 
 

 
Отношение отрезков и площадей 

 
Пример 31. (2010) В треугольнике  ABC  на сто-
роне  ВС  выбрана точка  D  так, что 

. Медиана  СЕ  пересекает отрезок  
AD  в точке  F. Какую часть площади треуголь-
ника  АВС  составляет площадь треугольника  
AEF?  

2:1: =DCBD

 
• Медиана делит треугольник на два равновели-
ких треугольника. (докажите) 
• Параллельные прямые отсекают на сторонах 
угла (на двух прямых) пропорциональные отрез-
ки (обобщенная теорема Фалеса). 
 
Решение. Возьмем точку  G на  АВ  так, что 

 Пусть   .||ECDG .xBG =
В треугольнике  ВСЕ  используем теорему Фа-
леса:  

.
1
2

==
DB
CD

BG
EG  Тогда   и 

 

,2xEG =

.3xEBAE ==
В треугольнике  ADG  используем теорему Фа-
леса: 

.
5
3

==
AG
AE

AD
AF  

Для треугольников  ABD  и  ACD, имеющих об-

щую высоту, получаем 
3
1

==
BC
BD

S
S

ABC

ABD  

и  .
3
1

ABCABD SS =  

Для треугольников  AFE  и  ADG, имеющих об-
щий угол, получаем  

.
10
3

5
3

2
1

=⋅=⋅=
⋅
⋅

=
AD
AF

AB
AE

ADAB
AFAE

S
S

ADG

AFE  

.
10
1

3
1

10
3

ABCABCAFE SSS =⋅=  

 
 

Ответ: 0,1. 
 
Пример 32. (2010) На сторонах выпуклого че-
тырехугольника  ABCD, площадь которого рав-
на единице, взяты точки ABK ∈ , BCL∈ , 

CDM ∈   и DAN ∈ . При этом  ,2=
KB
AK   

,
3
1

=
LC
BL   ,1=

MD
CM  .

3
1

=
NA
DN  Найдите площадь 

шестиугольника  AKLCMN. 
• Отношение площадей треугольников, имею-
щих общий угол, равно отношению произведе-
нию сторон этого угла. (докажите) 
 
Решение. Отношение площадей треугольников 
KBL  и  АВС   

равно .
12
1

4
1

3
1

=⋅=⋅=
⋅
⋅

BC
BL

AB
BK

BCAB
BLBK  

Отношение площадей треугольников MND  и  
АDС   

равно .
12
1

2
1

6
1

=⋅=⋅=
⋅
⋅

DC
DM

AD
DN

CDAD
DMDN  

Значит, сумма площадей треугольников  KBL  и  

MND составляет  
12
1 от площади данного четы-

рехугольника, а площадь шестиугольника со-

ставляет  
12
11

 т.е. равна .
12
111

12
11

=⋅  
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Ответ: 

12
11

. 

Пример 33. (2010) В треугольнике  ABC, пло-
щадь которого равна  S,  биссектриса  СЕ  и ме-
диана BD  пересекаются в точке  F. Найдите 
площадь четырехугольника  ADFЕ, если ВС = а, 
АС = b. 
 
• Медиана делит треугольник на два равновели-
ких треугольника. (докажите) 
• Если у двух треугольников равны высоты, то 
их площади относятся как основания. (докажи-
те) 
 
Решение. 1) По свойству биссектрисы  СЕ име-

ем .
a
b

CB
CA

BE
AE

==  Тогда для треугольников АСЕ 

и АВС с общей высотой (можно провести из 

вершины С) получаем  .
ba

b
AB
AE

S
S

ABC

AEC

+
==  От-

сюда  .
ba

bSS AEC +
=  

2) Так как  BD – медиана, то .
22
SS

S ABC
BDC ==  

3) CF – биссектриса в треугольнике BDC, по-

этому .
2a
b

DB
CD

FB
DF

==  

Для треугольников CDF  и ВСD  с общей высо-
той (можно провести из вершины С) получаем  

.
2 ba

b
DB
DF

S
S

BDC

CDF

+
==   

Отсюда  .
)2(22 ba

bSS
ba

bS BDCCDF +
=⋅

+
=  

4) Теперь   =−= CDFAECADFE SSS

.
)2(2

11
)2(2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

=
+

−
+

=
baba

bS
ba

bS
ba

bS  

.
)2)((2

)3(
baba

baSb
++

+
=  

 

 
 

Ответ: .
)2)((2

)3(
baba

baSb
++

+  

 
 
 

Метод вспомогательной окружности 
 

Пример 34. (2010) Дан прямоугольный тре-
угольник  АВС  с прямым углом при вершине  В  
и углом  α  при вершине  А. Точка D - середина 
гипотенузы. Точка  С1 симметрична точке  С от-
носительно прямой  BD. Найдите угол . BAC1

 
• Центр окружности, описанной около прямо-
угольного треугольника, лежит на середине ги-
потенузы. 
 
 
 
 
 
Решение. Так как прямая  BD является середин-
ным перпендикуляром к отрезку  то  ,1CC

.1DCDC =  С другой стороны, точка  D – центр 
окружности, описанной около прямоугольного 
треугольника. Поэтому  .DADBDC ==

1

 Отсю-
да следует, что точка   принадлежит описан-
ной окружности. 

C

1) Если то центральный угол 

 В этом случае ось  BD 
перпендикулярна гипотенузе АС. Точка  С ото-
бразится в точку А, и угол  не будет опре-
делен.  

,45=α
90=∠BAC .2 ⋅=∠BDC

BAC1
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2) Пусть  тогда  центральный угол 

 В этом случае  точки  С и 1C  
расположены по одну сторону от хорды  АВ. В 
прямоугольном треугольнике   

,45>α
.90>α2=∠BDC

.α90 −=∠BCA
Вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же 
дугу, равны. Поэтому  

 .901 α−=∠=∠ BCABAC

 
3) Пусть  тогда  центральный угол 

 В этом случае  точки  С и 1  рас-
положены по разные стороны от хорды  АВ. Че-
тырехугольник   вписан в окружность, 
поэтому  

Ответ:  если    
если   при   точка С1 сов-
падает с точкой  А и угол не определен.  

,45<α
.90

AC

180 ∠−
,90 α+

;90<<α

<∠BDC

1 =∠ BAC

45

C

90=
90

BC1

=BCA .)90(180 αα +−−
;450 <<α ,α+

45=α

 
 

Высоты треугольника 
 
Пример 35. (2010) Высоты треугольника  ABC  
пересекаются в точке Н. Известно, что СН = АВ. 
Найдите угол  АСВ. 

 
•  (Признак равенства прямоугольных треуголь-
ников) Если гипотенуза и острый угол одного 
прямоугольного треугольника  соответственно 
равны гипотенузе и  острому углу другого пря-
моугольного треугольника, то такие треуголь-
ники равны. 
 
Решение. 1) Треугольник  АВС - остроугольный. 
Пусть  ВЕ  и  CD – высоты треугольника. Углы  
АВЕ  и   HCE  равны, как углы с соответственно 
перпендикулярными сторонами. Треугольники  
АВЕ  и   HCE  равны по гипотенузе  (СН = АВ)  и 
острому углу. Отсюда   и значит,  

 В прямоугольном тре-
угольнике  ACF   имеем   

,EHAE =

45=CAF
.45=∠=∠ AHEEAH

,∠
поэтому   .45=∠ACF

 
 

Остальные случаи рассмотрите самостоятельно. 
2) Угол  АВС – тупой. 

 
 

3) Угол  ВАС – тупой. 
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4) Угол  АСВ – тупой. 

 
 
5) Угол  АВС – прямой. 
6) Угол  ВАС – прямой. 
7) Случай, когда угол  АСВ – прямой, невозмо-
жен (почему?). 
Ответ:  или   45 .135
 
Пример 36. (2010) Точки  ,  ,  — осно-
вания высот треугольника  ABC. Углы треуголь-
ника   равны  90°, 60° и 30°. Найдите уг-
лы  треугольника  ABC. 

1A 1B 1C

111 CBA

 
• Пусть в треугольнике  АВС  проведены высо-
ты  и  . Тогда треугольник   подо-
бен данному с коэффициентом подобия, равным 

1AA 1CC 11BCA

B
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cos .  
Рассмотрим остроугольный треугольник (см. 
ниже рисунок). Для прямоугольных треугольни-
ков  и   имеем  ABA1 CBC1

B
AB
BA

cos1 =   и  B
BC
BC

cos1 = соответственно. 

Следовательно треугольники   и   11CBA BAC
подобны (второй признак), так как имеют об-

щий угол В  и .cos11 B
BC
BC

AB
BA

==  

Случай тупого угла  В  рассмотрите самостоя-
тельно. 
Решение. 1) Треугольник АВС – остроугольный. 
Так как треугольник   подобен треуголь-
нику  АВС, то  

11 ABC

1A ∠= .1 BCABC∠  Аналогично из 
подобия треугольников   и  АВС  имеем   1C

.BCA
1BA

11BAC ∠=∠  Далее  развернутый угол  при 
вершине  составлен из суммы углов   

 и   Отсюда получаем соотноше-
ние   или  

1C

11BAC 11CB
,11 ABC

.1A
2 1=∠ AC 18011∠+ CB

.12
1
∠90 11 ACBC =∠ −  Такие же равенства 

можно получить для других острых углов. Ис-
пользуем  данные углы:   

,4590
2
190 =⋅−  ,6060

2
190 =⋅−  

.7530
2
190 =⋅−  

 
 
Остальные случаи рассмотрите самостоятельно. 
2) Угол  АСВ – тупой. 
 



 
 
3) Угол  АВС – тупой. 
4) Угол  ВАС – тупой. 
Случаи, когда один из углов АВС, ВАС, АСВ – 
прямой, невозможны (почему?). 
Замечание. Другое решение может быть осно-
вано на следующей ключевой (базовой, опор-
ной) задаче: 
• Высоты остроугольного треугольника явля-
ются биссектрисами его ортотреугольника 
(треугольник, образованный основаниями вы-
сот). (докажите) 
Ответ:   или    или  

   или   . 
 

Пример 37. (2010) Точки  D и   E – основания 
высот непрямоугольного треугольника  АВС, 
проведенных из вершин  А  и  С соответственно. 
Известно, что      и   Най-
дите сторону  АС.  
 
• Пусть в треугольнике  АВС  проведены высо-
ты  и  . Тогда треугольник   подо-
бен данному с коэффициентом подобия, равным 

1AA 1CC 11BCA

B
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cos . (докажите) 
 
Решение. Из точек  D  и  Е сторона  АС  видна 
под прямым углом, значит, эти точки лежат на 
окружности с диаметром  АС. Обозначим 

.α=∠ABC  
1) Если треугольник  АВС остроугольный, то 
основания высот  АD  и  СЕ  лежат на сторонах 
треугольника. Тогда четырехугольник  AEDC - 
вписанный, поэтому 
    .180 CABCAECDEBDE ∠=∠=∠−=∠

Треугольники  EDB  и  CAB  подобны (по двум 
углам) с коэффициентом  

,cosα==
BC
BE

AC
DE  

 
т.е.  .cos k=α  Тогда по теореме косинусов 

=⋅−+= αcos2222 BCABBCABAC  
. 222 abkab −+=

 
2) Пусть  АСВ – тупой угол. 
Тогда четырехугольник AECD вписанный, и 
аналогично предыдущему получаем: k=αcos  
и   .2222 abkabAC −+=

 
3) Пусть  САВ – тупой угол. Аналогичные рас-
суждения. 
4) Пусть  АВС – тупой угол. Тогда основания 
высот АD  и  СЕ  лежат на продолжениях сторон 
ВС  и  АВ. Вписанные углы  CDE  и  CAE опи-
раются на одну и ту же дугу, поэтому  

.CABCAECDEBDE ∠=∠=∠=∠  
Треугольники  EDB  и  CAB  подобны (по двум 
углам) с коэффициентом  

,cos)180cos( αα −=−==
AB
BD

AC
DE  

т.е.  .cos k=α  
Тогда   .2222 abkbaAC ++=



 
 
 

 
Ответ:     

. 
 
 
Пример 38.  (2010) В треугольнике  ABC  угол  
А  равен α, сторона  ВС  равна  а, Н — точка пе-
ресечения высот. Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника  ВНС. 
 
• Если Н –  ортоцентр треугольника, то радиу-
сы окружностей, описанных около треугольни-
ков АВС, АВН, ВСН, АСН, равны между собой. 
(докажите) 
 
Решение. Так как в четырехугольнике ADHE 
углы E  и   D  прямые, то  
Отсюда получаем   
Радиус окружности, описанной около треуголь-
ника ВНС, равен   

.180=∠+∠ DHEA

.180 ADHE ∠−=∠BHC =∠

.
sin2sin2)180sin(2 α
a

A
BC

A
BC

=
∠

=
∠−  

Замечание. Отсюда следует, что радиусы ок-
ружностей, описанных около треугольников 
АВС  и  ВСН   равны между собой. 
 

 

 
 

 
 
 

Ответ: .
sin2 α
a    

 
Пример 39. (2010) Высоты треугольника  АВС  
пересекаются в точке  Н. Известно, что отрезок  
СН  равен радиусу окружности, описанной око-
ло треугольника. Найдите угол  АСВ. 
Решение. Пусть  R – радиус окружности, опи-
санной около треугольника АВС. Так как радиу-
сы окружностей, описанных около треугольни-
ков АВС  и  ВСН   равны между собой, то для 
треугольника ВСН имеем   HBCRCH ∠= sin2  

или  .sin2 HBCRR ∠=  Отсюда  .
2
1sin =∠HBC  

Значит,  или  30=∠HBC .150=∠HBC
1)  Если треугольник  АВС – остроугольный, то 
из треугольника ВЕС  находим  

 .603090 =−=∠C
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2)  Если в треугольнике  АВС угол А – тупой, то 

 (в треугольнике  DBC  угол D пря-
мой, а угол DBC может быть только острым). Из 
треугольника DВС  находим  

 

30=∠HBC

3090 −=∠C .60=

 
3)  Если в треугольнике  АВС угол В – тупой, то 

 (почему этот угол тупой?) и  

 Из треугольника СВЕ  находим   
 

150=∠HBC
.30=∠CBE

3090 −=∠C .60=
 

 
 

4)  Если в треугольнике  АВС угол С – тупой, то 
 (почему этот угол острый?). Из 

треугольника СВD  находим   
  

30=∠HBC

90 −=∠ CDB .6030 =
Тогда   .12060180 =−=∠ACB

 
 
Ответ: или   60 .120
 

 
Окружность и треугольник 

 
Пример 40. (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  
равен α, сторона  ВС  равна  a, J — точка пере-
сечения биссектрис. Найдите радиус окружно-
сти,  описанной около треугольника  BJC. 
 
• Если О – центр окружности, вписанной в 
треугольник  АВС, то выполняются равенства: 

;90
2

+
∠

=∠
САОВ  ;90

2
+

∠
=∠

ВАОС  

.90
2

+
∠

=∠
АСОВ  

 
 
Решение. Так как  ,180 ACВ ∠−=∠+∠

то  .90
22

180 +
∠

=
∠+∠

−=∠
ACBВJC   

Тогда радиус окружности,  описанной около 
треугольника  BJC, равен  

.

2
cos290

2
sin2sin2 αα

aa
BJC

BCR =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∠

=  
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Ответ: .

2
cos2 α

a
 

 
Пример 41. (2010) В треугольнике  ABC  прове-
дены высоты ВМ и CN,  О — центр  вписанной 
окружности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. 
Найдите  радиус окружности, описанной около 
треугольника ВОС. 
Решение. 1) Треугольник AMN  подобен тре-
угольнику  АВС  с коэффициентом подобия 

.cos
2
1

24
12 A

BC
MNk ====  

Отсюда   или  .  60=∠A 120=∠A
В примере 40 имеется соотношение 

.90
2

+
∠

=∠
АСОВ  

Значит  
2
390

2
60sinsin =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=∠СОВ  

или  .
2
190

2
120sinsin =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=∠СОВ  

Используем следствие из обобщенной теоремы 

синусов: .
sin2 COB

BCR
∠

=  

Отсюда получаем  38
3

24
==R  

или .24
1
24

==R  

 
 

 
Ответ:   или  24. 
 
Пример 42. (2010) В треугольнике  АВС  прове-
дены высоты  ВМ  и  CN,  О  - центр окружно-
сти, касающейся стороны  ВС  и продолжений 
сторон  АВ  и  АС. Известно, что ВС = 12, MN = 
6. Найдите радиус окружности, описанной око-
ло треугольника  ВОС. 
 
• Если О – центр вневписанной окружности, 
касающейся стороны  ВС  и продолжений сто-
рон  АВ  и  АС треугольника  АВС, то выполня-

ются равенство:   .
2

90 АСОВ ∠
−=∠  

(докажите, см. пример 40) 
 
Решение  проведите самостоятельно (аналогич-
но решению примера 41). 
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Ответ:   или  12. 
 

Параллелограмм 
 

• При проведении биссектрисы угла параллело-
грамма образуется равнобедренный треуголь-
ник. 
• Биссектрисы смежных углов параллелограмма 
перпендикулярны, а биссектрисы противопо-
ложных углов параллельны или лежат на одной 
прямой. 
Пример 43. (2010) В параллелограмме со сторо-
нами  а и b  и острым углом  α  проведены бис-
сектрисы четырех углов. Найдите площадь  че-
тырехугольника, ограниченного этими биссек-
трисами. 
Решение. Пусть проведены биссектрисы  

 в параллелограмме  ABCD.  
,1AA

,1BB
  Так как противоположные углы параллелограм-

ма  ABCD  с соответственно параллельными 
сторонами, то биссектрисы этих углов парал-
лельны, а потому четырехугольник  PQRS - па-
раллелограмм. Далее,   

,1CC 1DD

=∠+∠−=∠ )(180 ABPBAPAPB  

.90180)(
2
1180 −=∠+∠−= ABCBAD  

Таким образом, PQRS – прямоугольник. Тре-
угольники  

 
и   

 
равнобедренные, 

так как у них биссектрисы перпендикулярны 
основаниям. Поэтому  

1BAB 1CDC

1PBBP = ,
 

,1 DRRD =  
а следовательно, 

 
Итак, четырехуголь-

ник  - параллелограмм, а поэтому  
.|| ADPR

1 ADAB =
1PRDB

DB .ABADPR −1 −==  
В прямоугольнике PQRS  диагонали равны  

ba −
 
или   ,ab −

 
и образуют угол  α

 
(так как 

они попарно параллельны сторонам исходного 
параллелограмма). 
Искомая площадь равна   

 
Ответ:  
 

 
Ромб 

 
Пример 44. (2010) Найдите площадь общей час-
ти двух ромбов, диагонали  которых равны 2 и 
3, а один из ромбов получен из другого поворо-
том на  90°  вокруг его центра. 
Решение.  Пусть  и    ABCD

 имеющиеся ромбы, причем   
'''' DCBA

,3=ВD .2=AC  
Тогда  ,5,1'== OBOB

 
 ,1' == OCAO

.5,0'' == ABBC
  '' BKCAKB ∠=∠

 
и  .  '' KBCKAB ∠=∠

Тогда KBCAKB '' ∠=∠
 
и  KBCAKB '' Δ=Δ  

по стороне и двум прилежащим углам. Следова-
тельно,  KCAK '=   и Δ  по трем   
сторонам. Тогда искомая площадь  

KOC 'Δ=AKO

.8 '' OKCOAKC SS4S ==  
Так как  '2' BCOC =

 и  имеют равные высоты, то 
и  треугольники   KOC '

KBC '
 2'OKC S .'BKCS =  

Пусть  ,' xS BKC =
 
тогда   .5xS AOB =
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Но .5
2
5,1

2
1 xOBAOS AOB ==⋅=

 
Отсюда  .

10
5,1

=x  

.
5

12
10

5,116168 ' =⋅=== xSS OKC  

 
Ответ:  

 
Прямоугольник 

 
Пример 45. (2010) Сторона  AD  прямоугольни-
ка  ABCD в три раза больше стороны  АВ; точки  
М и  N  делят  AD  на три равные части. Найдите  

 
Решение.  Обозначим   ,α=∠AMВ

 
,β=∠ANВ
 .γ=∠ADВ  

Тогда ,1==
AM
ABtgα

 
,

2
1

==
AN
ABtgβ

 
.

3
1

==
AD
ABtgγ  

Далее  ,1

3
1

2
11

3
1

2
1

1
)( =

⋅−

+
=

⋅−
+

=+
γβ
γβγβ

tgtg
tgtgtg  

т.е.   .45=+ γβ
Из прямоугольного равнобедренного треуголь-
ника  АВМ  имеем   .45=α
Значит,   ,90=++ γβα

.190sin)sin( ==++ γβα  
 

 

 
Ответ: 1. 

Трапеция 
 

Пример 46.  (2010) В трапеции  ABCD  биссек-
триса угла А  пересекает боковую сторону  ВС  в 
точке  Е. Найдите площадь треугольника ABE, 
если  площадь трапеции равна  S, АВ = a,   
AD = b, CD = с (с < а). 

Решение. 1) Из формулы  hcaS ⋅
+

=
2

 

находим высоту трапеции  .2
ca

Sh
+

=   

Тогда .
2
1

ca
aSahS ABC +

==  

2) Пусть AF – биссектриса угла А. Треугольник 
ADF – равнобедренный (докажите). Тогда 

.cbCF −=  
3) Треугольники АВЕ  и  FCE подобны (докажи-

те). Тогда   ,
cb

a
CF
AB

CE
BE

−
==  .

cba
a

BC
BE

−+
=  

 
4) Треугольники  АВЕ  и  АВС  имеют общую 

высоту, поэтому   
cba

a
BC
BE

S
S

ABC

ABE

−+
==  

и  .
))((

2

cbaca
Sa

ca
aS

cba
aS ABE −++

=
+

⋅
−+

=   

 

Ответ: .
))((

2

cbaca
Sa

−++
 

 
Пример 47. (2010) Боковая сторона  АВ  трапе-
ции  ABCD равна  l, а расстояние от середины  
CD  до прямой  АВ  равно  m. Найдите площадь 
трапеции. 
Решение. Пусть в трапеции  ABCD  высота рав-
на 

 
тогда  ,2h hEFEG ==

 
(это следует из ра-

венства прямоугольных треугольников  EGC  и  
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EFD).  Обозначим  
 

тогда   
площадь трапеции  ABCD  равна  

,aBC = ,bAD =
 ( baS += .)h

Сумма площадей треугольников  ВСЕ  и  AED 

равна  
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.
2

) Sh
=

2
(

22
babhah +

=+
 
Следовательно,  

.
2
SS ABE =

 
С другой стороны  .

22
SmlS ABE ==  

Отсюда   .mlS =
 

 
Ответ: lm. 

 
 

Касающиеся окружности 
 
 

Пример 48. (2010) Окружности радиусов 4 и 9 
касаются внешним образом, лежат по одну сто-
рону от некоторой прямой и касаются этой пря-
мой. Найдите радиус окружности, касающейся 
каждой из двух данных и той же прямой.  
 
•  Отрезок общей внешней касательной к двум 
касающимся окружностям радиусов  r  и  R  ра-
вен rR2 . 
Решение. Рассмотрим первый случай касания 
искомой окружности с центром  О3 и двух дан-
ных окружностей. 
 

 
 

Тогда    или  ,KPMKMP +=

 ,222 312321 rrrrrr +=  откуда  

.2,1
21

21
3 =

+
=

rr
rr

r  Отсюда   .44,13 =r

Второй случай  рассмотрите самостоятельно. 

 
Ответ: 1,44  или 36. 
 
Пример 49. (2010) Окружности с центрами  О  и  
В  радиуса  ОВ  пересекаются в точке  С. Радиус  
ОА  окружности с центром  О  перпендикулярен  
ОВ, причем точки  А  и  С лежат по одну сторо-
ну от прямой ОВ. Окружность   касается 
меньших дуг АВ и ОС этих окружностей, а так-
же прямой ОА, а окружность  касается окруж-
ности с центром  В, прямой  ОА  и окружности  

. Найдите отношение радиуса окружности   
к радиусу окружности  . 
Решение. Так как окружность   радиуса  а  и 
окружность с центром  В и радиуса R касаются 
друг друга и общей прямой  ОА, то имеем 

,2 RaOI =  .aROK −=  
Далее используем теорему Пифагора в тре-

угольнике  OKI:  ( ) .2)(
222 RaaaR +=−  

Отсюда получаем   .6aR =
Рассмотрим первый случай касания окружности 

  радиуса  b.  
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Тогда    или  ,JIOJOI +=

 ,222 abbRaR +=  откуда 

,66 2 ababa +=  ,
6

16 +
=

b
a  

.
6

627 +
=

b
a  

Для второго случая имеем  ,JIOJOI +=

.222 abaRbR +=  (вычисления проведите 
самостоятельно) 

 

 
 

 

Ответ: .
6

627 ±  

Пример 50. (2010) Окружности радиусов  2  и  4  
касаются в точке  В. Через точку  В  проведена 
прямая, пересекающая второй раз меньшую ок-
ружность в точке  А, а  большую – в точке  С. 
Известно, что   Найдите  ВС. 
Решение. 1) Окружности касаются внешним об-
разом.  
Так как треугольники    и  подобны 

(докажите), то 

1ABO 2CBO

.
2
1

4
2

2

1 =
BO
BO

==
BC
AB

 

Отсюда  .2223
3
2

3
2

=⋅== ACBC  

 
2) Окружности касаются внутренним образом. 
Рассмотрите этот случай самостоятельно и до-
кажите, что он невозможен при исходных чи-
словых данных. 
 

 
 
 
Ответ:  
 

 
Упражнения 
(одним списком) 

 
 

Медианы треугольника 



 
1. (2010) Найдите площадь треугольника  ABC, 
если  АС = 3, ВС = 4, а медианы, проведенные из 
вершин  А  и В, перпендикулярны. 
Ответ:  
2. (2010) Медиана  ВМ  треугольника  АВС  рав-
на его высоте  АН. Найдите угол  МВС. 
Ответ:  или . 
 

Биссектрисы треугольника 
 

3. (2010) В треугольнике  ABC  проведены бис-
сектрисы  AD  и  СЕ. Найдите длину отрезка  
DE, если  АС = 6, АЕ = 2, CD = 3.(01.10.09) 
Ответ: . 
 

Высоты треугольника 
 

4. (2010) Высоты треугольника  ABC  пересека-
ются в точке Н. Известно, что СН = АВ. Найдите 
угол  АСВ. 
Ответ:  или  135º. 
5. (2010) Точки  ,  , , — основания высот 
треугольника  ABC. Углы треугольника   
равны  90°, 60° и 30°. Найдите углы  треуголь-
ника  ABC. 
Ответ:   или    или  

   или   . 
6. (2010) Точки  D и   E – основания высот не-
прямоугольного треугольника  АВС, проведен-
ных из вершин  А  и  С соответственно. Извест-
но, что      и   Найдите 
сторону  АС. 
Ответ:     

. 
 

Отношение отрезков и площадей 
 

7. (2010) В треугольнике  ABC  на стороне  ВС  
выбрана точка  D  так, что . Ме-
диана  СЕ  пересекает отрезок  AD  в точке  F. 
Какую часть площади треугольника  АВС  со-
ставляет площадь треугольника  AEF?   
Ответ: 0,1. 
8. (2010) На сторонах выпуклого четырехуголь-
ника  ABCD, площадь которого равна единице, 
взяты точки , ,   и . 
При этом         

Найдите площадь шестиугольника  
AKLCMN. 
Ответ:  

9. (2010) В треугольнике  ABC, площадь которо-
го равна  S,  биссектриса  СЕ  и медиана BD  пе-
ресекаются в точке  F. Найдите площадь четы-
рехугольника  ADEF, если ВС = а, АС = b. 
Ответ:  
 

Угол и окружность 
 

10. (2010) На стороне  АС  угла  ACВ, равного 
45°, взята такая точка  D, что СD = AD = 2. Най-
дите радиус окружности, проходящей через точ-
ки  А и  D и касающейся прямой  ВС. 
Ответ: 2   или  .25  
11. (2010) На стороне  ВА  угла  ABC, равного 
30°, взята такая точка  D, что AD = 2  и  BD = 1. 
Найдите радиус окружности, проходящей через 
точки  А, D и касающейся прямой  ВС.  
Ответ: 1 или 7. 
12. (2010) Прямая отсекает от сторон прямого 
угла отрезки 3  и  4. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся этой прямой и сторон угла.  
Ответ: 1 или 6. 
13. (2010) Прямая отсекает от сторон прямого 
угла отрезки 5  и  12. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся этой прямой и сторон угла. 
Ответ: 2 или 15. 
 
 

Треугольник и окружность 
 

14. (2010) Около треугольника  ABC описана ок-
ружность с центром  О, угол  АОС равен 60°. В 
треугольник  ABC  вписана окружность с цен-
тром  М. Найдите угол  АМС. 
Ответ:  или . 
15. (2010) Треугольник  ABC  вписан в окруж-
ность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и ВС = 4. 
Найдите АС. 
Ответ: . 
16. (2010) В треугольнике  ABC  проведены вы-
соты ВМ и CN,  О — центр  вписанной окруж-
ности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. Найдите  
радиус окружности, описанной около треуголь-
ника ВОС. 
Ответ:   или  24. 
17. (2010) Высоты треугольника  АВС  пересе-
каются в точке  Н. Известно, что отрезок  СН  
равен радиусу окружности, описанной около 
треугольника. Найдите угол  АСВ. 
Ответ:  или . 
18. (2010) В треугольнике  АВС  проведены вы-
соты  ВМ  и  CN,  О  - центр окружности, ка-
сающейся стороны  ВС  и продолжений сторон  
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АВ  и  АС. Известно, что ВС = 12, MN = 6. Най-
дите радиус окружности, описанной около тре-
угольника  ВОС. 
Ответ:   или  12. 
19.  (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  равен 
α, сторона  ВС  равна  а, Н — точка пересечения 
высот. Найдите радиус окружности, описанной 
около треугольника  ВНС. 

Ответ: .
sin2 α
a  

20. (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  равен α, 
сторона  ВС  равна  a, J — точка пересечения 
биссектрис. Найдите радиус окружности,  опи-
санной около треугольника  BJC. 

Ответ: .

2
cos2 α

a
 

21. (2010) Вершина равнобедренного треуголь-
ника с боковой стороной  5  и основанием  6 
служит центром данной окружности радиуса 2. 
Найдите радиус окружности, касающейся дан-
ной и проходящей через концы основания тре-
угольника. 

Ответ: 
4

13   или  .
4

15  

22. (2010) Вершина равнобедренного треуголь-
ника с боковой стороной  5  и основанием  8 
служит центром данной окружности радиуса 2. 
Найдите радиус окружности, касающейся дан-
ной и проходящей через концы основания тре-
угольника.  

Ответ:  
2

17   или  .
10
41  

 
Параллелограмм 

 
23. (2010) В параллелограмме  ABCD  известны 
стороны  АВ = а,  ВС = b   и   Найдите 
расстояние между центрами окружностей, опи-
санных около треугольников  BCD   и   DAB.  
Ответ: . 
24. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  АВ = 2, 
ВС = 3, . Окружность с центром в точ-
ке  О  касается биссектрисы угла  D  и двух сто-
рон параллелограмма, исходящих из вершины 
одного его острого угла. Найдите площадь че-
тырехугольника  ABOD.  
Ответ: ,  . 
25. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  АВ = 3, 
ВС = 5, . Окружность с центром в точ-
ке  О  касается биссектрисы угла  D  и двух сто-
рон параллелограмма, исходящих из вершины 

одного его острого угла. Найдите площадь че-
тырехугольника  ABOD.  
Ответ: ,  . 
26. (2010) В параллелограмме со сторонами  а и 
b  и острым углом  α  проведены биссектрисы 
четырех углов. Найдите площадь  четырех-
угольника, ограниченного этими биссектрисами. 
Ответ:  
 

Ромб 
 

27. (2010) Найдите площадь общей части двух 
ромбов, диагонали  которых равны 2 и 3, а один 
из ромбов получен из другого поворотом на  90°  
вокруг его центра. 
Ответ:  
 

Прямоугольник 
 

28. (2010) Сторона  AD  прямоугольника  ABCD 
в три раза больше стороны  АВ; точки  М и  N  
делят  AD  на три равные части. Найдите  

 
Ответ: 1. 
29. (2010) В прямоугольнике  ABCD   АВ = 2,  
ВС = . Точка  Е  на прямой  АВ  выбрана так, 
что . Найдите  АЕ.  
Ответ: 1  или  3. 
 

Квадрат 
 

30. (2010) Через середину стороны  AB  квадрата 
ABCD  проведена прямая, пересекающая прямые  
CD  и  AD  в точках  М  и  Т  соответственно и 
образующая с прямой  АВ угол  α,  . 
Найдите площадь треугольника  ВМТ, если сто-
рона квадрата ABCD  равна 4.  
Ответ: 2 или 10. 
 

 
 
 
 

Трапеция 
 
31. (2010) В трапеции  ABCD  известны боковые 
стороны  АВ = 27, CD = 28 и верхнее основание  
ВС = 5. Известно, что .  Найдите  
АС. 
Ответ: 28  или  . 
32. (2010) Основания трапеции равны  a  и  b. 
Прямая, параллельная  основаниям, разбивает 
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трапецию на две трапеции, площади которых  
относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой 
прямой, заключенного внутри трапеции. 

Ответ: 
5

32 22 ba + или  .
5

23 22 ba +  

33. (2010) На боковых сторонах  АВ  и  CD  тра-
пеции с основаниями  AD  и  ВС  отмечены точ-
ки  P  и  Q  соответственно, причем   
Прямая PQ  разбивает трапецию на две трапе-
ции, площади которых относятся как 1:2. Най-
дите  PQ, если   и    

Ответ: 
3

2 22 ba +  или  .
3
2 22 ba +  

34. (2010) Боковая сторона  АВ  трапеции  ABCD 
равна  l, а расстояние от середины  CD  до пря-
мой  АВ  равно  m. Найдите площадь трапеции. 
Ответ: lm. 
35. (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапеции 
ABCD  пересекаются в точке  Е. Найдите пло-
щадь трапеции, если площадь треугольника  
AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагона-
лей в отношении 1:3. 
Ответ: 16; 48; 144. 
36. (2010) Дана трапеция  ABCD  с боковыми 
сторонами  АВ = 36, CD = 34  и верхним основа-
нием  ВС = 10. Известно, что . 
Найдите  BD. 
Ответ: 36 или . 
37.  (2010) В трапеции  ABCD  биссектриса угла 
А  пересекает боковую сторону  ВС  в точке  Е. 
Найдите площадь треугольника ABE, если  пло-
щадь трапеции равна  S, АВ = a,  AD = b, CD = с 
(с < а). 

Ответ: .
))((

2

cbaca
Sa

−++
 

 
 
 
 

Трапеция и окружность 
38. (2010) Трапеция с основаниями 14 и 40 впи-
сана в окружность радиуса 25. Найдите высоту  
Ответ: 39  или  9. 
39. (2010) Трапеция  ABCD  с основаниями  AD  
и  ВС  вписана в окружность с центром  О. Най-
дите высоту трапеции, если ее средняя линия 
равна 3 и .  
Ответ: 9 или 1. 
40. (2010) Дана трапеция  ABCD, основания ко-
торой  ВС = 44,  AD = 100,  AB = CD = 35. Ок-
ружность, касающаяся прямых  AD  и  AC, каса-

ется стороны  CD  в точке  K. Найдите длину 
отрезка  CK.  
Ответ: 5 или 30. 
41.  (2010) Около трапеции  ABCD  описана ок-
ружность радиуса 6 с центром на основании  
AD. Найдите площадь трапеции, если основание  
ВС  равно 4. 
Ответ:  
 

Непересекающиеся окружности  
 

42.  (2010) Прямая касается окружностей радиу-
сов  R  и  r  в точках  А  и  В. Известно, что рас-
стояние между центрами равно  a, причем  

  и  . Найдите  АВ.  
Ответ:    или  . 
43.  Найдите длину отрезка общей касательной к 
двум окружностям, заключенного между точка-
ми касания, если радиусы окружностей равны 
23 и 7, а расстояние между центрами окружно-
стей равно 34. 
Ответ: 30 или 16. 
44.  Найдите длину отрезка общей касательной к 
двум окружностям, заключенного между точка-
ми касания, если радиусы окружностей равны 
31 и 17, а расстояние между центрами окружно-
стей равно 50. 
Ответ: 48 или 14. 
 

Касающиеся окружности 
 

45. (2010) Окружности радиусов  2  и  4  касают-
ся в точке  В. Через точку  В  проведена прямая, 
пересекающая второй раз меньшую окружность 
в точке  А, а  большую – в точке  С. Известно, 
что   Найдите  ВС. 
Ответ:  
46. (2010) Точка  О – центр окружности радиуса 
2. На продолжении радиуса  ОМ  взята точка  А. 
Через точку  А  проведена прямая, касающаяся 
окружности в точке  К. Известно, что  

. Найдите радиус окружности, впи-
санной в угол  ОАК  и касающейся  данной ок-
ружности внешним образом. 
Ответ:  
47. (2010) Дана окружность радиуса 2 с центром 
О. Хорда  АВ  пересекает радиус  ОС  в точке  D, 
причем  . Найдите радиус окруж-
ности, вписанной в угол ADC  и касающейся ду-
ги  АС, если  . 
Ответ:   или  . 

31 
 



48. (2010) Окружности радиусов 4 и 9 касаются 
внешним образом, лежат по одну сторону от не-
которой прямой и касаются этой прямой. Най-
дите радиус окружности, касающейся каждой из 
двух данных и той же прямой.  

32 
 

Ответ: 1,44  или 36. 
49. (2010) Окружности    и    радиусов  R  и  
r    соответственно касаются в точке  А. 
Через точку  В, лежащую на окружности  , 
проведена прямая, касающаяся окружности    
в точке  М. Найдите  ВМ, если известно, что  

. 

Ответ:  

 
Пересекающиеся окружности 

 
50. (2010) Окружности радиусов 10 и 17 пересе-
каются в точках  А  и  В. Найдите расстояние 
между центрами окружностей, если   
АВ = 16. 
Ответ: 21 или 9. 
51. (2010) Окружности с центрами    и  пе-
ресекаются  в точках  А  и  В. Известно, что 

,  , . Найдите  
радиусы окружностей.  
Ответ: ,   или  , . 
52. (2010) Окружности с центрами  О  и  В  ра-
диуса  ОВ  пересекаются в точке  С. Радиус  ОА  
окружности с центром  О  перпендикулярен  ОВ, 
причем точки  А  и  С лежат по одну сторону от 
прямой ОВ. Окружность   касается меньших 
дуг АВ и ОС этих окружностей, а также прямой 
ОА, а окружность  касается окружности с цен-
тром  В, прямой  ОА  и окружности  . Найдите 
отношение радиуса окружности   к радиусу 
окружности  . 
Ответ:  
 

Источники 
 

1. ЕГЭ. Математика. Тематическая тетрадь. 
11 класс / И. В. Ященко, С. А. Шестаков, П. 
И. Захаров. – М.: МЦНМО, Издательство 
«Экзамен», 2010. 
2. Единый государственный экзамен 2010. 
Математика. Универсальные материалы для 
подготовки учащихся / ФИПИ – М.: Интел-
лект-Центр, 2010. 
3. ЕГЭ 2010. Математика: Сборник трениро-
вочных работ / Высоцкий И.Р., Захаров П.И., 
Панфёров В.С., Семёнов А.В., Сергеев И.Н., 

Смирнов В.А., Шестаков С.А., Ященко И.В. 
– М.: МЦНМО, 2009. 
4. ЕГЭ 2010. Математика. Типовые тестовые 
задания /под ред. А. Л. Семенова, И. В. 
Ященко. – М.: Издательство «Экзамен», 
2010. 
5. Панферов В. С., Сергеев И. Н. Отличник 
ЕГЭ. Математика. Решение сложных задач; 
ФИПИ – М.: Ителлект-Центр, 2010. 
6. Самое полное издание типовых вариантов 
реальных заданий ЕГЭ 2010: Математика 
/авт.-сост. И. Р. Высоцкий, Д. Д. Гущин, П. 
И. Захаров и др.; под ред. А. Л. Семенова, И. 
В. Ященко. – М.: АСТ: Астрель, 2009. – (Фе-
деральный институт педагогических измере-
ний). 
7. Ященко И. В., Шестаков С. А., Захаров П. 
И. Подготовка к ЕГЭ по математике в 2010 
году. Методические указания. – М.: 
МЦНМО,  2009. 
8. www.mathege.ru - Математика ЕГЭ 2010 
(открытый банк заданий) 
9. www.alexlarin.narod.ru - сайт по оказанию 
информационной поддержки студентам и 
абитуриентам при подготовке к ЕГЭ, посту-
плению в ВУЗы и изучении различных раз-
делов высшей математики. 
10. www.egetrener.ru - видеоуроки Ольги Се-
бедеш. 
11. www.diary.ru 
 

Замеченные опечатки в С3 
●  В задании № 2 вместо знака   должен быть  
знак .  
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Аналитические методы 

 
1. Линейные уравнения  
 
1.1.  При каких значениях параметра  b 
уравнение  

   332329 242  bbxbbbx  
не имеет корней? (МГУ, 2002) 
Ответ:  .3b  
1.2.  При каких значениях параметра  b  
уравнение  

    xbbbbxb 422222 224   
имеет бесконечно много   корней? (МГУ, 2002) 
Ответ:  .2b  
1.3.  Для каких значений  а  решение уравнения  

aaxax 25131510   
больше 2? (МГУ, 1982) 
Ответ:  .);1()2;(   
 
2. Квадратные уравнения 

 
2.1.  (2010) Найдите все такие целые  а  и  b, для 
которых один из корней уравнения  

0123 22  bxaxx  
равен  31 . 
Ответ: .12,9  ba  
2.2.  При каких значениях параметра  а  
уравнение  

0232)13( 2  aaxxa  
имеет два действительных различных корня?  
(МГУ, 1980) 

Ответ:  .
16

179
;

3

1

3

1
;

16

179







 







 
 

2.3.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение  

01)1(2  xaax  
имеет единственное решение. (МГУ, 2003) 
Ответ:  0; 1. 
2.4.  При каких значениях параметра  а  
уравнение   

0
5

122 




a

a
xx  
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не имеет решений? (МГУ, 2004) 

Ответ: 





  ;

7

9
)5;( . 

2.5.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых среди корней уравнения  

01)4(2  axaax  
имеется ровно один отрицательный. (МГУ, 
2007) 

Ответ:    .
3

1322
0;1







 

  

2.6.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых уравнение   

  0)12)(12(552  aaxaax  

имеет два различных отрицательных корня. 
Ответ: (–13; –12). 
2.7.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых уравнение   

  5102)1( 2  axaaxa  

имеет два различных положительных корня. 
(МГУ, 1990) 
Ответ:  .75  a  
2.8. При каких значениях параметра  а   сумма S 
квадратов корней уравнения  

03422 22  aaaxx  
является наибольшей? Чему равна эта сумма? 
(МГУ, 1992) 
Ответ:  .18,3  Sa  
2.9.  Найдите все значения  а, при которых 
уравнение   

054)74(2  axaax  

имеет в точности один корень на отрезке  .0;4  
(МФТИ, 2003) 

Ответ:  .
4

5
;

4

23





  

2.10.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых все корни уравнения  

  0)4(11233 232  aaxaaax  

удовлетворяют неравенству  1x . 

Ответ:    52;320  . 
2.11.  Найдите все значения параметра  a, при 
каждом из которых расстояние между корнями 
уравнения   03)22(2  axaax  больше 1. 
(МГУ, 2001) 
Ответ:    222;00;222  . 
2.12.  Найдите все значения  a, при каждом из 
которых уравнения   016)12( 2  axxa  и 

012  xax  имеют общий корень. (МГУ, 
2000) 

Ответ: .
9

2
;0;

4

3
  

2.13.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых система  











ayx

axy
2

2

 

имеет ровно два решения. 

Ответ: 
4

1

4

3
 a . 

2.14.  Найдите все значения параметра  a, при 
каждом из которых система уравнений 











012

0
2

3

xyyx

yxaxy
 

имеет единственное решение. (МГУ, 1988) 

Ответ: .
2

247
;

2

1
;1


  

 
 
3. Уравнения высшей степени 
 
3.1.  Число 3x  - один из корней уравнения  

,022  bxax  где .0a  Найдите 
действительные корни уравнения  

.0224  bxax  (МГУ, 1993) 
Ответ: .3  
3.2.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение  

   
222 4)2(2 aaxax  

  0284)2(2)5( 222  aaaaxaxa  
имеет  а) единственное решение; б) ровно два 
различных решения. (МГУ, 2002) 
Ответ:  а) ;22    б) 

     .;22122;   
3.3.  При каких значениях параметра  a  

уравнение     2242 22222  xxaaxx   
имеет ровно 3 различных решения? (МГУ, 1996) 

Ответ: .
4

151
;2


 aa  

3.4.   Найдите все значения параметра  a, при 
которых уравнение  

01)1()12()1( 234  xaxaxax  
на промежутке )1;(   имеет не менее двух 
корней. (МГУ, 2008) 
Ответ: 203 a . 
3.5.  При каких значениях  a  уравнения   

    0341)12( 2322  xxaxxax  и 
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    06822255)35( 2322  xxaxxax  
не имеют общего решения. (МГУ, 1997) 

Ответ: .1;0;
4

3
 aaa  

3.6.  Найдите все значения параметра  a,  при 
каждом из которых система  уравнений 

   







333 )2(2

3)2(

xayxa

ayxa
 

имеет не более двух решений. (МГУ, 2001) 

Ответ:    .1
2

1
;00;

2

1
1 










  

3.7.  При каких значениях параметра  a  четыре 
корня уравнения    

0)10()3( 224  axax  
являются последовательными членами 
арифметической прогрессии? (МГУ, 1993) 

Ответ: .
7

109
;7   

3.8.  Найдите все значения параметра  a, при 
которых уравнение    

0)7(4)1(2525 35  xaxax  
имеет ровно 5 различных решений, а сами 
решения, упорядоченные по возрастанию, 
образуют арифметическую прогрессию.  (МГУ, 
2003) 
Ответ: .2  
3.9.  Определите все значения параметра  a, при 
каждом из которых три различных корня 
уравнения    

0648)9( 223  axxaax  
образуют  геометрическую прогрессию. 
Найдите эти корни. (МГУ, 2003) 
Ответ: .8,4,2;7 321  xxxa  

3.10.  При каких значениях параметра  a  
система 










2

2344

3

082923)1(

xay

aaaayaax
 

имеет ровно три различных решения? (МГУ, 
1998) 
Ответ: .2a  
 
 
4. Уравнения с модулем 

 
4.1.  При каких значениях а  уравнение  

 011)1(2 2  xxa  

имеет четыре различных решения? (МГУ, 1994) 

Ответ: 
8

1
0  a . 

4.2.  При каких значениях параметра  а  
уравнение  

 035292 2  xaax  

не имеет решений? При каких значениях 
параметра  а  все решения этого уравнения 
принадлежат отрезку   ?63;30   (МГУ, 2003) 

Ответ:  7
2

5
;

2

2119
;7;

2

5


















 . 

4.3.  (2010) Найдите все значения а, при каждом 
из которых уравнение  1934  xaxxx  

имеет хотя бы один корень. (МГУ, 2005) 
Ответ: .68  a  
4.4.  (2010) Найдите все значения а, при каждом 
из которых уравнение  3934  xaxxx  

имеет два различных корня. (МГУ, 2005) 
Ответ: )18;24( . 
4.5.  (2010) Найдите все значения а, при каждом 
из которых уравнение  2723  xxaxx  

имеет хотя бы один корень. (МГУ, 2005) 
Ответ: 12a  или  .8a  
4.6.  (2010) Найдите все значения а, при каждом 
из которых уравнение  21035  xaxxx  

имеет хотя бы один корень. (МГУ, 2005) 
Ответ: .1418  a  
4.7.  Найдите все значения параметра  с, при 
которых уравнение  

 cxxxxxx  4232 222  

имеет ровно три различных решения. (МГУ, 
1992) 

Ответ: 
4

19
;4 . 

4.8.  Найдите все значения параметра  k, при 
которых уравнение  

 kxkkxx 43112 2   

а) не имеет решений;  б) имеет конечное 
непустое множество решений. (МГУ, 1992) 
Ответ:  а) );0;23( б)   ;0)23;(  
4.9.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых все решения уравнения  

 042  xaax  

принадлежат отрезку   4;0 . (МГУ, 1984) 

Ответ: 2
3

4
 a . 

4.10.  При каких значениях  b уравнение 
023)24( 22  bbxbx  имеет два 

различных решения? 
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Ответ: 1;
3

2
0  bb . 

4.11.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых уравнение   

2)21(11 axxaax   

имеет единственный корень. 
Ответ: 0; 1. 
4.12.  Сколько решений в зависимости от 
параметра а имеет уравнение 12  axx ? 

Ответ: если  1;5,0a , то нет решений; если 

      ;15.01;a  - одно решение; при 

 5.0;1a  - два решения. 
4.13. При каких значениях параметра  а  
уравнение  12  xax  имеет единственное 

решение? Найдите это решение. 
Ответ: при 11  a  уравнение имеет 

единственное решение,  
1

2





a

a
x . 

 
 
5. Дробно-рациональные уравнения 
 
5.1.  При каких значениях параметра  а  

уравнение 0
56

232)13(
2

22





xx

aaxax
 имеет 

единственное решение? 
Ответ:  1a   или  .1a  
 
 
6. Иррациональные уравнения 
 
6.1.  При каких значениях  b  уравнение  

3 xbx  имеет единственное решение? 
Ответ: .3;75,2  bb  
6.2. При каких значениях параметра  а   
уравнение  axx 1  имеет единственное 
решение? 
Ответ: .1;25,1  aa  
6.3.  При каких  а уравнение  

011232 2  aaxx  имеет единственное 
решение? 
Ответ:  5,5;0 . 
6.4.  Для каждого значения  а  из промежутка 

)0;3(  найдите  число различных решений 
уравнения  

  0
2

252 22 
a

xaaxx . (МГУ, 2007) 

Ответ: если ,23  a  то одно решение;  
если ,12  a  то два решения; если 

,01  a  то три решения. 
6.5.  (2010) При всех   а  решите уравнение  

 12  xax . 
Ответ:  если  1a , то решений нет; если  1a , 

то 
2

112 


a
x . 

 
7. Показательные уравнения 
 
7.1.  При каких значениях параметра  а  
уравнение   0342354 2  aaa xx  имеет 
единственное решение? 

Ответ: .1;
4

3
0  aa  

7.2.  При каких значениях параметра  а  
уравнение    xxx aaa 9)43(6324)1(   
имеет единственное решение? (МГУ, 2005) 

Ответ:   .;
3

4

4

5
1; 





 







  

7.3.  Найдите все значениях параметра  b, при 
которых  уравнение    016369 22  bb xx  
не имеет  решения. (МГУ, 1993) 
Ответ:  4;4 . 
7.4.  При каких значениях параметра  а  
уравнение  

0122)44(422316 21113   aaa xxxx

  имеет три различных корня?  (МГУ, 2007) 
Ответ:      .5;44;11;0   
7.5.  При каждом значении параметра  а  решить 
уравнение  

02)1(24 31   aaa xx .  (МГУ, 1985) 
Ответ: при  0a   решений нет;  при  0a   
единственное решение a2log2 ;  при  1a   

единственное решение 0;  при  1,0  aa   два 

решения aa 22 log2,log . 
 

 
 
 
 
8. Логарифмические уравнения 
 
8.1.  При каких значениях  а  уравнение 

0loglog2 3
2
3  axx  имеет четыре 

различных корня? 

Ответ: .
8

1
;0 





  
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8.2. Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение     xax  55 log25log  имеет 

единственное решение.  (МФТИ, 2004) 

Ответ:  .;1;
5

1
4

 . 

8.3. Найдите все значения  а, при которых 
система 

   








6)(

)10817(log2)2(log
2

33

ayxax

yxyx
  

имеет ровно два решения.  (МФТИ, 2002) 

Ответ: .
2

33
25  a  

 
9. Тригонометрические уравнения 
 
9.1. Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение   
   xxaa 22 cossin2296  

  03)sin1(21812 2  axaa  не имеет 
решений.  (МГУ, 1989) 
Ответ: .61;3  aa  
9.2. Для каждого значения  а   найдите все 
решения уравнения   

0sin2)(sin22cos 2  aaxx , 
принадлежащие промежутку  .2  x .  
(МГУ, 2001) 

Ответ: 
2

3
 при  ,2

2
na 

  ;Zn   при 

других  а   решений нет. 
9.3. При каких значениях  а  уравнение    

0122cos22cos 2  aaxx  имеет ровно 
одно решение на промежутке   .20  x .  
(МГУ, 1999) 
Ответ: .1;2  aa  
9.4. При каких значениях параметра  а  
уравнение      0)22(sinlogsin 4  axax  

имеет ровно два корня  на отрезке   





2

5
;

2

 ?  

(МГУ, 2003) 

Ответ:   













4;
2

3
1

2

1
;

4

1  

9.5. Найдите все значения параметра  q, при 
которых  уравнение    

0)3)(2(sin)2(sin 22  qqqxqx  имеет на 

отрезке  2;0  ровно три корня.  (МГУ, 1991) 

Ответ: 
2

53
;2;0


. 

9.6. Для каждого значения  а найдите число 
решений  уравнения    ,12cos  xatgx  

принадлежащих промежутку   2;0 .  (МГУ, 
1996) 
Ответ: 3 решения при  ;1,0,1  aaa   5 
решений  при  ;1a   7  решений  при  

.0,11  aa    
 
 
10. Уравнения смешанного типа 

 
10.1.   Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение   

  
0

)lg()15lg(

161 23





axxa

xx
 

имеет единственное решение. (МГУ, 2002) 

Ответ:  .4;1
2

1

15

4
;

8

1

8

1
;

15

1




















  

10.2.    (2010) Найдите все значения а, при 

каждом из которых уравнение    1cos 22  xa  
имеет ровно восемь различных решений. 
Ответ:     8;66;8  . 
10.3.    (2010) Найдите все значения а, при 

каждом из которых уравнение    1cos 22  xa  
имеет ровно десять различных решений. 
Ответ:     10;88;10  . 
10.4.    (2010) Найдите все значения а, при 

каждом из которых уравнение    0sin 22  xa  
имеет ровно восемь различных решений. 
Ответ:     4;33;4  . 
10.5.    (2010) Найдите все значения а, при 

каждом из которых уравнение    0sin 22  xa  
имеет ровно шесть различных решений. 
Ответ:     3;22;3  . 
10.6.  При каких значениях параметра  а    

уравнение  05))3sin(1( 2  xxax   имеет  

ровно 5 различных корней? (МГУ, 2004) 

Ответ: .
2

1
;

30

11

10

3
;

30

13











   

10.7.  При каких значениях а, принадлежащих 

интервалу  







2
;

2

 ,  уравнение  

16cos3)sin(2  xax  имеет  решения? 

(МГУ, 1993) 

Ответ: .
3

;0;
3


   

10.8.   Найдите все значения параметра  а, при  
которых уравнение  
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   
a

axxaxx
18

cos376126 222   

имеет ровно два корня. (МГУ, 1995) 
Ответ: 3a  и  9a . 
10.9.  При всех значениях параметра  а  решите 
уравнение  

 )2cos()(4642 xaxaxx  
)24cos(8  axa . (МГУ, 2008) 

Ответ:  если  ,na  то  .,22 Znnx    
 

 
11. Линейные неравенства 
 
11.1.  Найдите все значения параметра  

 4;4p , при которых неравенство 
0)2)3)(1)((2(  xpxp  

выполняется при любых  0x . (МГУ, 2004) 
Ответ:    4;31;4  . 
 

 
12. Квадратные неравенства 
 
12.1.  (2010) Найдите все значения  а, для 
каждого из которых неравенство 

01342  axax  
а) выполняется для всех  х; 
б) выполняется для всех 0x ; 
в) выполняется для всех  0x ; 
г) выполняется для всех  01  x . 

Ответ:  а) 1a ; б) 1a ; в) 0a ; г) 
3

1
a  

12.2.   (2010) Найдите все значения  а, при 
каждом из которых из неравенств  10  x  
следует неравенство  
  02)5(2 22  xaxaa . 

Ответ:  3;3 . 
12.3.   При каких целых  а неравенство  

0log23log2 2

2

1

2

1  xaxa верно для любого 

значения  х? (МГУ, 2005) 
Ответ:  1; 2; 3; 4; 5; 6; 7. 
12.4.   Для каких значений  а система неравенств 








2

0122

x

axx
 

выполняется хотя бы при одном значении х? 
(МГУ, 1994) 
Ответ: 20a . 
12.5.   Найдите такие значения  х, при которых 
неравенство  

0)1333()2713()24( 2  axaxa  

выполняется для всех  а, удовлетворяющих 
условию  31  a . (МГУ, 1994) 
Ответ:    63;52;63  . 
12.6.    Найдите все значения параметра  а, при  
каждом из которых множество решений 
неравенства  035243646 22  axaxax  
содержит хотя бы одно целое число. (МГУ, 
2007) 
Ответ: )7;2( . 
12.7.    Найдите все значения  а, при которых 
система  

 










01)1(2

042)1(
2

2

axaax

aaxxa
 

 имеет единственное решение. (МГУ, 2001) 

Ответ: 
3

4
;

4

3
 . 

12.8.    Найдите все значения параметра  а, при 
которых система неравенств 

 










062

0
2

2

axx

axx
 

 имеет единственное решение. (МФТИ, 2004) 

Ответ: 0;
4

1
. 

12.9.    Найдите все значения параметра  b, при 
каждом из которых единственное решение 
имеет система неравенств  

 










02422

04724
2

2

bbxybx

bxbyby
    (МГУ, 1994) 

Ответ: 
3

1
. 

12.10.    При каких целых значениях параметра  
k   система неравенств 

 









222

222

54255

201042

kkykxyx

kkyxyx
 

 имеет хотя бы одно решение? (МГУ, 2001) 
Ответ:  3;4...;;10;11\ Z . 
12.11.  (2010) Найдите все значения  а, при 
каждом из которых система  








4

0)32)((

ax

aaxax
 

 не имеет решений. (МГУ, 1967) 
Ответ:  0;2 . 
12.12.   (2010) Найдите все значения  а, при 
каждом из которых система  








4

0)32)((

ax

aaxax
 

 не имеет решений. 
Ответ: 02  a . 
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13. Неравенства высшей степени 
 
13.1.   Найдите все значения  х, для каждого из 
которых неравенство 

  0456)21()2( 223  aaxxaxa  
выполняется хотя бы при одном значении   

 .2;1a  (МГУ, 1992) 

Ответ:       ;11;02; . 
13.2.  Найдите все значения параметра  а, при 
которых система 











03)3(

02)23()3(
23

23

axxax

axaxax
 

имеет единственное решение  (МГУ, 2001) 
Ответ:  ;3 . 
 
 
14. Неравенства с модулем 
 
14.1.  (2010) Найдите все значения а, при 

каждом из которых неравенство 3
1

1
2

2





xx

axx
 

выполняется при всех  х. 
Ответ: 15  a . 
14.2.  Найдите все значения параметра а, при 
которых неравенство 522  axx  не имеет 

решений на отрезке  2;1 . (МГУ, 2000) 

Ответ:   2;4 . 
14.3.  Найдите все значения параметра а, при 
каждом из которых неравенство 22 4 aaxx   

справедливо для всех действительных  х. (МГУ, 
1993) 
Ответ:   2;2 . 
14.4.  Найдите все значения параметра а, при 
которых неравенство 

09264 22  axaxx  имеет не более 

одного решения. (МГУ, 1995) 

Ответ:  
3

2
a . 

14.5.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых неравенство 

xaxx 2321   выполняется для любого  

х. 
Ответ: )5,1;(  . 
14.6.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых неравенство 

3122  xaxx  выполняется для любого  

х. 
Ответ: );5,1(  . 
14.7.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых неравенство 

3122  xaxx  выполняется для любого  

х. 
Ответ: )5,1;(  . 
14.8.  Найдите все значения,  которые может 
принимать сумма ax    при условии 

32242  axax . (МГУ, 2005) 

Ответ:  5;1 . 
14.9. (2010) Найдите все пары чисел  p  и  q, для 
каждой из которых неравенство    

22  qpxx  

не имеет решений на отрезке   5;1 . 
Ответ:  .7,6  qp  
 
15. Дробно-рациональные неравенства 

 
15.1.  Найдите все значения параметра  b, при 
каждом из которых отрезок   1;3    целиком 
содержится среди решений неравенства  

0
2

3





xb

bx
. (МГУ, 2003) 

Ответ: 





  ;

3

1
)6;( . 

15.2.  Найдите все значения  а, при которых 

неравенство  0
12





ax

ax
  выполняется для 

всех таких  х, что .21  x  (МГУ, 1974) 

Ответ:  .1
2

1
 a  

15.3.  (2010) Найдите все значения a, при 
каждом из которых система   













axx
ax

aaxx

8

0
22  

не имеет решений. (МГУ, 1967) 
Ответ:  3;1 . 
15.4.  (2010) Найдите все значения a, при 
каждом из которых система   













8

0
22

axx
ax

aaxx
 

не имеет решений. (МГУ, 1967) 
Ответ:  1;3  . 
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15.5.  Найдите все значения  а, при каждом из 
которых система  











2

02
2

)3(

2

2

aax

a
a

xaax
 

 не имеет решений. (МГУ, 1967) 
Ответ: 51a . 
15.6.  Найдите все значения a, при каждом из 
которых система   
















4

5

0
2

2
2

2

aax

aax

axa

 

не имеет решений. (МГУ, 1967) 

Ответ:  
2

1
,0  aa . 

15.7.  Для каждого значения  а  решите 
неравенство  

.0
2)2(

122
2

122



 

axax

xx a

 

  (МГУ, 2003) 

Ответ:    





 ;11;

2

1
2;  при  ;

2

1
a  

    ;2;a  при  ;2a  

    ;2; a  при  
2

1
2  a  или .

2

1
a  

 
 
16. Иррациональные неравенства 
 
16.1.  При каких значениях  а  неравенство  
  0142)2( 22  xaaxax имеет 
единственное решение? (МГУ, 2000) 

Ответ:  





1;
2

1  

16.2.   Определите, при каких значениях  а  
решения неравенства  

xax  образуют на числовой прямой 
отрезок длиной  a2  (МГУ, 1996) 

Ответ:  
2

21
;2


. 

16.3.   Найдите все значения параметра  а, при 
которых все числа  х  из отрезка   5;1  
удовлетворяют неравенству  

.0561323  axxax  (МГУ, 1992) 

Ответ:  





 

3

5
; . 

16.4.   При всех значениях параметра  b  решите 
неравенство  

xbbxxb 33113)1(2   (МГУ, 2006) 

Ответ:  при 1b   ;;1
3

1








x  при 1b  

;;
3

1





 x  при 1b  .1;

3

1





x  

 
 
17. Показательные неравенства 
 
17.1.   Найдите все значения параметра  а, при 
которых неравенство  

axx  43016   не имеет ни одного 
целочисленного решения. (МГУ, 1995) 
Ответ:  224a . 
 
 
18. Логарифмические неравенства 

 
18.1.   Для любого допустимого значения  а  
решите неравенство  

  1loglog 2
32 xa   и найдите, при каком 

значении  а  множество точек  х, не являющихся 
решением неравенства, представляет собой 
промежуток, длина которого равна 6. (МГУ, 
1999) 
Ответ:     aa 3;11;3  при  ;5,00  a   

    ;33; aa  при  ,5,0a  длина 
промежутка равна 6  при  .1a  
 
 
19. Неравенства смешанного типа 

 
19.1.  (2010) Найдите наибольшее значение 
параметра b, при котором неравенство  

  xb
xx

b
xxb cos

3

2

168
168

2
25 


  

имеет хотя бы одно решение. (МГУ) 

Ответ: 
9

1
. 

19.2. Найдите наибольшее значение параметра 
а, при котором неравенство  

 
2

sin
12

12 4 3
2

2 x
a

xx

a
xxaa





  

имеет хотя бы одно решение. (МГУ) 

Ответ: 
16

1
. 

19.3.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых для любого значения  х  
выполняется неравенство  
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3coscossin2sin3 22  axxxax . (МГУ, 

1988) 
Ответ:  0;4,2 . 
19.4. Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых для любого значения  х  
выполняется неравенство  

62cos5cossin)1(2sin 22  axxxax . 

(МГУ, 1988) 

Ответ: 





5

29
;1 . 

19.5.  При каких значениях параметров  а  и  b 
система неравенств  









01

1sin
2 axx

bxa
  имеет единственное решение? 

(МГУ, 1994) 

Ответ: ;,2
2

,2 Zkkba  
  

.,2 Rba   
 
20. Инвариантность 

 
* Инвариантность в математическом смысле — 
неизменность какой-либо величины по 
отношению к некоторым преобразованиям. 
* Инварианты (от лат. invarians, родительный 
падеж invariantis — неизменяющийся), числа, 
алгебраические выражения и т. п., связанные с 
каким-либо математическим объектом и 
остающиеся неизменными при определенных 
преобразованиях этого объекта или системы 
отсчёта, в которой описывается объект. 
 
20.1.   Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение 

 
12

12

12 2 



aa
x

x

x

 

имеет нечетное число решений. (МГУ, 1999) 
Ответ:  1a  или  1a . 
20.2.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых система  

   










0)4(

85625625
2 yax

yya
xx

 

 имеет единственное  решение. (МГУ, 2007) 
Ответ:  .4;2  
20.3.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых система  











1

3543523
22

2

yx

ayxyy

 

 имеет единственное  решение. (МГУ, 1987) 

Ответ:  
3

4
a . 

20.4.  Найдите все значения  а, при которых   
система  











1

2
22

2

yx

axyxx

 

имеет  только одно решение. (МГУ, 1966) 
Ответ:  0a . 
20.5.  Найдите все значения  а  и  b, при которых   
система  















4222

2

zyx

bzxyz

azxyz

 

имеет  только одно решение. (МГУ, 1966) 
Ответ:  2 ba . 
20.6.  (2010) Найдите все значения  а, при 
каждом из которых   система  











12449

711
22 xaxy

yx
(1) 

имеет  ровно четыре различных решения. (МГУ, 
1986) 

Ответ: 
4

1
;

32

1
 aa . 

20.7.   Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых   система неравенств 











ayx

axy

2

2
2

2

 

имеет  единственное решение. (МГУ, 1984) 

Ответ: 
8

1
a . 

20.8.  (2010) Найдите все значения  p, при 
каждом из которых найдется  q  такое, что 
система  











pxqy

yx 122

 

имеет единственное решение. 
Ответ: 1,1  pp . 
20.9.  (2010) Найдите все значения  p, при 
каждом из которых для любого  q  система  











pxqy

yx 122

 

имеет  решения. 
Ответ: .11  p  
 
 
21. Функции 
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21.1.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых множество значений 
функции  

1

1
)(

2

2





xx

axx
xf   лежит на интервале )3;3( . 

Ответ: )1;5(  
21.2.  Найдите все значения параметра  р, при 
каждом из которых множество значений 
функции  

75

3
)(

2 



xx

px
xf   содержит полуинтервал 

 3;1 . Определите при каждом таком  р  
множество значений функции  ).(xf  (МГУ, 
1999) 
Ответ:  3;1;9 p . 
21.3.  Найдите все действительные значения   с, 
для которых все числа из области значений 
функции  

232

1
)(

2

2





xx

cxx
xf   принадлежат интервалу 

)2;1( . (МГУ, 1998) 

Ответ:  1526;323  . 
21.4.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых функция   

axxxxxf  1
2

3
4)( 22  

принимает  
1) только неотрицательные значения; 
2) как положительные, так и отрицательные 
значения. 

Ответ: 1) ;
32

57
a  2) .

32

57
a  

21.5.  Найдите  значения   а,  при которых 
наибольшее значение функции  

43)35(2)( 22  aaaxxxf   на отрезке с 
концами в точках  1a   и   –4  минимально. 
Укажите это значение. (МГУ, 2006) 
Ответ: 4;5  . 
21.6.  (2010) Найдите все такие значения  а, для 
которых наименьшее значение функции  

1)1()1(2  xaaxax   меньше 2. 

Ответ:  2; . 
21.7.  (2010) Найдите все такие  а, что 
наименьшее значение функции  

324)( 2  xxaxxf   меньше 4. 

Ответ: .)2;0()2;4(   
21.8.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых функция  

xa

ax
xf

sin24

sin4
)(




   принимает все значения из 

отрезка   1;0 . (МГУ, 2005) 

Ответ: 20  a . 

 
 

Функционально-графические методы 
 

Координатная плоскость хОу 
 

22. Параллельный перенос (вдоль оси  у) 
 

22.1. При каких значениях параметра  а  
уравнение  12  xax  имеет ровно три 

корня? 
Ответ:  5,0a  или  .1a  
22.2.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых уравнение  axax  222  

имеет ровно три различных решений. 
Ответ: .5,0;2   
22.3.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых функция  

axaxxf  222)(  

имеет ровно три нуля функции. 
Ответ: .5,0;2   
22.4.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых функция  

axaxxf  222)(  

имеет две различных точки перемены знака. 

Ответ: .
2

1
;2 



   

22.5. Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение  xax 3105    имеет 

ровно три различные решения. Для каждого 
полученного значения   а  найдите все эти 
решения. 
Ответ: при  10a   решения  ;5,2x   ;0x  

;10x при 6a  решения  ;2x  ;5,0x  .8x  
22.6.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых график функции  

axxxxf  32)( 22    

пересекает ось абсцисс более чем в двух 
различных точках. 
Ответ: (–3,5;1). 
22.7.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых график функции  

axxxxxf  4523)( 22    
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пересекает ось абсцисс менее чем в трех 
различных точках. 
Ответ:     ;02; . 
22.8. При каких значениях параметра а  
уравнение axx 1  имеет единственное 
решение? 
Ответ: 25,1a  или .1a  
22.9. При каких значениях  а  неравенство 

xax  21  имеет решение? 

Ответ: 2a . 
22.10.  При каких значениях  с  уравнение  

xcx  216  
имеет единственное решение? (МГУ, 2007) 
Ответ:    4;424  . 
22.11. Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых система уравнений  








ayx

yx 122

 

имеет единственное решение. 

Ответ: 2a . 
22.12. Найдите значения параметра  а, при 

которых система  






axy

yx ,122

 имеет ровно два 

различных решения. 
Ответ:    .1;12 a  
22.13. При каких значениях параметра  а 

система уравнений  






axy

yx ,222

 имеет ровно 

три различные решения? 

Ответ: при .2a  
 
 
 
 
 
23. Параллельный перенос (вдоль оси  х) 

 
23.1. При каких значениях  b  уравнение  

3 xbx  имеет единственное решение? 
Ответ: .3;75,2  bb  
23.2.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых уравнение  

312  xax  

имеет ровно один корень. 
Ответ: 8;4  . 

23.3.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых уравнение  

axx  231  

имеет ровно один корень. 
Ответ: 8;4  . 
23.4. При каком значении параметра  а  система 
уравнений  








4)(

053
22 yax

yx
 

имеет три различных решения? 
Ответ:  .7a  
23.5. (2010) Найдите все значения a, при каждом 
из которых решения неравенства  

312  xax  образуют отрезок длины 1. 

Ответ: .
2

19
,

2

5
 aa  

23.6. (2010) Найдите все значения a, при каждом 
из которых решения неравенства  

423  xax  образуют отрезок длины 1.  

Ответ: .22,2  aa  
23.7. (2010) Найдите все значения a, при каждом 
из которых множеством решений неравенства    

23  axx  является отрезок.  

Ответ:  .5;
4

5
)1;1( 





  

23.8.  Найдите все значения a, при каждом из 
которых множеством решений неравенства    

35  axx  является отрезок.  

Ответ:  ).4;2(
4

9
;8 




   

23.9.  Найдите все значения a, при которых  
уравнение  

222 21386 xaaxxxa   имеет 
ровно одно решение. (МГУ, 1994) 
Ответ:     4;33;2  . 

 
 
24. Поворот  

 
24.1. Сколько решений в зависимости от 
параметра а имеет уравнение 12  axx ? 

Ответ: если  1;5,0a , то нет решений; если 

      ;15.01;a  - одно решение; при 

 5.0;1a  - два решения. 
24.2.  Сколько решений в зависимости от 
параметра b имеет уравнение  24  bxx ? 
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Ответ: нет решений при  ;5,0;1b  одно 

решение при      ;;15,01; b два 

решения при  .1;5,0b  
24.3.  Найдите значения параметра  а, при 
котором  уравнение  axxx  652  имеет 

ровно три различных решения. 
Ответ: .625   
24.4.  Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение )1(342  xaxx  имеет 

два различных корня. Указать эти корни. 
Ответ:      0;22; a   

.3,1  axx  
24.5. Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение  

)4(52  xaxx  

имеет  ровно три различных корня. (МГУ, 2004) 
Ответ: .1;0  
24.6. При каких значениях параметра  а  
уравнение  12  xax  имеет единственное 

решение? Найдите это решение. 
Ответ: при 11  a  уравнение имеет 

единственное решение,  
1

2





a

a
x . 

24.7.   При каких значениях параметра  а  
уравнение  13  xxb  имеет единственное 

решение? Найдите это решение. 
Ответ: при 11  b  уравнение имеет 

единственное решение,  
1

13





b

b
x . 

24.8.  Выясните, при каких значениях  а  
уравнение  :312  xax       () 

а) имеет единственный корень и найти его; 
б) имеет ровно два корня и найти их; 
в) имеет бесконечное множество корней. 
Ответ: а) 1a , ;1x  б) 1a , 11 x , 

;
1

5
2 




a

a
x  в) 1a  и .1a  

24.9. При каких значениях параметра а  
уравнение  726  axx  имеет единственное 
решение? 
Ответ:   0;5,3a ; .1a  
24.10.  Найдите все значения  а, при которых 
уравнение  379  aaxx  имеет 
единственное решение. 

Ответ: .
4

1
,

16

3
0  aa  

24.11. При каких значениях параметра  а  
система  








2

2

yx

axay
 

имеет наибольшее число решений? 
Ответ: 2;2 . 
24.12. При каких значениях параметра  а  
уравнение  012  xax  имеет три решения? 

Ответ: при .
4

1
a  

24.13.  Определите, при каких значениях 
параметра  b  при любых значениях параметра  а  
система уравнений 








0

046522

abaxy

yxyx
 

имеет  ровно два различных решения );( yx . 
(МГУ, 2006) 
Ответ: )1;4(  . 
24.14. Найдите все значения  а, для которых при 
каждом  х  из промежутка   8;4  значение 

выражения  8log 2
2 x  не равно значению 

выражения .log)12( 2 xa   

Ответ: 
3

2
,

2

1
 aa . 

 
25. Гомотетия 

 
25.1. При каких действительных значениях 
параметра  а  система  







ayx

yx
22

1223
 

имеет наибольшее число решений? 

Ответ:  .16;
13

144






a  

25.2.  При каких значениях параметра  а  
система 








ayx

xy
22

2 4
 

имеет ровно два решения? 
Ответ: .4a  
25.3. При каких значениях параметра  а  система  








ayx

yx
22

4
 

имеет решение?  

Ответ: .22a  
25.4. Сколько решений имеет система 
уравнений  
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





ayx

yx 122

 

в зависимости от значений параметра  а?  

Ответ: если 1a  или 2a , то нет решений; 

если 1a  или 2a , то решений четыре; если  
,21  a  то решений восемь. 

25.5. Найдите все значения  а, при которых 
система уравнений  










222

2222 1012361664

ayx

yyxxyx  

имеет единственное решение. 

Ответ:  ,68  a  ,
5

24
a  .86  a  

25.6. Найдите все значения параметра  а, при 
которых система уравнений  








xyx

xy

2

,0258
2

 

имеет единственное решение, удовлетворяющее 
условию  .222 ayx   

Ответ:    .;525,1525,1;   
25.7. Найдите все значения параметра  а, при 
которых количество корней уравнения  

02)5,2( 23  xxxa  равно количеству общих 

точек линий  ayx  22   и .13  xy  

Ответ:  .10;8;5,2  
25.8.  При каких значениях  а существует 
единственное решение системы  

 










?)4()3(

4
22

22

ayx

yx
 (МГУ, 2008) 

Ответ: 9; 49. 
 
 

 
 
 
 
 

Координатная плоскость аОх 
 

26. Уравнения 
 

26.1. Найдите число различных решений 
уравнения  axx  322   в зависимости от 

параметра  а. 

Ответ: нет решений, если ;0a  два решения, 
если 0a  или ;4a  три решения, если ;4a  
четыре решения, если .40  a  
26.2.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых уравнение  

    02114 2  xaxxa  

имеет ровно три различных корня. 
Ответ: 1a . 
26.3.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых график функции  

axxxxf  32)( 22    

пересекает ось абсцисс более чем в двух 
различных точках. 
Ответ: (–3,5;1). 
26.4.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых график функции  

axxxxxf  4523)( 22    

пересекает ось абсцисс менее чем в трех 
различных точках. 
Ответ:     ;02; . 
26.5.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых уравнение  

axxxx  5686 22  

имеет ровно три корня. 
Ответ: 5a . 
26.6.  Найдите все значения параметра  с, при 
которых уравнение  

 cxxxxxx  4232 222  

имеет ровно три различных решения. (МГУ, 
1992) 

Ответ: 
4

19
;4 . 

26.7. Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение 22 2334 aaxx   имеет 

ровно три различных корня. 
Ответ: 5,0a  или  1a . 
26.8.  При каких значениях а  число корней 
уравнения  axx  782  равно  а? 

Ответ: 7. 
26.9.  При каких значениях  а  уравнение 

0loglog2 3
2
3  axx  имеет четыре 

различных корня? 

Ответ: .
8

1
;0 





  

26.10. Найдите все значения  p, при которых 
уравнение   xtgpx 21cos27   имеет хотя бы 
один корень. 
Ответ:  9;0 . 
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26.11.  При каких значениях параметра а  
уравнение axx 1  имеет единственное 
решение? 
Ответ: 25,1a  или .1a  
 
 
 

27.  Неравенства (метод областей) 
 
27.1.   Найдите все значения  а, при которых  
неравенство  

  14log 2 xa  выполняется для всех значений  

х.  (МГУ, 2005) 
Ответ:   4;1 . 
27.2.  Найдите все значения  а, при которых 
неравенство  0)3)(3(  axax  выполняется 
при всех х, таких, что .31  x  

Ответ: .
3

1
;0 





  

27.3.  При каких  а  из неравенства 10  x  
следует неравенство 022  ax ? 
Ответ:     ;11; . 
27.4.  При каких значениях параметра  а  
система неравенств  








04

02
2

2

axx

axx
 

имеет единственное решение? 
Ответ: 1a  или  .4a  
27.5.  Найдите все значения  а, для которых при 
каждом  х  из промежутка   2;1  выполняется 

неравенство  .0
12





ax

ax
 

Ответ:  .1;5,0  
27.6.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых общие решения неравенств 

122  axx  и axx 4142   образуют на 
числовой оси отрезок длины единица. 

Ответ: 
4

1
a  или  .1a  

27.7.   Найдите все значения параметра  р, при 
каждом из которых множество всех решений 
неравенства 

0)2)(( 2  xpxp  
не содержит ни одного решения неравенства  

.12 x  (МГУ, 1987) 
Ответ: 3,0  pp . 
27.8.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых общие решения неравенств 

axy  2  и  axy 2  являются решениями 
неравенства 32  axy . 

Ответ: 
8

9
a . 

 
Указания и решения 

 
1. Линейные уравнения  
 
1.1.  При каких значениях параметра  b 
уравнение  

   332329 242  bbxbbbx  
не имеет корней? (МГУ, 2002) 
Решение. Данное уравнение является линейным 
относительно неизвестной  х. 

      .3232319 234  bbbxb  
Линейное уравнение не имеет корней тогда и 
только тогда, когда  

   









.0323231

09
23

4

bbb

b
 

Первое уравнение этой системы имеет два 
корня:  ,31 b  .32 b  Подстановка 
показывает, что второму условию удовлетворяет 
только .31 b  

Ответ:  .3b  
 
2. Квадратные уравнения 
 
2.1.  (2010) Найдите все такие целые  а  и  b, для 
которых один из корней уравнения  

0123 22  bxaxx  
равен  31 . 
Решение. Подставим в уравнение 

.31x Получим равенство 

,03)26()424(  baba  которое 
выполняется   (а  и  b – целые) при условии  







026

0424

ba

ba
 

Решая систему уравнений, находим 
.12,9  ba  При этих значениях квадратное 

уравнение 0222  xx  имеет корни 
.31x  

Ответ: .12,9  ba  
2.2.  При каких значениях параметра  а  
уравнение  

0232)13( 2  aaxxa  
имеет два действительных различных корня?  
(МГУ, 1980) 
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Решение. 1) Если 013 a  т.е.  ,
3

1
a  то 

получаем уравнение ,01
3

2
x  которое имеет 

один корень. 

2) При 
3

1
a  получаем квадратное уравнение, 

которое имеет два действительных различных 
корня тогда и только тогда, когда его 
дискриминант положителен: 

.0)23)(13(0
4

2  aaa
D

 Решая это 

неравенство при условии 
3

1
a , получаем ответ. 

Ответ:  .
16

179
;

3

1

3

1
;

16

179







 







 
 

2.4.  При каких значениях параметра  а  
уравнение   

0
5

122 




a

a
xx  

не имеет решений? (МГУ, 2004) 
Решение. Квадратное уравнение не имеет 
решений тогда и только тогда, когда его 

дискриминант отрицателен: .0
5
7

9

0 





a

a
D  

Решая это неравенство методом интервалов, 
получаем ответ. 
Замечание. При  5a  дробь не определена, 
поэтому и уравнение не определено, и не имеет 
смысла говорить о решениях уравнения. 

Ответ: 





  ;

7

9
)5;( . 

2.5.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых среди корней уравнения  

01)4(2  axaax  
имеется ровно один отрицательный. (МГУ, 
2007) 
Решение. 1) Пусть  ,0a  тогда получаем 
линейное уравнение  ,014 x  которое имеет 

единственный отрицательный корень  .
4

1
x  

2) При 0a  получаем квадратное уравнение, 
дискриминант которого равен  

.1643)1(4)4( 22  aaaaaD  

а) Уравнение имеет ровно один корень, т.е. 

.0D Отсюда  .
3

1322 
a  Так как корень 

,0
2

4





a

a
x  то остается  .

3

1322 
a  

б)  Уравнение имеет корни разных знаков. В 
этом случае свободный член приведенного 
уравнения отрицателен (дискриминант будет 

положительным): .010
1




a
a

a
 

в) Один из корней равен нулю, т.е. 
.101  aa  Квадратное уравнение 

принимает вид  ,032  xx  и имеет корни  
,0x  .3x  Значение  1a  не удовлетворяет 

условию задачи. 

Ответ:    .
3

1322
0;1







 

  

2.6.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых уравнение   

  0)12)(12(552  aaxaax  

имеет два различных отрицательных корня. 
Решение. Используя теорему Виета, запишем 
условия существования двух различных 
отрицательных корней для квадратного 
уравнения: 














.0

0

0

21

21

D

xx

xx

   

Рассмотрим первые два неравенства 









.055

0)12)(12(

aa

aa
       









.0)5()5(

0)12)(12(
22 aa

aa
   








.0102

0)12)(12(

a

aa
  

  .12a  
Теперь рассмотрим дискриминант  с учетом 

.12a   

  ,0)12)(12(455
2  aaaa   

,0)12)(12(410 2  aa  ,251442 a  

,1692 a  .1313  a  Так как  ,12a  то 
получаем  .1213  a  
Ответ: (–13; –12). 
2.8. При каких значениях параметра  а   сумма S 
квадратов корней уравнения  

03422 22  aaaxx  
является наибольшей? Чему равна эта сумма? 
(МГУ, 1992) 



16 
 

Указание.  Сумма квадратов корней данного 
уравнения в силу теоремы Виета равна  

  ,682 21
2

21
2
2

2
1  axxxxxx  причем  

значение  а  должно удовлетворять условию 
существованию корней, т.е.  

.034
4

2  aa
D

 Отсюда  значения  

 .1;3 a Далее рассмотреть линейную 
(убывающую) функцию 68)(  aaf на 

отрезке  .1;3   
Ответ:  .18,3  Sa  
2.9.  Найдите все значения  а, при которых 
уравнение   

054)74(2  axaax  

имеет в точности один корень на отрезке  .0;4  
(МФТИ, 2003) 
Решение.  1) Пусть  ,0a  тогда получаем 
линейное уравнение  ,057  x  которое имеет 

единственный  корень  ,
7

5
x  причем  

 .0;4
7

5
  

2) При 0a  получаем квадратное уравнение, 
дискриминант которого равен  

.4936)54(4)74( 2  aaaaD  
а) Уравнение имеет ровно один корень, т.е. 

.0D Отсюда  .
36

49
a  Так как корень 

,0
49

28

2

74





a

a
x  то значение  

36

49
a  не 

удовлетворяет условию задачи. 
б)  Квадратное уравнение  имеет один корень 
внутри интервала  );( Mm , а другой расположен 
вне этого интервала тогда и только тогда, когда 

0)()(  Mfmf ,  где 

.54)74()( 2  axaaxxf  Имеем 
неравенство 0)0()4(  ff ,  

,0)54)(234(  aa   .
4

5

4

23
 a При этом 

0a . 

в) Пусть  0)4( f , т.е. .
4

23
0234  aa  

Квадратное уравнение принимает вид  
,011212023 2  xx  и имеет корни  ,4x  

,
23

28
x  которые принадлежат отрезку  .0;4   

Значение  
4

23
a  не удовлетворяет условию 

задачи. 

г) Пусть  0)0( f , т.е. .
4

5
054  aa  

Квадратное уравнение принимает вид  

,085 2  xx  и имеет корни  ,0x  .
5

8
x  

Значение  
4

5
a   удовлетворяет условию 

задачи. 
С учетом первого случая окончательно 
получаем ответ. 

Ответ:  .
4

5
;

4

23





  

2.10.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых все корни уравнения  

  0)4(11233 232  aaxaaax  

удовлетворяют неравенству  1x . 

Решение. 1) Пусть  ,03 a  т.е. ,0a  тогда 
получаем линейное уравнение  ,0 x  которое 
имеет единственный  корень  ,0x  причем  

 .1;10   Значение  0a   удовлетворяет 
условию задачи. 
2) При 0a  получаем квадратное уравнение, 
дискриминант которого равен  

   )4(121123 2223 aaaaD  

,)13(12)13( 22  ttt   где  .4 23 aat   
Тогда найдем корни  

,4
6

)13()13( 2aa
a

t

a

tt
x 





  

.
3

1

6

)13()13(

aa

tt
x 


  Теперь поставим 

условия для корней: 











1
3

1
1

141 2

a

aa
   Решите систему 

самостоятельно.   
Ответ:    52;320  . 
2.11.  Найдите все значения параметра  a, при 
каждом из которых расстояние между корнями 
уравнения   03)22(2  axaax  больше 1. 
(МГУ, 2001) 
Решение.  1) Пусть  ,0a  тогда получаем 
линейное уравнение  ,032 x  которое имеет 
единственный  корень. 
2) При 0a  получаем квадратное уравнение, 

для которого  .1)3()1(
4

2 aaaa
D

  
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При условии  ,01  a  т.е. 1a  ( 0a )  имеем 

два корня  
a

aa
x




1)1(
1   и  

.
1)1(

2 a

aa
x


  Согласно условию задачи  

,121  xx   ,1
12




a

a
  ,1

12



a

a
 

,12 aa    ,)1(4 2aa   ,0442  aa  

.222222  x  С учетом условий 
1a  ( 0a )  получаем ответ. 

Ответ:    222;00;222  . 
2.12.  Найдите все значения  a, при каждом из 
которых уравнения   016)12( 2  axxa  и 

012  xax  имеют общий корень. (МГУ, 
2000) 
Решение.  Вычитая из первого уравнения 
второе, получаем 0)16()1( 2  xaxa . 
Отсюда 0x  или  .0)16()1(  axa  Оба 
уравнения не могут иметь корень 0x . 
Значение  1a  не удовлетворяет равенству 

.0)16()1(  axa  При 1a  находим корень  

.
1

16

a

a
x




  Это значение подставим во второе 

исходное уравнение:  

,01
1

16

1

16
2

















a

a

a

a
a  

.061936 23  aaa  Отсюда имеем  ,0a   

,
9

2
a  .

4

3
a  

При каждом из этих значений оба исходных 
уравнения имеют общий корень (покажите). 

Ответ: .
9

2
;0;

4

3
  

2.13.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых система  











ayx

axy
2

2

 

имеет ровно два решения. 
Решение. Исключая  параметр из системы, 
получаем уравнение  .0)1)((  xyxy  
Отсюда xy    или  .1 xy  
Пусть  xy  , тогда из системы имеем 

квадратное уравнение  ,02  axx  

дискриминант которого равен  .411 aD   

Если  ,1 xy  то из системы имеем 

квадратное уравнение  012  axx , которое  
имеет дискриминант .432 aD   
Рассмотрим разные случаи для дискриминантов. 

1) 







0

0

2

1

D

D
    








043

041

a

a
   

4

1

4

3
 a . 

2) 







0

0

2

1

D

D
    








043

041

a

a
  

Система неравенств не имеет решений. 

3) 







0

0

2

1

D

D
    








043

041

a

a
  

Система не имеет решений. 

4) 







0

0

2

1

D

D
    








043

041

a

a
   

4

3
a . 

Первое уравнение 0
4

32  xx  имеет корни 

2

3
  и .

2

1
 Второе уравнение  0

4

12  xx  

имеет один корень  .
2

1
x  

5) 







0

0

2

1

D

D
    








043

041

a

a
  

Система не имеет решений. 

6) 







0

0

2

1

D

D
 

В этом случае выше приведенные квадратные 
уравнения не имеют общих корней (докажите, 
приравнивая корни). Тогда исходная система 
имеет четыре различных решения. 

7) Случай  1 xx ,  т.е.  
2

1
x , приводит к 

значениям  
2

1
y   и  .

4

3
a  Тогда 

получаем одно уравнение  ,0
4

32  xx  

которое имеет корни 
2

3
  и .

2

1
 

Ответ: 
4

1

4

3
 a . 

2.14.  Найдите все значения параметра  a, при 
каждом из которых система уравнений 











012

0
2

3

xyyx

yxaxy
 

имеет единственное решение. (МГУ, 1988) 
Решение. Второе уравнение исходной системы 
можно переписать в виде  ,0)1()2(  xxy  
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откуда следует, что эта система ни при каком 
значении параметра  а  не имеет решений с 
условием  .2x Поэтому исходная система 
уравнений равносильна системе 

















2

1

0
2

3
)1(

x

x
y

xyax
      














2

1

08)92()22( 2

x

x
y

xaxa
   

Найдем все значения параметра  а, при которых 
первое уравнение последней системы имеет 
решение  .2x  Для таких значений  а должно 
выполняться равенство  

,08)2)(92()2)(22( 2  aa  откуда 

находим, что  .
2

1
a  

При  
2

1
a  первое уравнение системы 

перепишется в виде  .08103 2  xx  
Это уравнение имеет два корня  21 x  и  

.
3

4
2 x  Второму из них соответствует 

значение  .
2

1
2 y  Для 21 x   

соответствующего значения  у  не существует. 

Итак, при 
2

1
a  исходная система имеет 

единственное решение  ,
2

1
;

3

4






  и это значение  

а  отвечает условию задачи.  
При 1a  первое уравнение системы 
перепишется в виде  .087  x  Оно имеет 
единственное решение  

,
7

8
x соответствующее значение  у  равно .

6

1
 

Итак, при 1a исходная система уравнений 

имеет единственное решение  ,
6

1
;

7

8






  и это 

значение  а  отвечает условию задачи. 
При 1a  первое уравнение системы есть 
квадратное уравнение с дискриминантом  
 .17284)22(84)92( 22  aaaaD  
Если  ,0D  то первое уравнение системы, а 
значит, и исходная система, не имеют решений.  

Если  0D  и   
2

1
a ,  то первое уравнение 

системы имеет два решения, отличных от )2( . 

Следовательно, система имеет два решения. Эти 
значения  а  не удовлетворяют условию задачи. 
Равенство  017284 2  aaD  выполняется 

для  .
2

247 
a  Оба эти значения отличны 

от  .
2

1






  Следовательно, при  

2

247 
a  

первое уравнение системы, а вместе с ним и 
система, имеют по одному решению.  

Ответ: .
2

247
;

2

1
;1


  

 
 

3. Уравнения высшей степени 
 

3.1.  Число 3x  - один из корней уравнения  
,022  bxax  где .0a  Найдите 

действительные корни уравнения  
.0224  bxax  (МГУ, 1993) 

Указание. Для корней биквадратного уравнения 
получаем, что либо ,31

2  xx  либо 

.0
3

2
2

2 
a

xx  

Ответ: .3  
3.2.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение  

   
222 4)2(2 aaxax  

  0284)2(2)5( 222  aaaaxaxa  
имеет  а) единственное решение; б) ровно два 
различных решения. (МГУ, 2002) 
Решение. Обозначим  

,4)2(2)( 22 aaxaxxfy  тогда 
уравнение принимает вид  

.028)5()( 22  aayayyg Квадратный 
трехчлен )4)(()(  axaxxf  принимает в 
одной точке значение  ,4)2(  af  а 
остальные свои значения (большие  4 ) – по 
два раза. Поэтому уравнение имеет 
единственный корень тогда и только тогда, 
когда: 

1) 






4

0)4(

вy

g
   














4
2

5

028)5(416 2

a

aaa
 

  ,22 a  
а ровно два корня – в следующих случаях: 
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2) 421  yy    







4

0

вy

D
 















4
2

5

0)28(4)5( 22

a

aaa
   ;1a  

3) 21 4 yy     0)4( g    










22

22

a

a
 

Ответ:  а) ;22    б) 

     .;22122;   
3.3.  При каких значениях параметра  a  

уравнение     2242 22222  xxaaxx   
имеет ровно 3 различных решения? (МГУ, 1996) 
Указание. Положив  ,22  xxu  приводим 

уравнение к виду    ,4 2222 xaau   что 
равносильно совокупности двух уравнений  

,22 axau    ,22 axau   или совокупности  











02)12(

02)12(
22

22

axax

axax
 

Совокупность двух квадратных уравнений 
может иметь три корня в трех случаях: когда 
одно из них имеет два корня, а другое – один, не 
совпадающий ни с одним из корней первого; 
или когда каждое из них имеет два корня, 
причем один из них является общим для обоих 
уравнений. 

Ответ: .
4

151
;2


 aa  

3.4.   Найдите все значения параметра  a, при 
которых уравнение  

01)1()12()1( 234  xaxaxax  
на промежутке )1;(   имеет не менее двух 
корней. (МГУ, 2008) 
Решение. Приведем уравнение к виду  

0)12(
1

)1(2
1

2







 






  a

x
xa

x
x    

,032)1(2  ayay  где функция  

x
xxfy

1
)(    возрастает на промежутке 

)1;(   от     до  .0)1( f  
Поэтому исходное уравнении имеет не менее 
двух корней на промежутке  )1;(   тогда и 
только тогда, когда полученное уравнение имеет 
два корня  ),0;(2,1 y  т.е. когда  














0)32(4)1(

032

01

2 aa

a

a

      













203

0

1

2,1

21

a

aaaa

a

 

  203 a . 

Ответ: 203 a . 
3.6.  Найдите все значения параметра  a,  при 
каждом из которых система  уравнений 

   







333 )2(2

3)2(

xayxa

ayxa
 

имеет не более двух решений. (МГУ, 2001) 
Указание.  Преобразуем данную систему 
уравнений: 









ayax

ayax
33

     








0)1()1(

)1(
333 xaxa

xay
   

   







0)1(1)1(

0)1(
222 xaxxxa

xay
 

Второе уравнение последней системы приводит 
к рассмотрению трех случаев. 
а) .0a Тогда система имеет бесконечно много 
решений вида ),0;(t  где  .Rt  Таким образом, 
значение  0a  не является искомым.  
б) .1x  Система имеет решение  )0;1(  при 
любом а. 
в) Третий вариант сводится к  системе  









0)1(1

0)1(
222 xaxx

xay
   

   







01121

0)1(
2222 axaxa

xay
 

Заметим, что 1x  не удовлетворяет второму 
уравнению ни при каком значении параметра  а. 
Поэтому искомыми являются те и только те 
значения а, при которых система в) имеет не 
более одного решения. 
У этой системы уравнений при 12 a  есть 
единственное решение  );0( a . Если же 12 a  

),0( a  то квадратное (а с ним и система) имеет 
не более одного решения при условии, что 
дискриминант 

      ,01431412 22222  aaaD  что 

равносильно .
2

1
0  a  

Ответ:    .1
2

1
;00;

2

1
1 










  

3.7.  При каких значениях параметра  a  четыре 
корня уравнения    

0)10()3( 224  axax  
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являются последовательными членами 
арифметической прогрессии? (МГУ, 1993) 
Указание. Корни уравнения  024  qpxx  
образуют арифметическую прогрессию тогда и 
только тогда, когда уравнение  02  qptt  
имеет два различных положительных корня  

,21 tt   причем числа  2112 ,,, tttt   

образуют арифметическую прогрессию, т.е. при 
выполнении условий  ,2 112 ttt   

,21 ptt    ,21 qtt   иначе говоря, при ,9 12 tt   

,
101

p
t    .

10

9
2

p
t   Наконец,  .

100

9 2

q
p

  В 

нашем случае  ,3 ap  ,)10( 2 aq  так что  а  
удовлетворяет уравнению  :)3( a  

,10
10

)3(3



a

a
 имеющему корни  

.
7

109
;7 21  aa  

Ответ: .
7

109
;7   

3.8.  Найдите все значения параметра  a, при 
которых уравнение    

0)7(4)1(2525 35  xaxax  
имеет ровно 5 различных решений, а сами 
решения, упорядоченные по возрастанию, 
образуют арифметическую прогрессию.  (МГУ, 
2003) 
Указание. Один из корней данного уравнения  

.0x  Остальные корни находятся из 
биквадратного уравнения 

.0)7(4)1(2525 24  axax Это равнение 
имеет 4 различных решения тогда и только 
тогда, когда полученное из него заменой  2xt   
квадратное уравнение 

0)7(4)1(2525 2  atat  имеет два 
различных положительных корня. Пусть 

210 tt   - эти корни. Из условия следует 

равенство ,112 ttt   т.е.  .4 12 tt   По 

теореме Виета  ,121  att   ).7(
25

4
21 att   

Осталось решить полученную систему. 
Ответ: .2  
3.9.  Определите все значения параметра  a, при 
каждом из которых три различных корня 
уравнения    

0648)9( 223  axxaax  
образуют  геометрическую прогрессию. 
Найдите эти корни. (МГУ, 2003) 

Указание. Если  321 ,, xxx  корни уравнения 

третьей степени, то по теореме Виета 
,64321 xxx  а так как ,21

2
2 xxx   то .643

2 x  

Ответ: .8,4,2;7 321  xxxa  

3.10.  При каких значениях параметра  a  
система 










2

2344

3

082923)1(

xay

aaaayaax
 

имеет ровно три различных решения? (МГУ, 
1998) 
Указание. Пусть  .2xz   Рассмотрим уравнение  

.0)4)(2)(1)(1()3)(1(2  aaaazaaz  
Система имеет три решения, если это уравнение 
имеет корни  .0,0 21  zz  Но тогда  

0)4)(2)(1)(1(  aaaa ;   .0)3)(1(  aa  
Ответ: .2a  
 
 

4. Уравнения с модулем 
 

4.1.  При каких значениях а  уравнение  
 011)1(2 2  xxa  

имеет четыре различных решения? (МГУ, 1994) 
Указание. Уравнение имеет четыре различных 
корня относительно  х, если это же уравнение 
как квадратное относительно  1 xy  имеет 

два различных положительных корня, т.е. когда  
081  aD   и  .02 a  

Ответ: 
8

1
0  a . 

4.2.  При каких значениях параметра  а  
уравнение  

 035292 2  xaax  

не имеет решений? При каких значениях 
параметра  а  все решения этого уравнения 
принадлежат отрезку   ?63;30   (МГУ, 2003) 
Указание. Функция  

 xaaxxf 35292)( 2  












axеслиaax

axеслиaax

9,352183

9,35218
2

2

 

линейно убывает на промежутке   ,9; a  

линейно возрастает на промежутке   ;9a  и 
имеет в точке  9а  минимальное значение  

.3529)9( 2  aaaf  Уравнение 0)( xf  не 
имеет решений тогда и только тогда, когда 

0)9( af     03592 2  aa    .7
2

5
 a  
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Уравнение 0)( xf  имеет решения, причем все 

они принадлежат отрезку   63;30  тогда и 
только тогда, когда  

















0)63(

0)30(

0)9(

63930

f

f

af

a

  

Решите самостоятельно эту систему. 

Ответ:  7
2

5
;

2

2119
;7;

2

5


















 . 

4.3.  (2010) Найдите все значения а, при каждом 
из которых уравнение  1934  xaxxx  

имеет хотя бы один корень. (МГУ, 2005) 
Решение. Запишем уравнение в виде  

04319  xaxxx . 

Непрерывная функция  
xaxxxxf 4319)(  : 

1)  неограниченно возрастает при  ,1x  так как 
при любом раскрытии модулей имеем 

,3499)( mkxaxxxxxf   
где ;01449 k   
2) убывает при ,1x так как при любом 
раскрытии модулей имеем 

,3499)( mkxaxxxxxf   
где .09449 k  
Следовательно, 1x  - точка минимума 
функции  f, а область ее значений есть 
множество  .);1( f  Поэтому уравнение будет 
иметь корень тогда и только тогда, когда  

.0)1( f  
Решим это неравенство: 

;413  a  

;4314  a  

;71 a  

;717  a  
.68  a  

Ответ: .68  a  
 
 
Предполагаемые критерии: 

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно получен 
правильный ответ. 

4 

Получен верный ответ, но 
он недостаточно обоснован 
(например, не указано явно, 
что функция принимает все 

3 

значения из множества 
 );1(f ) или решение 
содержит ошибки.  
Верно рассмотрены 
отдельные случаи 
расположения, в результате 
чего получена часть верного 
ответа (возможно, другие 
случаи не рассмотрены или 
в них допущены ошибки).  

2 

Верно рассмотрены 
отдельные случаи, но не 
найдена никакая часть 
верного ответа. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, 
перечисленных выше. 

0 

 
 
4.7.  Найдите все значения параметра  с, при 
которых уравнение  

 cxxxxxx  4232 222  

имеет ровно три различных решения. (МГУ, 
1992) 
Указание. При  0x  и 2x  получаем 
уравнение  ,022  cxx  имеющее один 
корень, принадлежащий указанному множеству 
при ,40  c  и два корня при .4c   
При 10  x  приходим к уравнению 

,0232  cxx  имеющему в указанном 
промежутке один корень при 22  c   не 
имеющему корней, принадлежащих множеству  

10  x , при остальных  с.  
При 21  x  получаем уравнение 

.0293 2  cxx  Его корни в нужном 

промежутке: при 
4

19
c  - один корень и при 

4

19
4  c  - два корня, при остальных  с  все 

корн вне множества  21  x . Осталось 
подвести итог. 

Ответ: 
4

19
;4 . 

4.8.  Найдите все значения параметра  k, при 
которых уравнение  

 kxkkxx 43112 2   

а) не имеет решений;  б) имеет конечное 
непустое множество решений. (МГУ, 1992) 
Решение. Уравнение равносильно совокупности 
четырех систем 
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Ответ:  а) );0;23( б)   ;0)23;(  
4.9.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых все решения уравнения  

 042  xaax  

принадлежат отрезку   4;0 . (МГУ, 1984) 
Решение. На множестве ax   исходное 
уравнение можно переписать в виде 

,04)(2  xaxa  откуда .43  ax  Число 
43 a  лежит в области ax   тогда и только 

тогда, когда выполняется неравенство 
,43 aa   т.е. если .2a  

На множестве ax   исходное уравнение можно 
переписать в виде ,04)(2  xaax  откуда 

.
3

4


a
x  Число 

3

4a
 лежит в области ax   в 

случае, если ,
3

4
a

a



 т.е. если .2a  

Итак, при 2a  исходное уравнение имеет два 

решения  431  ax  и  ,
3

4
2




a
x  при 2a  

единственное решение 2x  и при 2a  
решений не имеет. 
Найдем теперь все значения 2a , такие, что 

43 a  и 
3

4a
 удовлетворяют условиям 

4430  a  и .4
3

4
0 




a
Решая эти 

неравенства получаем, что при 2
3

4
 a  оба 

корня принадлежат отрезку   4;0 . При 2a  

корень 2x  также принадлежит отрезку   4;0 .  

Ответ: 2
3

4
 a . 

4.10.  При каких значениях  b уравнение 
023)24( 22  bbxbx  имеет два 

различных решения? 
Решение. Пусть ,tx   где .0t  Тогда задачу 

можно переформулировать: при каких 
значениях  b  квадратное уравнение 

023)24( 22  bbtbt  имеет один 
положительный корень? 
По теореме, обратной теореме Виета найдем 
корни квадратного уравнения  ,1 bt   .232  bt  
Возможны три случая. 

1)  







0

0

2

1

t

t
    








023

0

b

b
   .

3

2
0  b  

2)  







0

0

2

1

t

t
    








023

0

b

b
   Нет решений. 

3)  







01

21

t

tt
    








0

23

b

bb
   .1b  

Ответ: 1;
3

2
0  bb . 

4.11.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых уравнение   

2)21(11 axxaax   

имеет единственный корень. 
Решение. 1) Пусть ,01  ax  тогда уравнение 
перепишем в виде .0)1(  axax  
Если ,0a  то  уравнение имеет один корень 

,0x  причем выполняется условие .01  ax  
Если ,0a  то  уравнение имеет два корня 0x  

или 
a

a
x

1
 . Подставим значение второго 

корня в неравенство ,01  ax  получим  .2a  
Корни совпадают при .1a  
Таким образом, в первом случае исходное 
уравнение имеет единственный корень при 
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0a  или  1a ; два корня – при 
     2;11;00; a ; не  имеет решений при 

.2a  
2) Пусть ,01  ax  тогда уравнение примет вид 

.02)31(2  xaax Чтобы исходное 
уравнение имело единственный корень (в 
совокупности из двух случаев), во втором 
случае достаточно проверить значения 0a ,  

1a  и  .2a  
Значение 0a  не удовлетворяет условию 

,01  ax  значит, удовлетворяет условию 
задачи. При 1a  получаем квадратное 
уравнение  ,0222  xx  которое не имеет 
корней. Значит, 1a  также удовлетворяет 
условию задачи. 
Квадратное уравнение 02)31(2  xaax  

имеет дискриминант .1149 2  aaD  Функция  
1149)( 2  aaaf  при 2a  возрастает и 

принимает положительные значения. Значит, 
исходное уравнение при 2a  имеет два корня. 
Ответ: 0; 1. 
4.12.  Сколько решений в зависимости от 
параметра а имеет уравнение 12  axx ? 

Решение. Рассмотрим два случая. 
1) Пусть ,02 x  т.е. 2x . Тогда данное 
уравнение принимает вид: ,12  axx  

.1)1(  ax  Последнее уравнение при 1a  
решений не имеет, а при 1a  имеет 

единственный корень .
1

1




a
x  Найдем те 

значения параметра  а, при которых для корня 
выполняется условие 2x : 

2
1

1


a
  0

1

12





a

a
  







.1

5,0

a

a
 

   Следовательно, в первом случае исходное 
уравнение имеет одно решение при всех 
значениях     ;15,0;a  и не имеет 

решений при  .1;5,0a  
2) Если ,2x  то будем иметь уравнение 

12  axx  или .3)1(  ax  При 1a  
последнее уравнение не имеет корней, а при 

1a  - единственное решение  
a

x



1

3
, 

которое должно удовлетворять условию 2x : 

2
1

3





a
  0

1

12





a

a
  .5,01  a  

   Таким образом, во втором случае заданное 
уравнение при всех значениях )5,0;1(a  имеет 

одно решение, а при     ;5,01;a  
решений не имеет. 
   Сравнивая результаты, найденные в двух 
случаях, получаем ответ. 
 

 
 
Ответ: если  1;5,0a , то нет решений; если 

      ;15.01;a  - одно решение; при 

 5.0;1a  - два решения. 
4.13. При каких значениях параметра  а  
уравнение  12  xax  имеет единственное 

решение? Найдите это решение. 
Решение. При 1x  исходное уравнение 
принимает вид aaxx  2 , или 

.2)1(  axa  Это уравнение не имеет корней 

при ,1a  а при 1a  получаем .
1

2





a

a
x  

Выясним, при каких значениях  а  выполняется 
неравенство   

1
1

2





a

a
  0

1

3


a
  .1a  

Итак, на множестве  ;1  значений 
переменного  х  исходное уравнение при 1a  
не имеет решений; при 1a  имеет 

единственное решение .
1

2





a

a
x  

  Если ,1x  то заданное уравнение принимает 
вид  ,2 axax   или  .2)1(  axa  Это 
уравнение не имеет решений при ,1a  а при 

1a  получаем  .
1

2





a

a
x  Проверяем условие 

:1x   1
1

2





a

a
  0

1

3


a
  .1a  Таким 

образом, на множестве  1;  значений 
переменного  х  исходное уравнение при  1a  
не имеет решений; при 1a  имеет 

единственное решение .
1

2





a

a
x  

   Рассматривая в целом результаты двух 
случаев, получаем, что исходное уравнение при 

1a  не имеет решений; при 11  a  имеет 
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единственное решение ;
1

2





a

a
x  при 1a  

имеет два решения  
1

2





a

a
x   и  .

1

2





a

a
x  

Ответ: при 11  a  уравнение имеет 

единственное решение,  
1

2





a

a
x . 

 
5. Дробно-рациональные уравнения 

 
5.1.  При каких значениях параметра  а  

уравнение 0
56

232)13(
2

22





xx

aaxax
 имеет 

единственное решение? 
Решение. При условии  1x  и 5x   имеем  

21  ax  и  122  ax  (обратная теорема 
Виета). Для выполнения условия задачи 
необходимо рассмотреть пять случаев. 

1) 












112

52

12

a

a

a

    1a   

2) 












512

52

12

a

a

a

  Нет решений. 

3) 












12

512

112

a

a

a

    1a  

4) 












52

512

112

a

a

a

 Нет решений. 

5) 












212

52

12

aa

a

a

  Нет решений. 

Ответ:  1a   или  .1a  
 

 
6. Иррациональные уравнения 

 
6.1.  При каких значениях  b  уравнение  

3 xbx  имеет единственное решение? 
Решение. Имеем  
 

3 xbx   







03

,962

x

xxbx
  








.3

,0952

x

bxx
 

Квадратное уравнение 0952  bxx  имеет 
дискриминант .114  bD   
1) 0D  при .75,2b  В этом случае квадратное 

уравнение 025,652  xx  имеет один корень 
5,2x , который удовлетворяет условию 
.3x  

2) Пусть ,0D  т.е.  .75,2b Тогда квадратное 
уравнение имеет два действительных различных 
корня.  
Чтобы заданное уравнение имело один корень, 
необходимо рассмотреть два случая. 
а) Один из корней ,31 x  а другой .32 x  
Подставим значение 3x  в квадратное 
уравнение, получим .3b  Соответствующее 
уравнение 0652  xx  имеет корни ,21 x  

.32 x Для первого корня не выполняется 

условие .31 x  

б) В случае, когда 21 3 xx  , значение 

квадратного трехчлена bxxxf  95)( 2  при  
3x  отрицательно, так как 0)( xf  на 

промежутке   .; 21 xx  Получаем 
,03)3(  bf   .3b  

Ответ: .3;75,2  bb  
6.2. При каких значениях параметра  а   
уравнение  axx 1  имеет единственное 
решение? 
Решение. Пусть ,1 tx   где  .0t  Отсюда 

.12  tx  Уравнение 01 tx   имеет один 

корень, если  .00 t  Получаем квадратное 

уравнение  ,012  att  дискриминант 
которого равен .45 aD   
Если ,0D  т.е.  25,1a , то квадратное 

уравнение 025,02  tt  или 

0)5,0( 2 t имеет единственный корень 
.05,0 t  Следовательно, исходное уравнение 

имеет один корень при 25,1a . 
2) Если ,0D  т.е. 25,1a , то квадратное 
уравнение имеет два корня. 
    а) Корни будут разных знаков при условии 

0121  att , т.е. из них только один 
положительный корень. Решая систему 

неравенств 







,01

25,1

a

a
 получим условие ,1a  

при котором исходное уравнение имеет один 
корень.  
   б) Хотя бы один из корней равен нулю, в этом 
случае ,01 a  .1a  Квадратное уравнение 
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имеет два неотрицательных корня  01 t  и 

12 t . Значит, исходное уравнение также имеет 
два корня. 
Ответ: .1;25,1  aa  
6.3.  При каких  а уравнение  

011232 2  aaxx  имеет единственное 
решение? 
Решение. Пусть ,tx   где .0t  Тогда задачу 
можно переформулировать: при каких 
значениях  а   квадратное уравнение 

011232 22  aatt  имеет один 
неотрицательный корень? 
Возможны три случая. 
1)  Если квадратное уравнение имеет один 

корень, то он будет равен .
4

3
t Этот корень не 

удовлетворяет условию задачи. 
2)  Корни разных знаков. Необходимое и 
достаточное условие: 021 tt    0112 2  aa  
  .5,50  a  
3) Один из корней равен нулю, другой – 
отрицательный.  В этом случае необходимо 
выполнение условия  .0112 2  aa  Отсюда 

0a  или  .5,5a  Для этих значений один 
корень равен нулю, другой равен ).5,1(  
Замечание. В данной задаче не потребовалось 
рассматривать дискриминант.  
Ответ:  5,5;0 . 
6.4.  Для каждого значения  а  из промежутка 

)0;3(  найдите  число различных решений 
уравнения  

  0
2

252 22 
a

xaaxx . (МГУ, 2007) 

Указание. Отметим, что 
a

x
2

  - корень данного 

уравнения при всех  .0;3a Корни 

квадратного трехчлена  ,21 ax   
22

a
x   должны 

удовлетворять условию  .
2

a
x   Учитывая еще 

возможные совпадения  ,21 xx   получаем 
ответ. 
Ответ: если ,23  a  то одно решение;  
если ,12  a  то два решения; если 

,01  a  то три решения. 
6.5.  (2010) При всех   а  решите уравнение  

 12  xax . 

Решение.  Уравнение  21 xax   
равносильно системе   








1

)1( 22

x

xax
    








1

0122 2

x

axx
    

 






















1
2

121

012
4

x

a
x

a
D

   































1
2

121

1
2

121

5,0

a

a

a

   












1
2

121

5,0

a

a

   1a  (один корень) 

Отсюда следует, что при 1a  исходное 
уравнение корней не имеет. 
Ответ:  если  1a , то решений нет; если  

1a , то 
2

112 


a
x . 

 
7. Показательные уравнения 

 
7.1.  При каких значениях параметра  а  
уравнение   0342354 2  aaa xx  имеет 
единственное решение? 
Решение. Пусть ,2 tx   где .0t  Тогда задачу 
можно переформулировать: при каких 
значениях  а   квадратное уравнение 

034)35( 22  aatat  имеет один 
положительный корень?  По теореме, обратной 
теореме Виета найдем корни квадратного 
уравнения  ,1 at   .342  at  
Возможны следующие случаи. 

1)  







0

0

2

1

t

t
    








034

0

a

a
   .

4

3
0  a  

2)  







0

0

2

1

t

t
    








034

0

a

a
   Нет решений. 

3)  







01

21

t

tt
    








0

34

a

aa
   .1a  

4) Один из корней равен нулю, другой – 
положительный. В этом случае  








0

0

21

21

tt

tt
    








035

034 2

a

aa
  .

4

3
a  

Ответ: .1;
4

3
0  aa  
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7.2.  При каких значениях параметра  а  
уравнение    xxx aaa 9)43(6324)1(   
имеет единственное решение? (МГУ, 2005) 
Указание. Перейдем к уравнению 

  0)1(32)43( 2  atata , где  

.02  tx  Зависимость  t  от  х  строго 
монотонна, поэтому каждому 0t  
соответствует ровно одно значение  х. Тогда 
задачу можно переформулировать: при каких 
значениях  а   квадратное уравнение  имеет один 
положительный корень?   

Ответ:   .;
3

4

4

5
1; 





 







  

7.3.  Найдите все значениях параметра  b, при 
которых  уравнение    016369 22  bb xx  
не имеет  решения. (МГУ, 1993) 
Указание. Задача сводится к определению всех  
b, при которых квадратное уравнение 

  0166 222  btbt  не имеет 
положительных корней. 
Ответ:  4;4 . 
7.4.  При каких значениях параметра  а  
уравнение  

0122)44(422316 21113   aaa xxxx

  имеет три различных корня?  (МГУ, 2007) 
Указание. Пусть tx 2  ,)0( t  тогда данное 
уравнение приводится к виду  

0)1()1(286 2234  atattt     

      0)1(3 222  attt     

     .01412 22  attatt  
Задача сводится к нахождению трех 
положительных различных корней из двух 
квадратных уравнений. Самостоятельно 
рассмотрите возможные случаи. 
Ответ:      .5;44;11;0   
7.5.  При каждом значении параметра  а  решите 
уравнение  

02)1(24 31   aaa xx .  (МГУ, 1985) 
Решение. Обозначив  x2  через  у, перепишем  
исходное уравнение в виде 

.0)1( 32  ayaay  Это уравнение имеет 

два корня  2
1 ay   и .2 ay   Равенство корней 

достигается при  0a  или .1a  
При  0a  получаем  021  yy , и уравнение 

,02 x  которое не имеет решений. 

При  1a  получаем  121  yy , и уравнение 

,12 x  которое  имеет единственное решение  
.0x  

Если  ,1,0  aa  то исходное уравнение 

равносильно совокупности уравнений  22 ax   и 
.2 ax   При 0a  второе уравнение решений не 

имеет, а первое уравнение имеет решение 
a2log2 .  При  1,0  aa   первое уравнение 

имеет решение ,log2 21 ax   второе уравнение -  

.log22 ax   
Ответ: при  0a   решений нет;  при  0a   
единственное решение a2log2 ;  при  1a   

единственное решение 0;  при  1,0  aa   два 

решения aa 22 log2,log . 
 

8. Логарифмические уравнения 
 

8.1.  При каких значениях  а  уравнение 
0loglog2 3

2
3  axx  имеет четыре 

различных корня? 
Решение. Пусть ,log3 tx   где .0t  Тогда 

задачу можно переформулировать: при каких 
значениях  а   квадратное уравнение 

02 2  att  имеет два различных 
положительных корня?   
Возможен один случай. 

 












0

0

0

21

21

tt

tt

D

    





















0
2

1

0
2

081

a

a

   .
8

1
0  a  

Ответ: .
8

1
;0 





  

8.2. Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение     xax  55 log25log  имеет 

единственное решение.  (МФТИ, 2004) 
Решение. Обозначим  .05,log 5  tqa x  

Тогда получаем  .02  qtt  Исходное 
уравнение имеет единственное решение в двух 
случаях. 

1)  Если ,041  qD  т.е.  ,
4

1
q  ,

5

1
4

a  

.
2

1
t  

2)  Если 041  qD  и квадратное уравнение 

имеет один положительный корень. При 
4

1
q  

это уравнение имеет два различных корня, 

причем при  0
4

1
 q  оба корня 
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положительны, так как их сумма равна 1, а 
произведение равно  .0 q  Если же ,0q  то 
только один корень положителен. 
Следовательно, ,0log 5 a  т.е. 1a  

Ответ:  .;1;
5

1
4

 . 

8.3. Найдите все значения  а, при которых 
система 

   








6)(

)10817(log2)2(log
2

33

ayxax

yxyx
  

имеет ровно два решения.  (МФТИ, 2002) 
Указание. Из первого уравнения получаем, что 

,1 xy  причем  .
2

3
x После подстановки во 

второе уравнение получаем, что  
.052 22  aaaxx  Последнее уравнение 

должно иметь 2 корня, меньших  .
2

3
 

Ответ: .
2

33
25  a  

 
9. Тригонометрические уравнения 

 
9.1. Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение    
   xxaa 22 cossin2296  

  03)sin1(21812 2  axaa  
не имеет решений.  (МГУ, 1989) 
Решение. Введя обозначение ,sin tx  исходное 
уравнение перепишем в виде  

.67)3( 222  aata  (*) 
Теперь задача может быть переформулирована 
так: найти все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение (*) не имеет 
корней, принадлежащих промежутку .11  t   
При 3a  уравнение (*) принимает вид ,60   
и, следовательно, при 3a  исходное уравнение 
не имеет решений. 
При 3a  уравнение (*) может быть переписано 
в виде  

,
)3(

67
2

2
2





a

aa
t   

откуда искомые значения параметра  а  есть 
решения совокупности неравенств  

1
)3(

67
2

2





a

aa  и  .0
)3(

67
2

2





a

aa  (**) 

Первое из этих неравенств равносильно 
неравенству  

.0
)3(

3
2





a

a  Множество его решений есть 

.3a  Так как )6)(1(672  aaaa  и на 

множестве 3a  имеем ,0)3( 2 a  то 
множество решений второго неравенства 
совокупности  (**) при условии  3a  есть 

31  a  и  .63  a  
Объединяя найденные значения  а, получаем 
ответ.   
Ответ: .61;3  aa  
9.2. Для каждого значения  а   найдите все 
решения уравнения   

0sin2)(sin22cos 2  aaxx , 
принадлежащие промежутку  .2  x .  
(МГУ, 2001) 
Указание. Приведите уравнение к виду 

.3sin)(2cos2cos  aaxx  Это уравнение 
равносильно системе  














1sin

1)(2cos

12cos

a

ax

x

 

Ответ: 
2

3
 при  ,2

2
na 

  ;Zn   при 

других  а   решений нет. 
9.3. При каких значениях  а  уравнение    

0122cos22cos 2  aaxx  имеет ровно 
одно решение на промежутке   .20  x .  
(МГУ, 1999) 
Указание. Уравнение равносильно 
совокупности .1cos,cos  axax  
Ответ: .1;2  aa  
9.4. При каких значениях параметра  а  
уравнение      0)22(sinlogsin 4  axax  

имеет ровно два корня  на отрезке   





2

5
;

2

 ?  

(МГУ, 2003) 
Указание. Поскольку функция  xy sin  на 

отрезке  





2

5
;

2

  каждое значение 1y  

принимает в двух точках, а 1y  лишь при 

,
2

3
x  то исходное уравнение имеет 2 корня в 

следующих случаях: 
,122log1 4  aa  т.е. при ;1a  

,1log1 4  a  ;122  a  

,1221  a  .1log 4 a  

Ответ:   













4;
2

3
1

2

1
;

4

1  
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9.5. Найдите все значения параметра  q, при 
которых  уравнение    

0)3)(2(sin)2(sin 22  qqqxqx  имеет на 

отрезке  2;0  ровно три корня.  (МГУ, 1991) 
Указание. Выполнив замену  ,sin xy   
приведем данное уравнение к квадратному. 
Пусть его корни  1y  и  .2y Исходное уравнение 

может иметь 3 корня на отрезке  2;0  лишь в 
следующих случаях: 
1) когда оно сводится к уравнению ,0sin x  
2) когда 1sin x  и есть еще два корня уравнения  

,sin 2yx   
3) когда 1sin x  и есть еще два корня 
уравнения  .sin 2yx   

Ответ: 
2

53
;2;0

 . 

9.6. Для каждого значения  а найдите число 
решений  уравнения    ,12cos  xatgx  

принадлежащих промежутку   2;0 .  (МГУ, 
1996) 
Указание. Уравнение равносильно системе  








.20,0cos

0)2(sinsin

xx

axx
 

Ответ: 3 решения при  ;1,0,1  aaa   5 
решений  при  ;1a   7  решений  при  

.0,11  aa    
 
 
 
 

10. Уравнения смешанного типа 
 

10.1.   Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых уравнение   

  
0

)lg()15lg(

161 23





axxa

xx
 

имеет единственное решение. (МГУ, 2002) 
Решение. Имеем 

  
0

)lg()15lg(

161 23





axxa

xx
    





























axxa

ax

xa

x

x

15

0

015

16

1
2

3

 

  

























ax

axa

x

x

8

15

4

1

 

Из неравенства  axa 15  следует, что 0x  и, 
значит, .4x  
Рассмотрим два случая. 
1) 1x  - корень уравнения при условиях  







a

aa

81

151
   














8

1

1
15

1

a

a
 

2) 4x  - корень уравнения при условиях  








a

aa

84

154
   














2

1

4
15

4

a

a
 

Поэтому уравнение имеет единственный корень 
либо при 

 














8

1
15

4

15

1

a

a
 либо при ,41  a  либо при 

.
2

1
a  

Ответ:  .4;1
2

1

15

4
;

8

1

8

1
;

15

1




















  

10.2.    (2010) Найдите все значения а, при 

каждом из которых уравнение    1cos 22  xa  
имеет ровно восемь различных решений. 
Решение. Преобразуем уравнение 

Znnxa  ,222     







0

)2( 222

n

nxa 
   











...,2,1,0

)2( 22

n

nax 
 

Каждому положительному значению 
подкоренного выражения соответствуют ровно 
два значения неизвестной, нулевому – одно, а 
отрицательному – ни одного. Поэтому для того 
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чтобы решений было ровно 8, необходимо и 
достаточно, чтобы подкоренное выражение 
было положительным при  3,2,1,0n  и 
отрицательным при  ...,6,5,4n  
Таким образом, получим систему неравенств 











0)42(

0)32(
22

22





a

a
   











42

32





a

a
 

Отсюда получаем значения  
   .8;66;8  a  

Замечание. Для решения задачи можно к 

уравнению Znnxa  ,222   применить 
графическую иллюстрацию. Функция 

22 xay   задает верхнюю полуокружность с 
центром в начале координат и переменным 
радиусом a . Функция ny 2  задает семейство 

горизонтальных прямых. Затем необходимо 
указать границы для радиуса полуокружности, 
обеспечивая нужное количество точек их 
пересечения. 
 

 
Ответ:     8;66;8  . 
Предполагаемые критерии: 

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно получен 
правильный ответ. 

4 

Ответ обоснован и состоит 
из верных промежутков, но 
дополнительно содержит 
хотя бы один из их концов. 

3 

Решение опирается на 
верное рассуждение, в 
котором только не учтены 
возможные отрицательные 
значения неизвестной или 
имеются другие 
существенные изъяны. В 
результате, возможно, 
получен неверный ответ. 

2 

Ответ неверен или не 
получен, но найдено верное 
выражение для неизвестной 
или ее квадрата. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, 
перечисленных выше. 

0 

 
10.6.  При каких значениях параметра  а    

уравнение  05))3sin(1( 2  xxax   имеет  

ровно 5 различных корней? (МГУ, 2004) 
Указание. Поскольку 0x  и 5x  - корни 
данного уравнения, необходимо выяснить, при 
каких  а  уравнение 013sin ax  имеет ровно 3 
корня на интервале  ).5;0(  Рассмотрите 
отдельно случаи  0a  и  .0a  

Ответ: .
2

1
;

30

11

10

3
;

30

13











    

10.7.  При каких значениях а, принадлежащих 

интервалу  







2
;

2

 ,  уравнение  

16cos3)sin(2  xax  имеет  решения? 

(МГУ, 1993) 
Указание. Уравнение равносильно системе:  








16cos

03)sin(2

x

ax
 

Ответ: .
3

;0;
3


   

10.8.   Найдите все значения параметра  а, при  
которых уравнение  

   
a

axxaxx
18

cos376126 222   

имеет ровно два корня. (МГУ, 1995) 
Указание. Уравнение равносильно такому: 

  .
18

cos166
22

a
axx


  Но это значит, 

что ,0662  axx  а  .1
18

cos 
a


 Уравнение  

axx  662  имеет в точности 2 корня при  

3a  или при  .6a Из второго уравнения 

следует, что  ,
9

n
a   где  ,Zn  после чего 

получаем ответ. 
Ответ: 3a  и  9a . 
10.9.  При всех значениях параметра  а  решите 
уравнение  

 )2cos()(4642 xaxaxx  
)24cos(8  axa . (МГУ, 2008) 

Решение. После замены tx  2  уравнение 
принимает вид 

)4cos(cos244 22 attaatt     

.2cos)2cos(22)2( 2 aatat   Левая часть 
последнего уравнения не меньше 2, а правая – 
не превышает 2, поэтому решение существует 
тогда и только тогда, когда 
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






12cos)2cos(

02

aat

at
   








12cos

2

a

at
   








Znna

at

,

2


 

Теперь возвращаемся к исходной переменной, 
получаем ответ. 
Ответ:  если  ,na  то  .,22 Znnx    
 

11. Линейные неравенства  
 

11.1.  Найдите все значения параметра  
 4;4p , при которых неравенство 

0)2)3)(1)((2(  xpxp  
выполняется при любых  0x . (МГУ, 2004) 
Решение. Если  ,2p  то получается линейное 
неравенство .03)1(  pxp  По условию оно 
должно выполняться при любых  0x , в 
частности при .0x Отсюда .3p  С другой 
стороны при  3p  неравенство действительно 
справедливо для всех 0x . Таким образом,  

.43  p  
Очевидно, что при  2p  исходное неравенство 
не выполнено ни для каких значений  х.  
При 2p  неравенство принимает вид  

.03)1(  pxp  Если ,1p  то линейная 
функция  3)1()(  pxpxf  возрастает, 
поэтому для всех 0x  неравенство 0)( xf  
выполняться не может. Если ,1p  то 

023)(  pxf  для всех х, в том числе и 
для 0x .  
Наконец, для 1p  линейная функция  

3)1()(  pxpxf  убывает и при 0x  
принимает значение  .03)0(  pf  Значит, 
при 0x  неравенство тем более выполняется. 
Второе решение. Используя метод областей, 
найдем графические решения данного 
неравенства в  системе координат рОх. Линии 
(прямая и гипербола), ограничивающие области 
решения (выделены цветом), необходимо 
изобразить пунктиром.  
 

 
 
Если проводить прямые, параллельные оси х, то 
все значения 0x  в области решений возможны 
при значениях     4;31;4 p . 
Замечание. Метод областей позволяет увидеть, 
что без ограничения  4;4p  условию задачи 

удовлетворяют значения      ;31;p . 

Ответ:    4;31;4  . 
 

 
12. Квадратные неравенства 

 
12.1.  (2010) Найдите все значения  а, для 
каждого из которых неравенство 

01342  axax  
а) выполняется для всех  х; 
б) выполняется для всех 0x ; 
в) выполняется для всех  0x ; 
г) выполняется для всех  01  x . 
Решение. Перепишем неравенство следующим 

образом    ;01432  xxa  .
3

14
2 



x

x
a  

Исследуя функцию  
3

14
)(

2 



x

x
xa  с помощью 

производной   ,
)3(

1224
)(

22

2





x

xx
xa  находим  

при 0x  максимум 1, при 5,1x  минимум 









3

4 . Функция возрастает на интервале 

 ,0;5,1 убывает на интервалах   5,1;  и 

 .;0   Кроме того определяем асимптоту  
.0a  Выделим цветом графическое решение 

неравенства  
3

14
)(

2 



x

x
xa . 
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Будем проводить прямые (параллельные оси х), 
которые соответствуют некоторым значениям  
а. При этом необходимо рассматривать 
заштрихованную область. 
а) Из рисунка видим, что исходное неравенство 
выполняется для всех  х  при  1a . 
б) Аналогично  неравенство выполняется для 
всех  0x  при  1a . 
в) Неравенство выполняется для всех  0x  при 

0a . 
г) На интервале )0;1(  функция  )(xa  

возрастает, причем  .
3

1
)0( a  Поэтому 

исходное неравенство выполняется для всех  

01  x  при 
3

1
a . 

Ответ:  а) 1a ; б) 1a ; в) 0a ; г) 
3

1
a  

12.2.   (2010) Найдите все значения  а, при 
каждом из которых из неравенств  10  x  
следует неравенство  
  02)5(2 22  xaxaa . 
Решение.  Квадратный трехчлен  

).2)(1(22  aaaa  
1) Пусть ,1a  тогда получаем линейное 
неравенство  ,026  x  которое имеет 

решения .
3

1
x  Промежуток  1;0  содержится 

в этом множестве решений. 
2) Пусть ,2a  тогда имеем неравенство  

,023  x  решениями которого являются 

значения .
3

2
x  Промежуток  1;0  содержится 

в этом множестве решений. 
3) Если  ,0)2)(1(  aa  то имеем квадратное 
неравенство.  Так как дискриминант  

,)1(9)2(8)5( 222  aaaaD  то 

квадратный трехчлен   2)5(2 22  xaxaa  
имеет корни  

2

1

)2)(1(2

)1(35








aaa

aa
x   или  

.
1

2

)2)(1(2

)1(35








aaa

aa
x  

а) Пусть ,0)2)(1(  aa  тогда ветви параболы 

  2)5(2)( 22  xaxaaxf  направлены 
вверх и решениями данного неравенства 

является промежуток вида  








1

2
;

2

1

aa
  или 










 2

1
;

1

2

aa
. Возможное решение 

неравенства в виде отдельного числа  

2

1

1

2







aa
x   не удовлетворяет условию 

задачи. Таким образом, в этом случае 
необходимо и достаточно поставить условия  














0)1(

0)0(

0)2)(1(

f

f

aa

    

























09

02

1

2

2a

a

a

   








31

23

a

a
 

б) Пусть ,0)2)(1(  aa  тогда ветви параболы 

  2)5(2)( 22  xaxaaxf  направлены 
вниз и решениями данного неравенства 
являются два разнонаправленных луча с 

началом в точках 
1

2

a
 и 

2

1




a
 

соответственно. Возможное решение 
неравенства в виде прямой в случае  

2

1

1

2







aa
x   (это будет при 1a ) 

удовлетворяет условию задачи. Таким образом, 
в этом случае необходимо и достаточно 
поставить условия  
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






































1

0)1(

0)2)(1(

0

0)0(

0)2)(1(

в

в

x

f

aa

x

f

aa

     






























































1
)2)(1(

5

09

12

0
)2)(1(

5

02

12

2

aa

a

a

a

aa

a

a

     































)2)(1(5

33

12

05

12

aaa

a

a

a

a

   .12  a  

 
Собирая все значения  а, получаем ответ. 
Ответ:  3;3 . 
12.3.   При каких целых  а неравенство  

0log23log2 2

2

1

2

1  xaxa верно для любого 

значения  х? (МГУ, 2005) 
Указание. Квадратный трехчлен относительно  
х  отрицателен при всех  х тогда и только тогда, 
когда его дискриминант отрицателен. 
Ответ:  1; 2; 3; 4; 5; 6; 7. 
12.4.   Для каких значений  а система неравенств 








2

0122

x

axx
 

выполняется хотя бы при одном значении х? 
(МГУ, 1994) 
Указание. Промежуток между корнями 
квадратного трехчлена  axxxf  12)( 2  
имеет общие точки с лучом 2x  тогда и только 
тогда, когда  .0)2( f   
Ответ: 20a . 
12.5.   Найдите такие значения  х, при которых 
неравенство  

0)1333()2713()24( 2  axaxa  
выполняется для всех  а, удовлетворяющих 
условию  31  a . (МГУ, 1994) 
Указание. Перепишем неравенство как 
линейное относительно переменной  а 

0)3274()13132()( 22  xxaxxaf .  
Данное неравенство выполняется при всех 

31  a  тогда и только тогда, когда  








0)3(

0)1(

f

f
 

Осталось решить полученную систему. 
Ответ:    63;52;63  . 
12.6.    Найдите все значения параметра  а, при  
каждом из которых множество решений 
неравенства  035243646 22  axaxax  
содержит хотя бы одно целое число. (МГУ, 
2007) 
Указание. Необходимым и достаточным 
условием существования решений квадратного 
относительно  а  неравенства  

03536)246(4 22  xxaxa   является 

,0)3536(4)123(
4

22  xxx
D

 т.е. 

.
15

8
2

15

8
2  x  Полученному  

интервалу  принадлежат всего пять целых 
значений  х, для каждого из которых надо найти 
соответствующие значения параметра  а. 
Ответ: )7;2( . 
12.7.    Найдите все значения  а, при которых 
система  

 










01)1(2

042)1(
2

2

axaax

aaxxa
 

 имеет единственное решение. (МГУ, 2001) 
Указание. Множество решений каждого из 
неравенств системы может представлять собой 
отрезок, объединение двух непересекающихся 
лучей (с началом), прямую, точку или пустое 
множество. Поэтому система может иметь 
единственное решение только в следующих 
случаях: а) решением одного из неравенств 
является ровно одна точка; б) множества 
решений обоих неравенств имеют общую 
граничную точку, т.е. существует решение 
системы уравнений 











01)1(2

042)1(
2

2

axaax

aaxxa
 

Ответ: 
3

4
;

4

3
 . 

12.8.    Найдите все значения параметра  а, при 
которых система неравенств 

 










062

0
2

2

axx

axx
 

 имеет единственное решение. (МФТИ, 2004) 
Указание. Данная система  может  иметь 
единственное решение лишь в трех случаях: 
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,0411  aD   ,061
4

2  a
D

 уравнения 

02  axx  и 0622  axx  имеют общий 
корень. Осталось найти значения  а  и сделать 
проверку. 

Ответ: 0;
4

1
. 

12.10.    При каких целых значениях параметра  
k   система неравенств 

 









222

222

54255

201042

kkykxyx

kkyxyx
 

 имеет хотя бы одно решение? (МГУ, 2001) 
Указание. Первое неравенство задает на 
координатной плоскости  Оху  круг с центром 

)2;1(   и радиусом ,5k  второе – круг с 

центром 





 

5

2
;

5

kk  и радиусом 1 (оба круга с 

границей). Система имеет хотя бы одно решение 
тогда и только тогда, когда расстояние между 
центрами этих кругов не превосходит суммы 
радиусов, т.е. когда  

.15
5

2
2

5
1

22







 






  k

kk
 Осталось 

решить полученное неравенство. 
Ответ:  3;4...;;10;11\ Z . 
12.11.  (2010) Найдите все значения  а, при 
каждом из которых система  








4

0)32)((

ax

aaxax
 

 не имеет решений. (МГУ, 1967) 
Решение. 1) Пусть  .0a  В этом случае данная 
система равносильна следующей системе: 


















 



.
4

0
32

)(

a
x

a

a
xax

 

Согласно условию задачи для любого  
a

x
4

   

должно выполняться неравенство: 

 .0
32

)()( 





 


a

a
xaxxf  Однако это 

неверно, так как если   х  больше всех чисел   ,
4

a
 

а,  ,
32

a

a 
  то .0)( xf  

2) Пусть  .0a  В этом случае данная система 
равносильна следующей системе: 


















 



.
4

0
32

)(

a
x

a

a
xax

 

Согласно условию задачи для любого  
a

x
4

   

должно выполняться неравенство: 

 .0
32

)()( 





 


a

a
xaxxf  Это будет тогда и 

только тогда, когда    a
a


4
 и  ,

324

a

a

a


   или  

(так как 0a )  ,42 a   ,324  a   или  ( 0a )   

,2 a  ,
2

1
a  и окончательно:  .02  a  

Наконец, условию задачи удовлетворяет и 
значение  .0a   Итак, .02  a  

Ответ:  0;2 . 

 
13. Неравенства высшей степени 

 
13.1.   Найдите все значения  х, для каждого из 
которых неравенство 

  0456)21()2( 223  aaxxaxa  
выполняется хотя бы при одном значении   

 .2;1a  (МГУ, 1992) 
Указание. Перепишем данное неравенство так: 

.0)562()42()( 23232  xxxxxaaaf
 Левая часть его – квадратный трехчлен 
относительно  а.  Для того чтобы квадратный 
трехчлен с положительным коэффициентом при  

2a  принимал положительные значения хотя бы в 
одной точке отрезка   2;1 , необходимо и 
достаточно, чтобы он был положителен хотя бы 
в одном из концов этого отрезка. Получаем 
совокупность неравенств для  х: 







0)2(

0)1(

f

f
    






0)1)(3(

0)1)(2(

xx

xxx
 

Ответ:       ;11;02; . 
13.2.  Найдите все значения параметра  а, при 
которых система 











03)3(

02)23()3(
23

23

axxax

axaxax
 

имеет единственное решение  (МГУ, 2001) 
Указание. Преобразуем систему к виду  








0))(3(

0))(2)(1(

axxx

axxx
 

При  3a   у системы единственное решение  
.ax   При  3a  множества решений обоих 
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неравенств содержат отрезок вида   ,3;b  где   
).2,max(ab   

Ответ:  ;3 . 
 

14. Неравенства с модулем 
 

14.1.  (2010) Найдите все значения а, при 

каждом из которых неравенство 3
1

1
2

2





xx

axx
 

выполняется при всех  х. 
Решение. Приведем неравенство к виду  

.3
1

1
3

2

2






xx

axx
 Так как квадратный 

трехчлен  12  xx  принимает положительные 
значения при всех значениях  х, то приходим к 
двойному неравенству 

),1(31)1(3 222  xxaxxxx  затем к 

системе  










02)3(2

04)3(4
2

2

xax

xax
 

Для выполнения неравенств при всех значениях  
х  необходимо и достаточно поставить условия  











016)3(

064)3(
2

2

2
1

aD

aD
     











43

83

a

a
   








434

838

a

a
   








17

115

a

a
   15  a . 

Ответ: 15  a . 
14.2.  Найдите все значения параметра а, при 
которых неравенство 522  axx  не имеет 

решений на отрезке  2;1 . (МГУ, 2000) 
Указание. Условие равносильно тому, что 
неравенство  522  axx  выполняется при 

всех  ,2;1x  а это равносильно 
справедливости неравенства  

  ,052 222  axx  

   ,05252 22  axxaxx  

   ,046  atat  где    ,1 2 xt  при всех  
.40  t  

Ответ:   2;4 . 
14.3.  Найдите все значения параметра а, при 
каждом из которых неравенство 22 4 aaxx   

справедливо для всех действительных  х. (МГУ, 
1993) 
Решение. При ax   неравенство равносильно 
неравенству  ,0)4)((  axax  
справедливому при всех  ax   тогда и только  
тогда, когда ,4 aa  т.е. при .2a  

Аналогично, при ax    приходим к неравенству  
,0)4)((  axax  справедливому при всех  

ax   при  ,4 aa  т.е. при .2a  

Ответ:   2;2 . 
14.4.  Найдите все значения параметра а, при 
которых неравенство 

09264 22  axaxx  имеет не более 

одного решения. (МГУ, 1995) 
Указание. После замены tx  2  неравенство 

приводится к виду ,4)3( 2  at  откуда 
.3232 ata  Последнее неравенство 

имеет не больше одного решения лишь при 
.032  a  

Ответ:  
3

2
a . 

14.5.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых неравенство 

xaxx 2321   выполняется для любого  

х. 
Решение. Неравенство преобразуется к виду  

,3)( xf  где .221)( xaxxxf   Точки  

1  и  a  разбивают числовую прямую на 
интервалы, на каждом из которых функция  

)(xf  совпадает с линейной (при любом 
раскрытии знаков модуля). На левом интервале 
( axx  ,1 )  функция  принимает вид  

12)(  axxf  и является убывающей. На 
правом интервале ( axx  ,1 )  функция  
принимает вид  125)(  axxf  и является 
возрастающей. Это означает, что функция 
ограничена снизу. График функции 
представляет ломаную линию, состоящую из 
частей прямых. Точки  1  и  a  являются 
точками излома, поэтому в этих точках функция 
может принимать наименьшее значение. 
Все значения функции )(xf  больше 3 тогда и 
только тогда, когда  








3)(

3)1(

af

f
    











321

3212

aa

a
     











321
2

5
1

aa

a
   




























321

321

5,21

5,21

aa

aa

a

a

    
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































3

2

4

5,1

5,3

a

a

a

a

   .5,1a  

Ответ: )5,1;(  . 
14.8.  Найдите все значения,  которые может 
принимать сумма ax    при условии 

32242  axax . (МГУ, 2005) 

Решение. Пусть  ,axy   тогда данное 
неравенство принимает вид  

32222  ayy . Раскрывая первый из 

модулей, запишем это неравенство в виде 
системы 











22232

22232

ayy

ayy
 или 

.22252221  ayyay  

Отсюда следует, что переменная  у  не может 
принимать значений, выходящих за пределы 
отрезка   5;1 . Покажем, что искомым 
множеством является весь этот отрезок. 
Достаточно убедиться, что граничные значения 
достигаются. Действительно, 1y  получаем 

из равенства  ,0221  a  т.е.  при .
2

1
a  

Аналогично, 5y  получается при 

,0225  a  т.е. для .
2

7
a  

Ответ:  5;1 . 
14.9. (2010) Найдите все пары чисел  p  и  q, для 
каждой из которых неравенство    

22  qpxx  

не имеет решений на отрезке   5;1 . 
Решение. Данное неравенство равносильно 
совокупности  неравенств  











.2

2
2

2

qpxx

qpxx
 

Условие задачи выполняется тогда и только 
тогда, когда выполняются условия системы 

 











,2

2)5(

2)1(

вxf

f

f

 

где  qpxxxf  2)(  и  
2

p
xв   - абсцисса 

вершины параболы. 
Рассмотрим систему неравенств.  


















.2
4

235

1

2

q
p

qp

qp

 

Сложив первое и третье неравенства, получим 
квадратное неравенство 

,01242  pp решением которого является 

промежуток   .2;6  
Складывая второе и третье неравенства, имеем 
квадратное неравенство 

,084202  pp решением которого является 

промежуток   .6;14   
Из двух полученных промежутков получаем  

.6p Подставим это значение  p  в систему 
неравенств и найдем  .7q  
Проверим  найденные значения, решая 
неравенство 2762  xx . Решения 

);5()1;(   удовлетворяют условию 
задачи. 
Ответ:  .7,6  qp  
 

15. Дробно-рациональные неравенства 
 

15.1.  Найдите все значения параметра  b, при 
каждом из которых отрезок   1;3    целиком 
содержится среди решений неравенства  

0
2

3





xb

bx
. (МГУ, 2003) 

Решение. Неравенство перепишем так:  

0

2

3





b

x

bx
 или  .0

2
)3()( 






 

b
xbxxf   

 

 
 
Условие задачи выполняется, если для 
квадратичной функции имеет место   


























b

b

b
b

31
2

3

3
2

  или  


























2
1

33

3
2

b

b

b
b
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Отсюда  получаем значения  






  0;

3

1
)6;(b  или  .0b  

Замечание. Можно было бы воспользоваться 
условиями расположения корней квадратного 
трехчлена: оба корня меньше числа (–3) или оба 
корня больше числа  (–1), т.е.  







3

0)3(

вx

f
  или  







1

0)1(

вx

f
 где абсцисса 

вершины  .
4

7

2
2

3
b

b
b

xв 


  

Ответ: 





  ;

3

1
)6;( . 

15.2.  Найдите все значения  а, при которых 

неравенство  0
12





ax

ax
  выполняется для 

всех таких  х, что .21  x  (МГУ, 1974) 
Указание. Неравенство сводится к виду  

0))(12()(  axaxxf   и к условиям  








0)2(

0)1(

f

f
 

Ответ:  .1
2

1
 a  

15.3.  (2010) Найдите все значения a, при 
каждом из которых система   













axx
ax

aaxx

8

0
22  

не имеет решений. (МГУ, 1967) 
Решение.  1) При 1a  второе неравенство, а 
значит и система не имеет решений. 
2) Пусть  ,1a  тогда система принимает вид:  

 




























8)1(

)1(2

0)1(2
1

)1(

xa

ax

ax
a

a
xa

     или  

 






























a
x

ax

ax
a

a
x

1

8

)1(2

0)1(2
1

 

Согласно условию задачи для любого  
a

x



1

8
  

должно выполняться неравенство: 

 .0))1(2(
1

)( 








 ax

a

a
xxf  Однако это 

неверно, так как если   х  больше всех чисел   

,
1

8
a

 )1(2 a ,  ,
1 a

a


  то .0)( xf  

 

 
 
3) Пусть  ,1a  тогда система принимает вид:  

  

 






























a
x

ax

ax
a

a
x

1

8

)1(2

0)1(2
1

 

Согласно условию задачи для любого  
a

x



1

8
  

должно выполняться неравенство: 

   .0)1(2
1

)( 








 ax

a

a
xxf  Это будет 

тогда и только тогда, когда    

 

























)1(2
1

8
11

8

1

a
a

a
a

a

a

     













2)1(28

8

1

a

a

a

     








31

81

a

a
    .31  a  

Итак  .31,1  aa  

Ответ:  3;1 . 
15.7.  Для каждого значения  а  решите 
неравенство  

.0
2)2(

122
2

122



 

axax

xx a

 

  (МГУ, 2003) 
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Указание. Дискриминант трехчлена, стоящего в 

числителе, при   
2

1
a  отрицателен, а при 

2

1
a  

равен нулю. Знаменатель же равен  
).)(2( axx    Осталось применить метод 

интервалов, учитывая взаимное расположение 
точек  а  и  –2. 

Ответ:    





 ;11;

2

1
2;  при  ;

2

1
a  

    ;2;a  при  ;2a  

    ;2; a  при  
2

1
2  a  или .

2

1
a  

 
16. Иррациональные неравенства 

 
16.1.  При каких значениях  а  неравенство  
  0142)2( 22  xaaxax имеет 
единственное решение? (МГУ, 2000) 
Указание. Данное неравенство имеет 
единственное решение  ( 1x ) тогда и только 
тогда, когда наименьший корень квадратного 
трехчлена  aaxax 42)2( 22   не меньше 1. 

Ответ:  





1;
2

1  

16.2.   Определите, при каких значениях  а  
решения неравенства  

xax  образуют на числовой прямой 
отрезок длиной  a2  (МГУ, 1996) 

Указание. Решая неравенство, удобно 
выполнить замену  .axy   

Ответ:  
2

21
;2
 . 

16.3.   Найдите все значения параметра  а, при 
которых все числа  х  из отрезка   5;1  
удовлетворяют неравенству  

.0561323  axxax  (МГУ, 1992) 
Указание. Данное неравенство преобразуется к 
виду  

.
3

1

13

3

3

5
2














x
a  Правая часть 

оптимальна и равна  ,
3

5
 когда выражение в 

скобках равно нулю, т.е. при  .5;1
3

8
x . 

Ответ:  





 

3

5
; . 

16.4.   При всех значениях параметра  b  решите 
неравенство  

xbbxxb 33113)1(2   (МГУ, 2006) 
Указание. Преобразуйте исходное неравенство 
к виду  

).13)(1(13)1(2  xbxb  

Ответ:  при 1b   ;;1
3

1








x  при 1b  

;;
3

1





 x  при 1b  .1;

3

1





x  

 
 

17. Показательные неравенства 
 

17.1.   Найдите все значения параметра  а, при 
которых неравенство  

axx  43016   не имеет ни одного 
целочисленного решения. (МГУ, 1995) 

Указание. Пусть  ,4 tx   тогда неравенство 

,225)15( 2 at   во всяком случае, не должно 
иметь своим решением  ,16t  т.е. должно 

выполняться неравенство ,225)1516( 2 a  
т.е. 224a .  Проверьте, что это условие 
является и достаточным. 
Ответ:  224a . 
 

18. Логарифмические неравенства 
 
18.1.   Для любого допустимого значения  а  
решите неравенство  

  1loglog 2
32 xa   и найдите, при каком 

значении  а  множество точек  х, не являющихся 
решением неравенства, представляет собой 
промежуток, длина которого равна 6. (МГУ, 
1999) 
Решение. Для решения неравенства 

  01loglog 2
32 xa  используем метод 

рационализации.  
 


















12

02

0log

02log)12(
2

3

2
3

a

a

x

axa

    

 


















5,0

0

01

03)12(
2

22

a

a

x

xa a

   

  














0

0)1)(1(

033)12(

a

xx

xxa aa
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Далее используем метод областей для 
графического изображения решений исходного 
неравенства. С учетом ограничений запишем 
решения     aa 3;11;3  при  ;5,00  a   

    ;33; aa  при  .5,0a  
Из рисунка видим, что ограниченный отрезок, 
расположенный вне заштрихованной области 
( )0a возможен между числами  a3   и  .3a  

Поэтому получаем уравнение  ,6)3(3  aa  
откуда  .1a  
 
 

 
Ответ:     aa 3;11;3  при  ;5,00  a   

    ;33; aa  при  ,5,0a  длина 
промежутка равна 6  при  .1a  
 

19. Неравенства смешанного типа 
 
19.1.  (2010) Найдите наибольшее значение 
параметра b, при котором неравенство  

  xb
xx

b
xxb cos

3

2

168
168

2
25 


  

имеет хотя бы одно решение. 
Решение. При  0b  неравенство выполняется. 
Пусть  .0b  Преобразуем данное неравенство  

xb
xb

xbbb cos
3

2

)4(

1
)4(

2
2 










  или  

.cos
3

2

)4(

1
)4(

2
2 x

xb
xbb 










  

Так как сумма двух взаимно обратных 
положительных величин не меньше 2, то левая 
часть не меньше b2 . Правая часть не больше 

.
3

2
 Следовательно, чтобы данное неравенство 

имело хотя бы одно решение, необходимо 

выполнение условия  ,
3

2
2 b  .

9

1
b  

Наибольшее значение .
9

1
b  Если ,

9

1
b  то 

левая часть последнего неравенства не меньше  

,
3

2
 а правая часть не больше .

3

2
 Значит, левая и 

правая части равны .
3

2
 Левая часть достигает 

наименьшего значения при условии  

2
2

)4(

1
)4(




xb
xb  или  ,81)4( 4 x  1x  или  

7x . При этих  значениях  х  правая часть 

равна  .
3

2
 

Ответ: 
9

1
. 

19.3.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых для любого значения  х  
выполняется неравенство  

3coscossin2sin3 22  axxxax . (МГУ, 

1988) 
Решение. Упростим подмодульное выражение  

 axxxaxxf 22 coscossin2sin3)(  







 a
x

xa
x

2

2cos1
2sin

2

2cos1
3  

 axxa 22cos2sin  

,2)2sin(12 axa    где  

.
1

arccos
2 


a

a  

Для выполнения условия задачи необходимо и 
достаточно, чтобы наименьшее (m)  и набольшее 
(М) значения функции  f (x) удовлетворяли 
системе  







3

3

M

m
    











321

321

2

2

aa

aa
    

   










aa

aa

11

51
2

2

    
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   



























01

)1(1

05

)5(1

22

22

a

aa

a

aa

   






.0

4,2

a

a
 

Ответ:  0;4,2 . 
19.5.  При каких значениях параметров  а  и  b 
система неравенств  









01

1sin
2 axx

bxa
  имеет единственное решение? 

(МГУ, 1994) 
Указание. Второе неравенство имеет решение 
при .2a  Если ,2a  то первое неравенство 

выполняется при всех  х, а при  2a  оно 
вообще не имеет решений. Осталось проверить  

2a  и  .2a  

Ответ: ;,2
2

,2 Zkkba  
  

.,2 Rba   
 

20. Инвариантность 
 

 
20.1.   Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение 

 
12

12

12 2 



aa
x

x

x

 

имеет нечетное число решений. (МГУ, 1999) 
Решение. Данное уравнение инвариантно 
(неизменно) при замене  х  на  –х (докажите). 
Поэтому, если число 0x  является корнем 

исходного уравнения, то число  0x  также 

будет корнем. Вследствие этого, количество 
корней может быть нечетным только в случае, 
когда среди корней находится число  .00 x  

Подставляя в исходное уравнение  ,0x  
получаем уравнение относительно  а:  

,12 2  aa     ,01
2 a   .1a  

1) Если  1a , то исходное уравнение примет 
вид  

 
.22

12

12





x

xx
 

Оно распадается на два уравнения: 
 

0
12

12





x

xx
  или  

 
.4

12

12





x

xx
 Первое 

уравнение имеет один корень .0x Второе 
уравнение разрешим относительно  x2  
( 4x не является корнем этого уравнения): 

4

4
2





x

xx   или  .
4

8
12




x
x  Показательная 

функция  xy 2  монотонно возрастает от 0 до  
  и проходит через точку  ).1;0( Дробно-

линейная функция возрастает на промежутках 
)4;(   и  ).;4(  Ее график – гипербола, 

проходящая через точку  ),1;0(   с вертикальной 
асимптотой  4x  и горизонтальной 
асимптотой  .1y Второе уравнение не имеет 
корней. В этом случае исходное уравнение 
имеет ровно 1 корень. 

 
2) Пусть 1a  (рассмотрите самостоятельно). 
Ответ:  1a  или  1a .  
20.2.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых система  

   










0)4(

85625625
2 yax

yya
xx

 

 имеет единственное  решение. (МГУ, 2007) 
Решение. Из равенства   

     x
x

x
625

625

1
625 


  

следует, что если пара  (х; у) удовлетворяет 
системе, то пара   (–х; у) – тоже решение 
системы. Поэтому, если решение единственно, 
то 0x  и  









,0)4(

0105

ya

ayy
 

откуда получаем два возможных значения  
.4,2  aa  Проверка показывает, что оба 

значения удовлетворяют условию. 
Ответ:  .4;2  
20.3.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых система  











1

3543523
22

2

yx

ayxyy

 

 имеет единственное  решение. (МГУ, 1987) 
Решение. Заметим, что если   00 , yx  - решение 

системы, то и   00 , yx   - решение системы. 

Следовательно, для единственности решения 
необходимо, чтобы выполнялось условие  
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,00 yy   т.е.  .00 y  При  0y  система  

примет вид   









1

337
2x

ax
 

Если  1x , то  
3

10
a ;  если  1x , то  

3

4
a . 

Итак, значениями параметра  а, при которых 
данная система может иметь единственное 

решение, являются только 
3

4
a   и  

3

10
a . 

Пусть  
3

4
a . Тогда данная система примет вид  











.1

53523
22

2

yx

yxyy

 

Из второго уравнения этой системы следует, что 
1,1  yx . Тогда  2,33 yyx  . Кроме 

того, 32323 0  y  при любом  у. Таким 

образом .55,3323 2yyxy    

Следовательно, ,53523 2yxyy   причем 

равенство достигается только в случае, когда 
255,3323 yyxy   одновременно. 

Получаем систему  




















1

55

33

323

22

2

yx

yy

x

y

 

откуда  








.0

1

y

x
 

Значит, при  
3

4
a  данная система имеет 

единственное решение  (–1;0).    

Пусть теперь  
3

10
a . Тогда данная система 

примет вид  











.1

653523
22

2

yx

yxyy

 

Заметим, что пары чисел (0;1)  и  (1;0) являются 
решениями этой системы. Таким образом,  при 

3

10
a   система имеет  более одного решения. 

Ответ:  
3

4
a . 

20.6.  (2010) Найдите все значения  а, при 
каждом из которых   система  











12449

711
22 xaxy

yx
(1) 

имеет  ровно четыре различных решения. (МГУ, 
1986) 
Решение. Запишем систему в виде  

   









.417

117
44

axy

xy
 (2) 

Обозначим ,1 ux   vy 7 .  (3) 

Получим систему уравнений  









avu

vu

4

1
44

 (4) 

Заметим, что выполняются неравенства  0u  и  
.0v  (5) 

Если  00 , vu  - какое-либо решение системы (4), 

удовлетворяющее неравенствам (5), то из 
формул (3) следует, что исходная система будет 
иметь следующие решения 

,
7

;1,
7

;1
2
02

0

2
02

0 


















v
u

v
u   

.
7

;1,
7

;1
2
02

0

2
02

0 


















v
u

v
u   (6) 

Пара чисел 00 , uvvu   также удовлетворяет 

равенствам (4) и неравенствам (5). Поэтому 
решениями исходной системы уравнений будут 
и следующие пары чисел: 

,
7

;1,
7

;1
2
02

0

2
02

0 


















u
v

u
v   

.
7

;1,
7

;1
2
02

0

2
02

0 


















u
v

u
v   (7) 

Если параметр  а  принимает значение, 
удовлетворяющее условию задачи, то среди 
выписанных восьми пар чисел (6) и (7) должно 
быть только четыре различных. Легко 
проверить, что это возможно лишь тогда, когда 

,00 u  или  ,00 v  или .00 vu   

Учитывая, что пара чисел );( 00 vu  должна 

удовлетворять первому уравнению системы (4), 
заключаем, что если для некоторого значения  а  
выполняется условие задачи, то системе (4) 
обязательно должна удовлетворять по крайней 

мере одна из трех пар чисел .
2

1
;

2

1
),0;1(),1;0( 






  

Подставляя указанные пары во второе 
уравнение системы (4), убеждаемся, что это 

возможно только при 
4

1
a  и  .

32

1
a   
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Рассмотрим систему (4) при 
32

1
a   











8

1

1

44 vu

vu
 (8) 

Обозначив  ,uvt   будем иметь  

,212)( 222 tuvvuvu   

.2412)21(2)( 2222222244 ttttvuvuvu   
Следовательно,  t  удовлетворяет квадратному 

уравнению  ,
8

1
241 2  tt  т.е. уравнению  

.0
8

7
42 2  tt  Это уравнение имеет два корня  

4

1
1 t  и  

4

7
2 t . Нас интересуют 

неотрицательные решения  vu ,  системы (8). Из 
первого уравнения (8) следует, что должны 
выполняться неравенства  ,10,10  vu  и, 

значит, .1t Следовательно, 
4

1
t  и все 

неотрицательные решения системы (8) 
содержатся среди решений системы  











4

1

1

uv

vu
 

Решая эту систему, находим, что она имеет 

единственное решение  ,
2

1
u  .

2

1
v  Эта пара 

удовлетворяет системе (8). Для нее среди 
решений (6), (7) исходной системы имеется 

ровно четыре различных .
28

1
;

4

3
,

28

1
;

4

5






 






   

Решая также систему (4) при  
4

1
a , 

убеждаемся, что она имеет только два решения 
)1;0(  и  )0;1( в неотрицательных числах. Для них 

среди решений  (6), (7) исходной системы 
имеется ровно четыре различных ),0;0(  ),0;2(  

.
7

1
;1 






   

Ответ: 
4

1
;

32

1
 aa . 

20.7.  (2010) Найдите все значения параметра  а, 
при каждом из которых   система неравенств 











ayx

axy

2

2
2

2

 

имеет  единственное решение. (МГУ, 1984) 

Решение. Заметим, что  х  и   у  входят в систему 
симметричным образом. Если   00 ; yx  - 

решение системы, то  00 ; xy  также является ее 

решением. Так как решение должно быть 
единственным, то  ,00 yx   и при этом число  0x  

удовлетворяет неравенству .020
2
0  axx  Это 

неравенство должно иметь единственное 
решение, что будет тогда, когда дискриминант  

081  aD  или  
8

1
a . 

Теперь докажем, что при этом значении  а  
данная система действительно имеет 

единственное решение. При 
8

1
a  данная 

система примет вид   














4

1
4

1

2

2

yx

xy
 

Если пара чисел   yx;  удовлетворяет этой 
системе неравенств, то она удовлетворяет и 
неравенству, полученному при сложении этих 
неравенств. Складывая эти неравенства, имеем 
неравенство  

.0
2

1

2

1
22







 






  yx  Последнее неравенство 

выполняется только для ,
2

1
 yx  т.е. оно 

имеет единственное решение  .
2

1
;

2

1






  

Ответ: 
8

1
a . 

20.8.  (2010) Найдите все значения  p, при 
каждом из которых найдется  q  такое, что 
система  











pxqy

yx 122

 

имеет единственное решение. 
Решение.  Заметим, что если  00 ; yx  - решение 

системы, то  00 ; yx  также является ее 

решением. Поэтому условие  0x  - 
необходимое условие для существования 
единственного решения. Пусть 0x , тогда 
система примет вид  








,

12

py

y
  откуда  .1p  

Проверим эти значения. Если ,1p  то имеем  
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









1

122

xqy

yx
  

Отсюда получаем уравнение  
  ,021 22  xqxq     .021 2  qxqx  

Последнее уравнение будет иметь единственный 
корень при  .0q  
Аналогично проверяется значение  .1p  
Ответ: 1,1  pp . 
20.9.  (2010) Найдите все значения  p, при 
каждом из которых для любого  q  система  











pxqy

yx 122

 

имеет  решения. 
Решение. Заметим, что если  00 ; yx  - решение 

системы, то  00 ; yx  также является ее 

решением. Поэтому уравнение 
  ,0121 222  pxpqxq  полученное из 

системы, будет иметь корни разных знаков. Для 
этого необходимо и достаточно выполнение 
условия   ,012 p  .11  p  

Если ,012 p  то квадратное уравнение будет 
иметь, по крайней мере, корень  0x  для 
любого  q.   
Ответ: .11  p  

 
21. Функции 

 
21.1.  (2010) Найдите все значения  а, при 
каждом из которых множество значений 
функции  

1

1
)(

2

2





xx

axx
xf   лежит на интервале )3;3( . 

Указание. См. решение задания № 14.1. 
Ответ: )1;5(  
21.2.  Найдите все значения параметра  р, при 
каждом из которых множество значений 
функции  

75

3
)(

2 



xx

px
xf   содержит полуинтервал 

 3;1 . Определите при каждом таком  р  
множество значений функции  ).(xf  (МГУ, 
1999) 
Решение. Обозначим  yxf )(  и рассмотрим 
какие значения  принимает переменная  у. 

Значение 0y  получаем при  ,
3

p
x   причем 

0752  xx  при всех  х.  Пусть  .0y  Из 

равенства  
75

3
2 




xx

px
y   получаем квадратное 

уравнение  ,07)35(2  pyxyyx  которое 
имеет решение, когда дискриминант   

,0)7(4)35( 2  pyyyD  

.09)430(3)( 2  pyyyg Таким образом, 
множество )( fE  значений функции  f  - отрезок 
между корнями квадратного трехчлена  )( yg  
(по теореме Виета произведение этих корней 
равно  ,3  так что корни имеют разные знаки, и 
отрезок между ними всегда содержит точку  

0y , которую на время исключили). 

Отрезок  )( fE  содержит полуинтервал   3;1  в 
том и только том случае, если  







0)3(

0)1(

g

g
    








09)430(327

09)430(3

p

p
   








9

9

p

p
    .9p  

При  9p  имеем ,032)( 2  yyyg  причем  

0)3()1(  gg  и   3;1)( fE . 

Ответ:  3;1;9 p . 
21.4.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых функция   

axxxxxf  1
2

3
4)( 22  

принимает  
1) только неотрицательные значения; 
2) как положительные, так и отрицательные 
значения. 
Решение. 1) Для неравенства 0)( xf  имеем 

.1
2

3
4 22  xxxxa  

Построим график функции  

 1
2

3
4)( 22 xxxxxa  

   
 








2;5,015,5

;25,0;15,22 2

xеслиx

xеслиxx
 

Выделим цветом множество точек, координаты 
которых удовлетворяют неравенству 

.1
2

3
4 22  xxxxa  

Найдем наименьшее значение функции ).(xa  
Сравним значения квадратного трехчлена  

15,22 2  xx  при  
8

5

4

5,2
вx   и линейного 

двучлена  15,5 x  при :5,0x  
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78125,1
32

57
1

8

5
5,2

8

5
2

2














   и  

75,11)5,0(5,5  . Таким образом, 

.
32

57
. наимa  

Прямые, параллельные оси  х, полностью 
находятся в заштрихованной области при 

.
32

57
a  

2) Условие «функция принимает как 
положительные, так и отрицательные значения» 
означает на графическом языке: прямые, 
параллельные оси  х, пересекают как 
заштрихованную так и не заштрихованную 
области. Как видим из рисунка, это возможно 

при .
32

57
a  

 

 
 

Ответ: 1) ;
32

57
a  2) .

32

57
a  

21.5.  Найдите  значения   а,  при которых 
наибольшее значение функции  

43)35(2)( 22  aaaxxxf   на отрезке с 
концами в точках  1a   и   –4  минимально. 
Укажите это значение. (МГУ, 2006) 
Указание. Наибольшее значение квадратичной 
функции из условия задачи на отрезке 
достигается в одном из концов этого отрезка. 
Ответ: 4;5  . 
21.6.  (2010) Найдите все такие значения  а, для 
которых наименьшее значение функции  

1)1()1(2  xaaxax   меньше 2. 

Решение. Функция преобразуется к виду  
.1)1())(1()(  xaaxxxf  Точки  1 , 1 

и  а  разбивают числовую прямую на интервалы, 
на каждом из которых функция  )(xf  совпадает 

с квадратичной  (при любом раскрытии знаков 
модуля). На левом интервале 
( axxx  ,1,1 )  функция  принимает вид  

12)( 2  axxxf  и  является убывающей на 
интервале  );( t , где t  одно из чисел 1  и  а. 
На правом интервале ( axxx  ,1,1 )  

функция  принимает вид  122)( 2  axxxf  
и является возрастающей на );( t , где t  одно 
из чисел  1  и  а.  На промежуточных интервалах  
функция может иметь вид 12)( 2  axxxf   

или  122)( 2  axxxf   и будет ограничена 
снизу. Каждая из парабол имеет вершину либо 
при  1x  либо  при ax  . График функции 
представляет ломаную линию, состоящую из 
частей парабол. Точки  1 , 1  и  а  являются 
точками излома, поэтому в этих точках функция 
может принимать наименьшее значение. 
Получаем условия 














2)(

2)1(

2)1(

af

f

f

    














21)1(

11

11

aa

a

a

    


























121

121

02

2

2

2

aприa

aприa

a

a

   

















1

31

02

2

a

a

a

a

    

.2a  
Ответ:  2; . 
21.7.  (2010) Найдите все такие  а, что 
наименьшее значение функции  

324)( 2  xxaxxf   меньше 4. 

Решение. Переформулируем задачу: найдите 
все такие  а, что неравенство  

04324 2  xxax  имеет решения. 

Перепишем неравенство 

.32
4

1
1 2  xxax  График непрерывной 

функции   32
4

1
1)( 2 xxxf  

   
 










1;325,05,025,0

;13;75,15,025,0
2

2

xеслиxx

xеслиxx

  
состоит из частей парабол. Функция  

axxg )(  задает семейство «уголков» с 

вершиной на оси х. Необходимо найти те 
промежутки, на которых имеются точки графика 
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axxg )( , расположенных ниже графика  

).(xf На рисунке отмечены три пограничных 

расположения  графика axxg )( . Если 

,1a  то графики имеют одну общую точку. 
Аналитически это можно показать, решив на 
промежутке  1;3  уравнение  

,25,05,025,01 2  xxx  .125,01
2 xx  

Другие граничные значения  а найдем из 
условий касания: 

 
   
 
   
























00

0

00

0

1

1

xfxg

xf

xfxg

xf

    
   

   























00

00

15,05,0

15,05,0

xfxg

x

xfxg

x

    

   

   























33

3

11

1

fg

x

fg

x

   










13

11

a

a
 

Отсюда получаем  4a  или ,2a  для 

которых     ;13;x . Теперь из 
рисунка получаем искомые промежутки:  

.)2;1()1;4(   
 
 

 
 

Замечание. Если решения неравенства 
графически представить в системе координат  
аОх, то получим красивую фигуру с центром 
симметрии  .)1;1(  Из этого рисунка также 
видим решения .)2;1()1;4(   

 
 
Ответ: .)2;1()1;4(   
21.8.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых функция  

xa

ax
xf

sin24

sin4
)(




   принимает все значения из 

отрезка   1;0 . (МГУ, 2005) 
Указание. Выполнив замену  ,sin tx   приходим 
к такой переформулировке задачи: при каких 

значениях параметра  а  уравнение  
ta

at
y

24

4




  

имеет корень на отрезке   1;1  для любого  

 ?1;0y  Решая это уравнение относительно  t,  

получаем ).(
)2(2

9
2 yf

y

a
at 


  Значение  

0a  не удовлетворяет условию. При  0a  
функция )(yf  монотонно возрастает на отрезке 

 1;0 , а  t  при этом принимает значения от  

4
)0(

a
f   до .

2
)1(

a
f   Условие  1t  означает, 

что ,1
4


a  .1
2


a  

Ответ: 20  a . 

 
 

22. Параллельный перенос (вдоль оси  у) 
 

22.1. При каких значениях параметра  а  
уравнение  12  xax  имеет ровно три 

корня? 
Решение. График функции 12  xy  касается 

оси Ох в точках  )0;5,0(A  и ).0;5,0(B  Функция  

axy   задает семейство прямых 
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параллельных прямой xy  . Графики 
пересекаются в трех точках тогда и только 
тогда, когда прямая axy   проходит через 
точку А или точку  ).1;0(С  Во всех остальных 
случаях количество точек пересечения графиков 
функций будет или больше, или меньше трех. 
Определим значения параметра  а  в первом и во 
втором случае. Пусть прямая axy   проходит 

через точку  )0;5,0(A , тогда  ,
2

1
0 a  откуда  

.
2

1
a  Если прямая  axy   проходит через 

точку ),1;0(С  то .1a  
 

 
 
Ответ:  5,0a  или  .1a  
22.2.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых уравнение  axax  222  

имеет ровно три различных решений. 
Указание. При 0a  уравнение имеет один 
корень. При 0a  построим график функции 

(см. график из примера 22.1) ,22)( 2axxf   

который имеет общие точки  
2

2a
  и  

2

2a
  с осью  

х. Из семейства параллельных прямых  axy   
нас интересуют только те, которые пересекают 
построенный график в трех точках. Таких 
прямых только две. Для одной прямой получаем 

условие  ,
2

2a
a   для другой прямой  

.2 2aa   Поскольку  0a , то получаем  ответ. 
Ответ: .5,0;2   
22.5. Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение  xax 3105    имеет 

ровно три различные решения. Для каждого 

полученного значения   а  найдите все эти 
решения. 
Решение. Поделим обе части уравнения на 5,  

.
5

3

5
2

xa
x   

  Построим график функции ,2 xy   

содержащий части прямых с угловыми 
коэффициентами  1k   или  .1k  Функция  

5

3

5

xa
y   задает семейство прямых с угловым 

коэффициентом  .
5

3
k   

 
                  

 
 
  Условию задачи удовлетворяют два 
расположения прямой  l:  1l   и  .2l   

1) Так как прямая  1l   проходит через точку  (0; 

2), то из уравнения прямой  
5

3

5

xa
y   получим  

.10a  В этом случае уравнение прямой  1l  

имеет вид:  .2
5

3


x
y  Найдем абсциссы точек 

пересечения  А  и  В  прямой  1l   с неподвижным 
графиком. 
   а) Для точки  А  решим уравнение  

,22
5

3
 x

x
 .5,2x  

   б) Для точки  В  решим уравнение  

,22
5

3
 x

x
 .10x  

2) Так как прямая  2l   проходит через точку  (2; 

0), то из уравнения прямой  
5

3

5

xa
y   получим  

.6a  В этом случае уравнение прямой 2l   

имеет вид:  .
5

6

5

3


x
y  Найдем абсциссы точек 

пересечения  С  и  D  прямой  2l   с 
неподвижным графиком. 
   а) Для точки  C  решим уравнение  

,2
5

6

5

3
 x

x
 .5,0x  
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   б) Для точки  D  решим уравнение  

,2
5

6

5

3
 x

x
 .8x  

Ответ: при  10a   решения  ;5,2x   ;0x  
;10x  

               при 6a  решения  ;2x  ;5,0x  
.8x  

22.6.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых график функции  

axxxxf  32)( 22    

пересекает ось абсцисс более чем в двух 
различных точках. 
Решение. Рассмотрим вспомогательную 
функцию .32)( 22  xxxxg  

 
 
График функции  )(xf  пересекает ось абсцисс в 
трех и более точках, если уравнение axg )(  
имеет более двух различных корней. 

   
 









1;3,322

;13;,32
)(

2 xеслиxx

xеслиx
xg  

График функции  )(xg  состоит из двух лучей и 
дуги параболы. На рисунке видно, что 
уравнение axg )(  имеет более двух корней, 

только если  ),1(
2

1
gag 






  .15,3  a  

Ответ: (–3,5;1). 
22.8. При каких значениях параметра а  
уравнение axx 1  имеет единственное 
решение? 
Решение. Построим график функции 1 xy . 
Функция axy   задает семейство прямых, 
параллельных прямой .xy   При 1a  графики 
имеют одну общую точку. Еще один случай, 
когда графики имеют одну общую точку, 

прямая  axy   является касательной. Угловой 
коэффициент касательной равен 1.  Так как 

,)( 0 kxf   то получим уравнение 1
12

1


x
 

для нахождения абсциссы 0x  точки касания. Из 

уравнения находим 75,00 x , а из уравнения 

1 xy  находим .5,00 y  Подставим 

координаты точки  5,0;75,0  в уравнение 
axy  , получим 25,1a . 

 
 
                 

 
 
Ответ: 25,1a  или .1a  
22.9. При каких значениях  а  неравенство 

xax  21  имеет решения? 

Решение. График функции 21 xy   или 

 0122  yyx   есть полуокружность.  
 
               

 
 
Функция  xay   для каждого значения  а  
задает прямую, которая с изменением  а  
перемещается параллельно самой себе (с ростом  
а  перемещается вверх).  
   Исходное неравенство будет выполняться до 
тех пор, пока точки окружности будут выше 
точек прямой, т.е. пока прямая не станет 
касательной к окружности. Это произойдет при 

.2a  Значение 2a  можно найти и 
аналитически, если решить уравнение 

,1 2 xax   и после возведения в квадрат 
потребовать, чтобы дискриминант полученного 
квадратного уравнения был равен нулю. 
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Итак, при 2a  данное неравенство имеет 
решения. 

Ответ: 2a . 
22.11. Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых система уравнений  








ayx

yx 122

 

имеет единственное решение. 
Решение. Изобразим в одной координатной 
плоскости графики, заданные уравнениями 
системы. 
  На рисунке видно, что система будет иметь 
единственное решение, если прямая xay   

касается окружности 122  yx  и ее решениями 
будут координаты точек  Е  и D. 
  Найдем значение  а, при котором прямая 
касается окружности, для чего рассмотрим 
равнобедренный прямоугольный треугольник 
ODA (это действительно так, ибо прямая  

,xy   а значит и прямая  ,xay   составляют 
с положительным направлением оси Ох угол в 
45). Так как ,1 ADOD  по теореме Пифагора 

получаем  .aOAa    
  Тогда второе значение  а, при котором прямая 

xay   касается окружности 122  yx , будет 

равно  .2  
 

 
 

Ответ: 2a . 
22.12. Найдите значения параметра  а, при 

которых система  






axy

yx ,122

 имеет ровно два 

различных решения. 

Решение. Первое уравнение системы задает 
окружность радиуса 1  с центром (0; 0). Второе 
уравнение axy   задает семейство «уголков» 

с вершиной на оси  у.  
 

 
 

,45AOB   ,1 ABOA  ,2OB  .2a  
Из рисунка видно, что условию задачи 
удовлетворяют следующие значения  

   .1;12 a  

Ответ:    .1;12 a  
 

23. Параллельный перенос (вдоль оси  х) 
 

23.1. При каких значениях  b  уравнение  
3 xbx  имеет единственное решение? 

Решение. Рассмотрим неподвижный график 
(прямую) функции 3 xy  и семейство 
графиков, состоящих из полупарабол 

bxy  с вершиной на оси  х.  
                

 
Если вершина полупараболы лежит левее точки 
 ,0;3  то точка пересечения одна. В этом 
случае 3 b  или .3b  Если вершина 
находится в точке  ,0;3  то имеется две точки 
пересечения. Тогда .3b  Точек пересечения 
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будет две до тех пор, пока прямая 3 xy  не 
станет касательной к графику функции 

bxy  . Так как угловой коэффициент 
касательной равен 1, то найдем абсциссу точки 
касания  из условия   .10  xy   

1
2

1

0


 bx

  5,00  bx   25,00  bx   

bx  25,00 . 

Точка касания принадлежит прямой и 
полупараболе, поэтому 300  xbx  или 

.35,025,0  bbb  Отсюда 75,2b   и  

5,20 x , т.е. вершина параболы находится в 

точке  0;75,2 . В этом случае точка 
пересечения графиков одна. При 75,2b  точек 
пересечения графиков не будет. 
Ответ: .3;75,2  bb  
23.2.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых уравнение  

312  xax  

имеет ровно один корень. 
Решение. Перепишем уравнение  

.132  xax  Функция 13)(  xxf  

задает «уголок» с вершиной  ),1;3(   
состоящий из лучей с угловыми 
коэффициентами  1  и .1  

Функция  axxg  2)(  задает семейство 

уголков с вершиной на оси х, состоящий из 
лучей с угловыми коэффициентами  2  и .2  
Условию задачи удовлетворяет два случая 
расположения графиков: если вершина 
движущегося уголка попадает в точку  )0;4(  
или точку  )0;2( .  Координаты этих точек 

удовлетворяют уравнению axxg  2)( . 

Имеем  08  a   или  .04  a  Отсюда 

получаем ответ. 

 

Ответ: 8;4  . 
23.5. (2010) Найдите все значения a, при каждом 
из которых решения неравенства  

312  xax  образуют отрезок длины 1.  

Решение. Перепишем неравенство в следующем 
виде  .132  xax  

Построим схематично графики функций  
axy  2  и .13  xy  

 

 
 

На рисунке видно, что неравенство имеет 

решения только при  4
2


a

 или  .2
2


a

 

1)  








42

8

xax

a
    














42

42

8

xax

xax

a

   

















4
3

4

8

ax

a
x

a

 

Решения образуют отрезок длины 1, если  

,1)4(
3

4



a

a
 откуда .

2

19
a  

2)  








22

4

xax

a
    














22

22

4

xax

xax

a

   



















3

2

2

4

a
x

ax

a

 

Решения образуют отрезок длины 1, если  

,1
3

2
2 




a
a  откуда .

2

5
a  
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Ответ: .
2

19
,

2

5
 aa  

23.7. (2010) Найдите все значения a, при каждом 
из которых множеством решений неравенства    

23  axx  является отрезок.  

 Указание. Перепишем неравенство в виде   

axx  23 , и нарисуем эскизы графиков 

функций, стоящих в левой  и правой частях 
неравенства. 
 

 
 
Рассматривая взаимное расположение графиков 
при разных значениях  а, получаем: 
–1 <  a  < 1  или  .525,1  a  

Ответ:  .5;
4

5
)1;1( 





  

23.9.  Найдите все значения a, при которых  
уравнение  

222 21386 xaaxxxa   имеет 
ровно одно решение. (МГУ, 1994) 
Указание. График левой части уравнения 

,)(1)3(13 22 axax   

равносильного исходному, есть нижняя 
единичная полуокружность с центром в точке 

),3;3(
 
а график правой части – такая же 

полуокружность, но с центром ).;( aa
 
Изменяя 

параметр в сторону возрастания, получим, что 
указанные графики впервые пересекаются, 
причем имеют единственную точку, при .2a

 
Эта ситуация сохраняется при дальнейшем 
увеличении  а (кроме случая ,3a

 
когда 

полуокружности сливаются)  до значения ,4a  
а затем графики расходятся и не имеют общих 
точек. 
Ответ:     4;33;2  . 
 
 

 
 
 

 
 

24. Поворот 
 

24.1. Сколько решений в зависимости от 
параметра а имеет уравнение 12  axx ? 

Решение. Рассмотрим графики двух функций. 
Графиком функции 2)(  xxf  является 

«уголок» с вершиной в точке  .0;2  Функция 
1)(  axxg  задает семейство прямых, 

проходящих через точку  1;0 . При изменении 

параметра  а  от    до    прямая  1 axy  
поворачивается по направлению против часовой 
стрелки между состояниями, близкими к 
вертикальным.  
   
              

 
 
   Из рисунка видно, что при 1a  график 
функции 1)(  axxg  параллелен одной из 

ветвей графика функции 2)(  xxf . Найдем 

значения а, при которых  прямая  1 axy  
проходит через вершину графика  ).(xf  

Подставим координаты точки  0;2  в 
уравнение  1 axy , отсюда 5,0a . 

   Изменяя значения параметра  а  от    до  , 
определяем соответствующее количество точек 
пересечения рассматриваемых графиков. 
   При  1;a  графики пересекаются в 
одной точке, значит, данное уравнение имеет 
один корень. Если  5,0;1a , то прямая 

1 axy  пересекает график )(xf  в двух 
точках,  т.е. исходное уравнение имеет два 
корня. При 5,0a  уравнение имеет одно 

решение (общая точка  0;2 ). Если  1;5,0a , 
то графики )(xf  и  )(xg  не пересекаются, 

уравнение не имеет решений. При   ;1a  оба 
графика пересекаются в одной точке. 
Ответ дадим в виде таблицы. 
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Значения 
параметра  

а 

 
 1;  

 
 5,0;1  

 

 
0,5 

 
 1;5,0

 
);1( 

Число 
раз 

личных 
корней 

 
1 

 
2 

 
1 

 
0 

 
1 

 
Замечание. Если представить уравнение в виде 

axx  12 , то можно было рассмотреть 

графики функций 12)(  xxf  и  axxg )( . 

Ответ: если  1;5,0a , то нет решений; если 

      ;15.01;a  - одно решение; при 

 5.0;1a  - два решения. 
24.3.  Найдите значения параметра  а, при 
котором  уравнение  axxx  652  имеет 

ровно три различных решения. 
Решение. Построим график функции  

652  xxy . Функция  axy    задает 

семейство прямых, проходящих через начало 
координат (пучок прямых с центром (0; 0)). 
Условию задачи удовлетворяет прямая  l, 
касающаяся неподвижного графика функции 

65)( 2  xxxf  на промежутке (2; 3) в точке 
).;( 00 yxC  Составим уравнение касательной. Так 

как  65)( 0
2
00  xxxf ,   

,52)( 00  xxf  то  

))(52(65 000
2
0 xxxxxy   или 

).25(6 0
2
0 xxxy   Так как касательная 

проходит через начало координат, то получаем  
,60 2

0  x   ,60 x  60 x    .3;20 x  

Искомое значение параметра  
  .5620  xfa  

            

 
Ответ: .625   
24.6. При каких значениях параметра  а  
уравнение  12  xax  имеет единственное 

решение? Найдите это решение. 

Решение. Построим графики обеих частей 
исходного уравнения. График функции 

2)(  xxf  - есть прямая (неподвижный 

график). Функция 1)(  xaxg  задает 

семейство «уголков» с вершиной в точке  0;1 . 
Если ,0a  то ветви «уголка» направлены вверх, 
при 0a  - вниз. При 1a  или 1a  одна из 
ветвей «уголка» параллельна прямой .2 xy  
             

 
Исследуем изменение параметра  а  от    до  
. Из рисунка видно, что при 1a  графики 
обеих частей исходного уравнения не 
пересекаются, т.е. уравнение не имеет решений. 
При 11  a  уравнение имеет одно решение, 
это абсцисса точки пересечения графика 
функции 2)(  xxf  с левой ветвью графика 

функции 1)(  xaxg , т.е. с той, для которой 

1x  и, следовательно, исходное уравнение 
принимает вид  ).1(2 xax   Отсюда  

1

2





a

a
x . При 1a  оба графика пересекаются в 

двух точках. 
Ответ: при 11  a  уравнение имеет 

единственное решение,  
1

2





a

a
x . 

24.8.  Выясните, при каких значениях  а  
уравнение  :312  xax       () 

а) имеет единственный корень и найти его; 
б) имеет ровно два корня и найти их; 
в) имеет бесконечное множество корней. 
Решение. Запишем уравнение () в виде  

231  xxa     ()  

и построим графики функций 23  xy   и  

1 xay . 
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  Из рисунка видно, что при любом  a R  
графики указанных функций имеют общую 
точку   0;1  и поэтому число  11 x  - корень 

уравнения ().  
а) Пусть 1a , тогда графики функций имеют 

единственную общую точку  0;1 , а число 11 x  

- корень уравнения (). 
б) Пусть 1a , тогда графики имеют общую 

точку с абсциссой .22 x  Так как ,11 xx   

22  xx  при ,2x  то 2x - корень 

уравнения ),1(23 xax   т.е. .
1

5
2 




a

a
x  

в) Пусть ,1a тогда графики совпадают на 

отрезке  1;2   и поэтому каждое значение 

 1;2x  - корень уравнения (). 
   Если ,1a  то графики совпадают при ,1x  

поэтому значения   ;1x  - корни уравнения 

(). 
Ответ: а) 1a , ;1x  б) 1a , 11 x , 

;
1

5
2 




a

a
x  в) 1a  и .1a  

24.9. При каких значениях параметра а  
уравнение  726  axx  имеет единственное 
решение? 
Решение. На рисунке построены графики 
функций 26  xy   и  .7 axy  При 
изменении значения параметра  а  прямая 

7 axy  поворачивается вокруг точки (0; 7). 
Зафиксируем три положения этой прямой:  (1), 
(2), (3).  
  Прямая (1) проходит через точку (2; 0), прямая 
(2) параллельна оси Ох, прямая (3) касается 
графика функции 26  xy . 
 

              

 
Отметим, что прямой (1) ответствует значение 

5,3a , прямой (2) -  .0a  Как видно из 
рисунка, искомыми значениями параметра 
являются те, которым соответствуют прямые, 
лежащие между прямыми (1) и (2), а также 
прямая (3). Иначе говоря, искомыми являются 
значения параметра, лежащие в промежутке  

 0;5,3a  и, кроме того, значение а, при 
котором прямая 7 axy  является касательной 

к кривой 26  xy . Найдем это значение 
параметра  а. Пусть 0x  - абсцисса точки касания, 

тогда можно заключить, что имеют место два 
числовых равенства: 
















a
x

axx

2

1

2

1
6

726

0

00

 

Эта система выражает два факта: то, что в точке 

0x  равны значения самих функций 26  xy  и 

7 axy , а также то, что равны и их 
производные. 
  Выразив из второго уравнения системы  а  и 
подставив в первое уравнение, будем иметь: 

7
2

3
26

0

0
0 




x

x
x             () 

Сделаем замену  .2 00 tx   Равенство (), 

записанное через 0t , будет иметь вид 

 
.7

23
6

0

2
0

0 



t

t
t  

Это последнее равенство, в свою очередь, 
можно переписать в виде ,0673 0

2
0  tt  

которое имеет решения  30 t  и .3/20 t  Так 

как значение 3/20 t  не удовлетворяет 

условию, остается 30 t , откуда следует, что 

.1,110  ax  

Ответ:   0;5,3a ; .1a  
24.11. При каких значениях параметра  а  
система  
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






2

2

yx

axay
 

имеет наибольшее число решений? 
Решение. Изобразим графики уравнений в 
одной системе координат (рис.?).  
Из геометрических соображений видно, что 
система будет иметь наибольшее число решений 
(пять точек), если вершина параболы будет 
находиться в точке В, а ее ветви будут 
направлены вниз или, если вершина параболы 
будет находиться в точке D, а ее ветви будут 
направлены вверх. Такие ситуации возможны, 
если  а  соответственно равно (2) или 2. 
Ответ: 2;2 . 
24.12. При каких значениях параметра  а  
уравнение  012  xax  имеет три решения? 

Решение. Если ,0а  то уравнение имеет один 
корень ,1x  что не удовлетворяет условию 
задачи.  
  Пусть  .0а  Перепишем данное уравнение в 
следующем виде:  .12  xax  Уравнение 

будет иметь решение только при  .0a  
             

 
  График функции  1 xy  - «уголок» с 

вершиной в точке (1;0), ветви которого 
направлены вниз. Графиком функции 2axy   
является парабола, ветви которой направлены 
вниз. Вершина параболы – точка (0;0).  
  Уравнение будет иметь три решения только 
тогда, когда прямая 1 xy  будет 

касательной к графику функции 2axy  . Пусть  

0x  - абсцисса точки касания прямой 1 xy  с 

параболой 2axy  .  
Уравнение касательной имеет вид  

    .000 xxxyxyy    

Запишем условия касания: 
 








;1

,1

0
2
0

0

xax

xy
 








;1

,12

0
2
0

0

xax

ax
 откуда  ,20 x  .

4

1
a  

Ответ: при .
4

1
a  

24.13.  Определите, при каких значениях 
параметра  b  при любых значениях параметра  а  
система уравнений 








0

046522

abaxy

yxyx
 

имеет  ровно два различных решения );( yx . 
(МГУ, 2006) 
Указание. Первое уравнение системы задает 
окружность  

,
4

45
)3(

2

5 2
2







  yx  а второе – прямую  

),( bxay   проходящую через точку ),0;( b  
не лежащую на одной горизонтали с центром 







  3;

2

5  окружности. Следовательно, для того 

чтобы при любом значении углового 
коэффициента  а такая прямая пересекала 
данную окружность ровно в двух различных 
точках, необходимо и достаточно, чтобы точка 

)0;( b  лежала внутри окружности, т.е. 
выполнялось неравенство  

.
4

45
)30(

2

5 2
2







  b  

Ответ: )1;4(  . 
24.14. Найдите все значения  а, для которых при 
каждом  х  из промежутка   8;4  значение 

выражения  8log 2
2 x  не равно значению 

выражения .log)12( 2 xa   

Решение. 1). Пусть ,log2 tx   тогда при  х = 4  
имеем  t = 2; если х = 8, то  t = 3. Так как 
функция  xt 2log   непрерывная и 
возрастающая, то при всех значениях 
переменной х из промежутка (4;8] переменная t  
принимает все значения из промежутка (2;3].  
2). Переформулируем задачу:      найдите все 
значения а, для которых при каждом t  из  
промежутка (2;3] значение выражения  82 t  не 
равно значению выражения  .)12( ta   

3). Графиком функции  82  ty  является 
парабола, ветви которой направлены вверх.   
Функция  tay )12(     задает семейство 
прямых, проходящих через начало координат.  
  При увеличении углового коэффициента 
прямая поворачивается против часовой стрелки.  
4). Парабола пересекает прямую t = 2  в точке 
(2;4): у = 22  8 = 4.     В этом случае угловой 
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коэффициент прямой tay )12(  , проходящей 

через точку (2;4), равен:      
2а  1 =  2. Парабола пересекает прямую t = 3  
в точке (3;1): у = 32  8 = 1. В этом случае  
угловой коэффициент прямой  tay )12(  , 
проходящей через точку (3;1), равен:  
 

 
5). Условие «значение выражения  82 t  не 
равно значению выражения  ta )12(   при 

 3;2t »  графически означает, что прямая  
tay )12(   не пересекает параболу на 

промежутке   3;2 . Это выполняется при 
условиях   












3

1
12

212

a

a
 

 

 
Решая совокупность неравенств, получаем 
ответ. 

Ответ: 
3

2
,

2

1
 aa . 

 
25. Гомотетия 

 
25.1. При каких действительных значениях 
параметра  а  система  







ayx

yx
22

1223
 

имеет наибольшее число решений? 
Решение. Уравнение 1223  yx  задает ромб, 

точка пересечения диагоналей которого – 
начало координат (0;0),  ОА = 4,  ОВ = 6. 
   Данная система имеет наибольшее число 
решений, когда окружность ayx  22  
пересекает каждую сторону ромба в двух 
точках. Это возможно тогда, когда радиус этой 

окружности ( ar  ) больше половины его 
меньшей диагонали.  

 

   Рассмотрим треугольник АОВ:  ,
AB

OA
OBh   

где  ОА = 4,  ОВ = 6,  ,5264 22 AB  

.
13

1312
h  

Значит, 4
13

1312
 a  или  .16

13

144
 a  

Ответ:  .16;
13

144






a  

25.4. Сколько решений имеет система 
уравнений  







ayx

yx 122

 

в зависимости от значений параметра  а?  
Решение. Отметим, что при 0a  второе 
уравнение не имеет решений. Если ,0a  то 
второе уравнение имеет решение  (0;0), но оно 
не является решением первого уравнения. Пусть 

0a . Графиком первого уравнения системы 
является окружность с центром (0;0) и радиуса 
1. Второе уравнение задает семейство 
гомотетичных квадратов с центром гомотетии 
(0;0).  
 

.
3

1
12 a
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Если квадрат находится внутри окружности, то 
система не имеет решений. Когда квадрат 
окажется вписанным в окружность  1a , 
система будет иметь четыре решения. При 

2a  квадрат будет описанным около 
окружности и решений системы станет опять 
четыре. Если брать промежуточные значения  

 ,2;1a  то каждая сторона квадрата имеет 
две общие точки с окружностью, а значит, 
система будет иметь восемь решений. При 

2a  система решений не имеет. 

Ответ: если 1a  или 2a , то нет решений; 

если 1a  или 2a , то решений четыре; если  
,21  a  то решений восемь. 

25.5. Найдите все значения  а, при которых 
система уравнений  










222

2222 1012361664

ayx

yyxxyx       

() 
имеет единственное решение. 
Решение. Первому уравнению системы () 
удовлетворяют координаты точки );( yxМ  
такой, что сумма расстояний от точки М до 
точек )0;8(A  и  )6;0( B  равна 10. 
   Так как расстояние АВ равно 10, то точка М 
должна принадлежать отрезку АВ (в противном 
случае сумма указанных расстояний была бы 
больше 10 согласно свойству сторон 
треугольника). 
   Итак, первому уравнению системы () 
удовлетворяют координаты точек отрезка АВ и 
только эти точки. 

               

 
   Второму уравнению системы () 
удовлетворяют координаты точек окружности 
радиуса a  с центром  ).0;0(О Эта окружность 

имеет с отрезком АВ единственную общую 
точку в следующих случаях: 
а) окружность касается отрезка АВ; в этом 

случае ,ha   где  ;
5

24

10

86



h  

б) окружность пересекает отрезок АВ в одной 
точке; в этом случае ее радиус должен быть 
больше катета ОВ, но не превышать катета ОА 
прямоугольного треугольника ОАВ, т.е. 

.86  a  

Ответ:  ,68  a  ,
5

24
a  .86  a  

25.6. Найдите все значения параметра  а, при 
которых система уравнений  








xyx

xy

2

,0258
2

 

имеет единственное решение, удовлетворяющее 
условию  .222 ayx   
Решение. Из второго уравнения системы 
выразим xxy 22    и  подставим в первое 
уравнение. Получим уравнение 

.025168 23  xx  После замены tx 2  
перейдем к приведенному уравнению  

.0254 23  tt  Среди делителей числа  25  
легко находим корень .5t  Из разложения   
   055 2  ttt  следует, что приведенное 
уравнение других корней не имеет. Далее 

,52 x   5,2x  и  .25,15,225,2 2 y  Таким 
образом, данная система имеет единственное 
решение   .25,1;5,2   

  Неравенство 222 ayx   задает круг с 

центром (0;0) и радиуса .а  Для выполнения 

условия задачи необходимо и достаточно 
выполнение условия  ,22 OMa   где  )0;0(O  и 

).25,1;5,2(M  Так как  

,)525,1(8125,725,15,2 2222 OM  то из 
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неравенства 22 )525,1(a  или 525,1a  

получаем решения. 
Ответ:    .;525,1525,1;   
25.7. Найдите все значения параметра  а, при 
которых количество корней уравнения  

02)5,2( 23  xxxa  равно количеству общих 

точек линий  ayx  22   и .13  xy  

Решение. Уравнение 02)5,2( 23  xxxa  
при любом значении  а  равносильно 
совокупности уравнений  0x  и  

.012)5,2( 2  xxa   
А) Исследуем второе уравнение.  
1) Если 5,2a , то получаем линейное 
уравнение, которое имеет один корень 5,0x  
(исходное уравнение – два различных корня). 
2) Если 5,2a , то имеем квадратное уравнение, 
дискриминант которого равен 

.5,1)5,2(11  aaD  

  а) 01 D   при .5,1a  Квадратное уравнение 
имеет один корень  1x  (исходное уравнение – 
два различных корня).  
  б) 01 D  при 5,1a  (учтем, что 5,2a ). 
Квадратное уравнение имеет два различных 
корня, отличных от нуля (исходное уравнение – 
три различных корня) 
  в) 01 D  при .5,1a  Квадратное уравнение не 
имеет корней (исходное уравнение имеет один 
корень).  

Б) Исследуем систему уравнений 







.13

,22

xy

ayx
  

При 0a  система не имеет решений. Пусть 
.0a  Первое уравнение системы при 0a  

задает семейство окружностей с центром (0;0) и 
радиуса ar    .2 ar   Второе уравнение 
системы задает неподвижный уголок с 
вершиной (1;3), состоящий из частей прямых с 
угловыми коэффициентами 1k  или .1k  
 
                 

 
 
1) Окружность имеет одну общую точку с 
неподвижным графиком (касается с частью 

прямой 2 xy ), если  радиус  ,2r  тогда 

  .22
2
a  При 2a  нет общих точек. 

2) Если окружность касается с другой частью 
прямой ,4 xy   то радиус окружности 

22r  и .8a  В этом случае окружность с 
уголком имеет три общих точки. При  8;2a  - 
две общие точки.  
3) Пусть окружность проходит через вершину 
уголка. Радиус такой окружности равен  

,10r  .10a  В этом случае графики имеют 

три общие точки. При  10;8a  - четыре общие 
точки, при 10a  - две общие точки. 
Исследуя количество корней данного уравнения 
и  количество общих точек данных линий 
(количество решений системы), получаем ответ. 
Ответ:  .10;8;5,2  
 
 
 

26. Уравнения 
 

26.1. Найдите число различных решений 
уравнения  axx  322   в зависимости от 

параметра  а. 
Решение. Построим график функции 

322  xxy .  Характеристическими точками 

графика являются точки  )0;1(A ,  )0;3(B  и 

)4;1(C . Уравнение axx  322  имеет 

столько различных решений, сколько раз прямая  
ay   пересекает график функции 

322  xxy .  

   Из рисунка видно, что: 
   если ,0a  то графики не имеют общих точек, 
т.е. нет решения; 
   если ,0a  то графики имеют две общие точки 
(А  и  В), т.е. данное уравнение имеет два 
решения; 
   если ,40  a  то графики пересекаются в 
четырех точках – что дает четыре решения; 
   если ,4a  то графики имеют три общие 
точки, т.е. исходное уравнение имеет три 
решения; 
   если ,4a  то графики имеют две общие точки 
и заданное уравнение имеет два решения. 
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Ответ: нет решений, если ;0a  два решения, 
если 0a  или ;4a  три решения, если ;4a  
четыре решения, если .40  a  
26.2.  (2010) Найдите все значения а, при 
каждом из которых уравнение  

    02114 2  xaxxa  

имеет ровно три различных корня. 
Решение. Данное уравнение равносильно 
совокупности двух уравнений  142  xxa   и  

.12  xa  Построим графики полученных 

функций в системе координат  аОх. 

 
Из рисунка видим, что условию задачи 
удовлетворяет одно значение  1a . 
Ответ: 1a . 
26.3.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых график функции  

axxxxf  32)( 22    

пересекает ось абсцисс более чем в двух 
различных точках. 
Указание. Переформулируем задачу: найдите 
все значения  a, при каждом из которых 
уравнение  

03222  axxx    

имеет  более чем два решения. 
Ответ: (–3,5;1). 

26.7. Найдите все значения параметра  а, при 
которых уравнение 22 2334 aaxx   имеет 

ровно три различных корня. 
Решение. Определим, при каких значениях 
параметра а  графики функций 

34)( 2  xxxf  и 223)( aaxg   имеют 

ровно три общих точки на координатной 
плоскости хОу.  
 
               

 
 
По графику видно, что требованию задачи 
отвечает случай  .123 2  aa  Отсюда 5,0a  
или .1a  
Замечание. При решении такого типа задач 
полезно разобрать сразу все возможные случаи 
наличия корней в данном уравнении и 
необходимые для этого условия. 
Ответ: 5,0a  или  1a . 
26.9.  При каких значениях  а  уравнение 

0loglog2 3
2
3  axx  имеет четыре 

различных корня? 
Решение. Сделав замену  ,log3 tx   где  ,0t  

получим уравнение 02 2  att , которое 
должно иметь два различных положительных 
корня. Построим график функции ,2 2 tta   
где  .0t  Координаты вершины параболы  

.
8

1
;

4

1






  
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Из рисунка видим, что прямые  consta   

пересекают график в двух точках при .
8

1
;0 





a  

Ответ: .
8

1
;0 





  

26.10. Найдите все значения  p, при которых 
уравнение   xtgpx 21cos27   имеет хотя бы 
один корень. 
Указание. Сделав замену ,cos tx   где  

   ,1;00;1 t  приведите уравнение к виду 

.72 23 ttp   

Ответ:  9;0 . 
26.11.  При каких значениях параметра а  
уравнение axx 1  имеет единственное 
решение? 
Решение. После замены tx 1   имеем 
квадратное уравнение ,012  att   где .0t  

Перепишем уравнение в виде  .12 att   
Рассмотрим неподвижный график функции  

12  tty , где 0t  и семейство прямых 

,ay   параллельных оси  t. Найдем координаты 
вершины параболы  ).25,1;5,0( Графики будут 
пересекаться в одной точке при 25,1a  или 

.1a  
 

                 

 
Ответ: 25,1a  или .1a  
 

27.  Неравенства (метод областей) 
 
27.1.   Найдите все значения  а, при которых  
неравенство  

  14log 2 xa  выполняется для всех значений  

х.  (МГУ, 2005) 
Решение. Используя метод рационализации, 
заменим данное неравенство равносильной 
системой  

 














1

0

04)1( 2

a

a

axa

 

Для решения первого неравенства системы 
используем метод областей. 
1) Обозначим  .4)1();( 2 axaaxF   
2) Для выражения  );( axF  переменные  х  и  а   
принимают любые значения. 
3)  ,0);( axF     ,0.4)1( 2  axa  отсюда  

1a  или  .42  xa   
4) Имеем прямую и параболу, которые 
разбивают координатную плоскость на области, 
в каждой из которых выражение  );( axF  
сохраняет знак. Возьмем контрольную точку 
  :0;0   .04)0;0( F Ставим знак минус в 

области, содержащей точку  .0;0  В остальных 
областях расставляем знаки, используя правило 
знакочередования. Множество точек, 
координаты которых удовлетворяют первому 
неравенству системы, выделены цветом. 
Условия  1,0  aa  учтены.  Проводя прямые, 
параллельные оси  х,  видим, что полностью 
прямые находятся в заштрихованной области 
при    4;1a . 
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Замечание. Для данного примера линии на 
рисунке должны бать штриховыми, а не 
сплошными. 
Ответ:   4;1 . 
27.6.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых общие решения неравенств 

122  axx  и axx 4142   образуют на 
числовой оси отрезок длины единица. 
Решение. Считая переменную  а  зависимой от 
переменной х, перепишем неравенства в 
следующем виде:  122  xxa  и 

4

1

4

1 2  xxa . Графическое решение первого 

неравенства в системе координат  хОа  
представляет множество точек, лежащих выше 
параболы или на ней, для второго неравенства – 
не выше соответствующей параболы. Общая 
часть и есть графическое решение данных 
неравенств с двумя переменными.  
Решая каждое из квадратных уравнений 

0122  axx  и 01442  axx , 
получаем, что каждая из парабол состоит из 
двух полупарабол (уравнения корней)  

ax  1  или   ax  1  и  ax 452    или   

.452 ax   
 

 
 
Область решений ограничена  либо графиками 
функций  ax  1   и   ax  1 , либо  

ax  1  и  .452 ax   

Согласно условию задачи имеем 

 
 










14521

111

aa

aa
 











aa

a

245

12
 

  











.1
4

1

a

a
 

Ответ: 
4

1
a  или  .1a  

27.8.  (2010) Найдите все значения  a, при 
каждом из которых общие решения неравенств 

axy  2  и  axy 2  являются решениями 
неравенства 32  axy . 
Решение. Первые два неравенства axy  2  и  

axy 2  задают на координатной плоскости 

угол с вершиной   





 

3

5
;

3

aa . Чтобы все точки 

угла полностью принадлежали множеству 

решений неравенства 
2

3

2




ax
y   (верхняя 

полуплоскость) необходимо и достаточно 
принадлежности вершины угла. Имеем 

,
2

3

63

5 


aaa
 отсюда 

8

9
a . 

 
Ответ: 

8

9
a . 

 
 
 
 
 
 
 
 

СПРАВОЧНЫЙ МАТЕРИАЛ 
 

1. Графики функций и уравнений 
 

1.1. Прямая на плоскости 
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 Уравнение 0 rqypx , где rqp ,,  - 

действительные числа и 022  qp , задает  на 
координатной плоскости прямую линию. 
 Уравнение прямой с угловым коэффициентом:  

bkxy  . 

 Уравнение прямой, проходящей через две 
заданные точки  111 ; yxM  и  222 ; yxM :  

     121121 yyxxxxyy   

 Уравнение прямой в отрезках на осях: 

1
b

y

a

x
  )0,0(  ba  

 
1.2. Две прямые на плоскости 

 
 Взаимное расположение двух прямых  

11 bxky    и  22 bxky   
а) совпадающие:  








21

21

bb

kk
 

б) параллельные: 








21

21

bb

kk
 

в) пересекающиеся:  21 kk   

г) перпендикулярные:  121 kk . 

 Взаимное расположение двух прямых  
0111  cybxa   и  0222  cybxa  

а) совпадающие:  








1221

1221

caca

baba
  или  

2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
  

б) параллельные:  








1221

1221

caca

baba
  или  

2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
  

в) пересекающиеся:   

1221 baba    или  
2

1

2

1

b

b

a

a
  

г) перпендикулярные:   

02121  bbaa   или  
2

2

1

1

a

b

b

a
 . 

 Пусть коэффициенты уравнений системы  








111

,

cybxa

cbyax
  

отличны от нуля. Тогда: 
1) чтобы система имела единственное решение, 
необходимо и достаточно выполнение условия  

;
11 b

b

a

a
  

2) чтобы система имела бесконечно много 
решений, необходимо и достаточно выполнение 
условия  

;
111 с

с

b

b

a

a
  

3) чтобы система не имела решений, 
необходимо и достаточно выполнение условия  

.
111 с

с

b

b

a

a
  

Случай, когда коэффициенты равны нулю, 
нужно рассматривать отдельно. 
  Уравнение    0222111  cybxacybxa , 

где 022  ii ba   ),2;1( i   ,
2

1

2

1

b

b

a

a
   задает на 

координатной плоскости две пересекающиеся 
прямые. 
 Уравнение ,222111 cybxacybxa   где  

022  ii ba   ),2;1( i   ,
2

1

2

1

b

b

a

a
  задает на 

координатной плоскости две пересекающиеся 
прямые. 
  Уравнение ,222111 cybxacybxa   где  

022  ii ba   ),2;1( i   ,
2

1

2

1

b

b

a

a
  задает на 

координатной плоскости угол. 
 Уравнение  ,mcbyax   где  m > 0  и  

,022  ba  задает на координатной плоскости 
пару параллельных прямых. 

 
 

1.3. Окружность (эллипс) 
 

 Уравнение 222 )()( anymx   задает на 
координатной плоскости окружность радиуса  

aR   с центром в точке  );( nmC  при ;0a  

если ,0a  то это сама точка С.  

 Уравнение anymx  22 )()(  задает на 
координатной плоскости окружность радиуса  

aR   с центром в точке  );( nmC  при ;0a  
если ,0a  то это сама точка С;  если ,0a  то 
пустое множество.  
 Каноническое уравнение эллипса: 

1
)()(

2

2

2

2







b

ny

a

mx
 

с центром в точке  );( nmC  и полуосями  а  и  b 
)0,0(  ba . 
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1.4. Парабола 
 

 Функция  cbxaxy  2   )0( a  задает 
параболу с вершиной в точке  вв yxС ; . 

 Функция  nmxay  2)(  )0( a  задает 
параболу с вершиной в точке  );( nmC . 

 Каноническое уравнение параболы:  
).(2)( 2 mxpny   

 Пусть  cbxaxxf  2)(   )0( a . 
1) Квадратное уравнение  

02  cbxax  )0( a              () 
не имеет решений тогда и только тогда, когда 

0D . 
2) Квадратное уравнение () имеет 
а) два различных корня тогда и только тогда, 
когда  0D ; 
б) два (может быть кратных) корня тогда и 
только тогда, когда  0D . 
3) Квадратное уравнение () имеет 
а) два корня 21 xMx    тогда и только тогда, 
когда  0)(  Mfa ; 

б) два корня 21 xMx    или  21 xMx  тогда 
и только тогда, когда 








Mx

Mf

в

0)(
  или  








Mx

Mf

в

0)(
 

4). Квадратное уравнение () имеет 
а) два (может быть кратных) корня 

Mxx 21, тогда и только тогда, когда  














Mx

Mfa

D

в

0)(

0

 

б) два разных корня Mxx 21, тогда и только 
тогда, когда  














Mx

Mfa

D

в

0)(

0

 

в) два (может быть кратных) корня 
Mxx 21, тогда и только тогда, когда  














Mx

Mfa

D

в

0)(

0

 

г) единственное решение  Mxx  21  тогда и 
только тогда, когда 








Mx

D

в

0
 

5). Квадратное уравнение () имеет 
а) два (может быть кратных) корня 

Mxx 21, тогда и только тогда, когда  














Mx

Mfa

D

в

0)(

0

 

б) два разных корня Mxx 21, тогда и только 
тогда, когда  














Mx

Mfa

D

в

0)(

0

 

в) два (может быть кратных) корня 
Mxx 21, тогда и только тогда, когда  














Mx

Mfa

D

в

0)(

0

 

г) единственное решение  Mxx  21  тогда и 
только тогда, когда 








Mx

D

в

0
 

6). Квадратное уравнение () имеет 
а) корни 21 xMmx   тогда и только тогда, 
когда 








0)(

0)(

Mfa

mfa
 

б) корни 21 xMmx   тогда и только тогда, 
когда 








0)(

0)(

Mfa

mf
 

в) корни 21 xMmx   тогда и только тогда, 
когда 







0)(

0)(

Mf

mfa
 

7). Квадратное уравнение () имеет 
а) корни Mxmx  21  тогда и только тогда, 
когда 








0)(

0)(

Mfa

mfa
 

б) корни 21 xMxm   тогда и только тогда, 
когда 








0)(

0)(

Mfa

mfa
 



61 
 

8). Квадратное уравнение () имеет один корень 
внутри интервала  );( Mm , а другой расположен 
вне этого интервала тогда и только тогда, когда 

0)()(  Mfmf . 

9). Квадратное уравнение () имеет 
а) разные корни  Mxxm  21   или (может 

быть) кратные корни  Mxxm  21  тогда и 
только тогда, когда 

















Mxm

Mfa

mfa

D

в

0)(

0)(

0

   или  

















Mxm

Mfa

mfa

D

в

0)(

0)(

0

 

б) разные корни  Mxxm  21   или (может 

быть) кратные корни  Mxxm  21  тогда и 
только тогда, когда 

















Mxm

Mfa

mfa

D

в

0)(

0)(

0

   или  

















Mxm

Mfa

mfa

D

в

0)(

0)(

0

 

в) разные корни  Mxxm  21   или (может 

быть) кратные корни  Mxxm  21  тогда и 
только тогда, когда 

















Mxm

Mfa

mfa

D

в

0)(

0)(

0

   или  

















Mxm

Mfa

mfa

D

в

0)(

0)(

0

 

г) разные корни  Mxxm  21   или (может 

быть) кратные корни  Mxxm  21  тогда и 
только тогда, когда 

















Mxm

Mfa

mfa

D

в

0)(

0)(

0

   или  

















Mxm

Mfa

mfa

D

в

0)(

0)(

0

 

 
 

1.5. Гипербола 
 

 Уравнение  0))((  knymx  при  0k  
задает на координатной плоскости семейство 

гипербол  n
mx

k
y 


  с центром симметрии  

);( nmC  и асимптотами  mx    и  ny  . 

 Функция  
dcx

bax
y




 , где 0c  и  

0 bcad , задает на координатной плоскости 
гиперболу. 
 Каноническое уравнение гиперболы: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
  








 1

2

2

2

2

a

x

b

y
 

 
1.6. Параллелограмм 

 
 Уравнение ,222111 mcybxacybxa    

где   

m > 0  и  022  ii ba   ),2;1( i   ,
2

1

2

1

b

b

a

a
   задает 

на координатной плоскости параллелограмм. 
 «Уравнение ромба в отрезках»: 

,1
l

y

k

x
 где  0,0  lk . 

 Уравнение квадрата:  kyx  , где  0k . 

2. Преобразование графиков 
 

  Если график функции )(xfy   построен, то 
1. График функции )( axfy   может быть 
получен переносом графика функции )(xfy   
на а единиц вправо, если ;0a  на а единиц 
влево, если .0a  
2. График функции bxfy  )(  может быть 
получен переносом графика функции )(xfy   
на b единиц вверх, если ;0b  на b единиц вниз, 
если .0b  
3. График функции )(kxfy   может быть 
получен из графика функции )(xfy   сжатием 

в k раз к оси  у, если ;1k  растяжением в 
k

1
 раз, 

если ;10  k  преобразованием симметрии 
относительно оси у, если .1k  
4. . График функции )(xfmy   может быть 
получен из графика функции )(xfy   
растяжением от оси  х, если ;1m  сжатием к оси 
х, если ;10  m  преобразованием симметрии 
относительно оси х, если .1m  
5. Для построения графика функции  xfy   

надо: 
а) стереть все точки графика функции )(xfy  , 
лежащие слева от оси у; 
б) оставить на месте все точки графика 
функции, лежащие на оси у и справа от нее; 
в) отобразить правую часть графика 
симметрично относительно оси у. 
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6. График функции )(xfy   получается из 

графика )(xfy   следующим образом: 
а) все точки графика )(xfy  , лежащие на оси х 
и выше ее, остаются на месте; 
б) все точки графика )(xfy  , лежащие ниже 
оси х, симметрично отображаются относительно 
оси х. 
 График уравнения  0);(  ymxf  получается 
из графика уравнения  0);( yxf  переносом  на 
m единиц вправо, если ;0m  на m единиц 
влево, если .0m  
 График уравнения  0);(  nyxf  получается 
из графика уравнения  0);( yxf  переносом  на 
n единиц вверх, если ;0n  на n единиц вниз, 
если .0n  
 Графики уравнений    0);( yxf  и 

0);(  yxf   симметричны относительно оси  у. 

 Графики уравнений    0);( yxf  и 
0);(  yxf   симметричны относительно оси  х. 

 График уравнения  0);( ykxf   получается из 
графика уравнения 0);( yxf  сжатием вдоль 
оси  х  в  k раз, если 1k  (при 10  k  
получаем растяжение  в 1/k раз). 
 График уравнения  0);( kyxf   получается из 
графика уравнения 0);( yxf  сжатием вдоль 
оси  у  в  k раз, если 1k  (при 10  k  
получаем растяжение  в 1/k раз). 
 

 
 
 

3. Решение неравенств с двумя  
переменными 

 
3.1. Графическое решение неравенств 

 
     Неравенство с двумя переменными  х  и  у    

);();( yxyxf   можно записать в виде  
0);( yxF ,                                              (1) 

где );(),;(),;( yxFyxyxf  - многочлены с 
указанными переменными. Неравенства, 
содержащие неизвестные, могут быть и другого 
вида: 

.0);(,0);(,0);(  yxFyxFyxF  
     Решением неравенства (1) называется 
упорядоченная пара действительных  чисел 

);( 00 yx , обращающая это неравенство в верное 

числовое неравенство. Графически это 
соответствует заданию точки );( 00 yx  

координатной плоскости. Решить неравенство – 
значит, найти множество всех его решений. 
Совокупность всех точек, координаты которых 
удовлетворяют неравенству (1), называется 
областью его решений. 
     Неравенства называются равносильными, 
если они имеют одну и ту же область решений. 
     Полезно будет напомнить здесь одно простое 
утверждение: график уравнения 

0)();(  xfyyxF , где )(xf  - многочлен, 
делит координатную плоскость на две области 
так, что при переходе из одной области в 
другую значение выражения );( yxF  меняет знак 
на противоположный. 
 

 
Рис. 1 

 
       Действительно, если взять любую точку 
(рис. 1), лежащую выше графика, то ее ордината 
будет больше, чем ордината точки, имеющей 
такую же абсциссу, но лежащей на графике. То 
есть множество точек плоскости, 
расположенных выше графика, будет 
геометрическим изображением решения 
неравенства )(xfy  , т.е. 0);( yxF . Для точек, 
лежащих ниже графика, имеет место 
неравенство 0);( yxF .      
       Аналогично можно сформулировать 
утверждение для графика уравнения 

0)();(  yxxyF  , где )( y - многочлен. 
       Многочлен можно заменить на 
элементарную функцию.  Например, для 
выражений  

xyyxF 2log);(   и )0();(  k
x

k
yyxF  

на рисунках 2 и 3 соответственно представлены 
решения неравенства   0);( yxF . 
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Рис. 2 

 
 

Рис. 3 
 

      Указанные утверждения удобно 
использовать, если в неравенстве удается 
выразить переменную  у  (или  х)  в явном виде, 
то есть уединить эту переменную в одной из 
частей неравенства. Ниже будут рассмотрены 
неравенства (уравнения), в которых переменная  
у  (или  х)  задана в неявном виде. 
 

 
3.2. Области знакопостоянства линейного 

многочлена  F(x;y) = px + qy + r 
 
     Уравнение 0 rqypx , где 022  qp , 
задает  прямую линию. Геометрической 
интерпретацией решения линейного неравенства 
с двумя переменными является следующая 
теорема. 
     Теорема 1. Прямая 0 rqypx , где 

022  qp , разбивает координатную плоскость 
на две открытые полуплоскости так, что 
координаты точек одной полуплоскости 

удовлетворяют неравенству ,0 rqypx  а 
другой - неравенству 0 rqypx . 
        Исходя из теоремы 1, можно 
сформулировать свойство чередования знака 
для линейного многочлена   

Ф(х; у) = rqypx    0( 22  qp ): 
при переходе через точку прямой 0 rqypx  
из одной полуплоскости в другую знак значения 
многочлена Ф(х; у) меняется на 
противоположный. 

 
● Если прямые 0);( 1111  cybxayxF   и 

0);( 2222  cybxayxF   пересекаются, то 
каждая из систем неравенств 








,0

0

2

1

F

F
     








,0

0

2

1

F

F
    








,0

0

2

1

F

F
    








,0

0

2

1

F

F
 

задает на координатной плоскости множество 
внутренних точек угла, включая границы 
(сделайте рисунок и рассмотрите все возможные 

случаи). Например, совокупность   






,0

0

2

1

F

F
  

соответствующая системе неравенств   







,0

0

2

1

F

F
  

задает оставшуюся часть, исключая границы 
(координатную плоскость с «вырезанным» 
углом). Аналогичные утверждения верны и для 
других пар систем и совокупностей неравенств. 
Другими словами, в алгебре указанные 
совокупность и система неравенств являются 
логическими отрицаниями друг друга, а на 
координатной плоскости им соответствующие 
множества точек являются дополнениями друг 
друга до всей плоскости. 
●   Неравенство     0222111  cybxacybxa   

(или     0222111  cybxacybxa ), где 

022  ii ba   ),2;1( i   ,
2

1

2

1

b

b

a

a
   задает на 

координатной плоскости множество внутренних 
точек вертикальных углов, включая границы. 
 

3.3. Метод областей и его обобщения 
 
 ●    Рассмотрим  выражение 

);(...);();();( 21 yxFyxFyxFyxF n ,     (2)  

где  iiii ryqxpyxF );( , причем прямые 

0 iii ryqxp  и 0 jjj ryqxp  попарно 

различны  jinjni  ;,...,2,1;,...,2,1 . 
Выражению (2) соответствует разбиение 
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плоскости на области прямыми линиями 
0 iii ryqxp  ).,...,2,1( ni   Точки пересечения 

прямых будем называть особыми точками 
границы области, другие точки  - 
обыкновенными. Метод областей опирается на 
следующее свойство чередования знака  
выражения (2): при переходе через 
обыкновенную точку  прямой  0 iii ryqxp  

(границы области) из одной области в смежную 
знак значения выражения (2) меняется на 
противоположный. 
     Действительно, при переходе через прямую 
линию 0 iii ryqxp  в выражении (2) меняет 

знак только один множитель .iii ryqxp   

 
Пример 1. Решите графически неравенство 

0)2)(1)((  xyxxy . 
     Решение. На координатной плоскости xОy 
строим сплошными линиями график уравнения  

,0)2)(1)((  xyxxy  состоящий из трех 
прямых  xy  , 1 xy  и 2x  (рис.4). 
Многочлену )2)(1)(();(  xyxxyyxF  
соответствует разбиение плоскости );( yx  на 
семь областей. Возьмем пробную точку (3;0) и 
определим знак значения выражения );( yxF  в 
этой точке: ;30)0;3( F  30 > 0. Ставим знак 
плюс в области, содержащей точку (3;0). Далее, 
используя свойство чередования знака 
выражения );( yxF  вида  (2), расставляем знаки  
в остальных областях. Нумерация областей на 
рисунке показывает последовательность их 
обхода (последовательность обхода может быть 
и другой). Выбираем области, содержащие знак 
плюс и решения уравнения 0);( yxF . 

 
 

Рис. 4 
 

●     Пусть дано выражение вида 

);()...;();();( 21

21 yxFyxFyxFyxF nk
n

kk  (3) 

где  iiii ryqxpyxF );( , причем прямые 

0 iii ryqxp  и 0 jjj ryqxp  попарно 

различны  jinjni  ;,...,2,1;,...,2,1 . 

nkkk ,...,, 21  - фиксированные натуральные числа  

и выражению F(x;y) соответствует разбиение 
плоскости на области. 
    Для решения неравенства  (1), где выражение  

);( yxF  имеет вид (3), используется обобщенный 
метод областей, который опирается на 
следующее правило чередования знака 
выражения: при переходе через обыкновенную 
точку  прямой  0 iii ryqxp  (границы 

области) из одной области в смежную знак 
значения выражения (3) меняется на 
противоположный, если ik  - нечетное число, и 

не меняется, если ik  - четное число. 

      
 
Далее показано другое обобщение метода 
областей, связанное с заменой в выражениях 
вида (2) или (3) линейных многочленов );( yxFi  

на нелинейные многочлены с известными 
областями знакопостоянства. 
 
3.4. Области знакопостоянства многочленов 
F(x; y)  второй степени 
 
     Рассмотрим кривые второго порядка: эллипс 
(в частности, окружность), гиперболу, параболу. 
     Теорема 2. Окружность 

222 )()( Rnymx   (с центром в точке A(m;n) 
и радиуса 0R ) делит координатную плоскость 
на две части так, что координаты точек, 
лежащих вне окружности, удовлетворяют 
неравенству  222 )()( Rnymx  , а 
расположенных внутри окружности – 
неравенству  222 )()( Rnymx  . 
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Рис. 5 

 
Теорема 3. Эллипс, заданный каноническим 

уравнением 1
2

2

2

2


b

y

a

x
,  делит координатную 

плоскость на две части так, что координаты 
точек, лежащих вне эллипса, удовлетворяют 

неравенству 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, а расположенных 

внутри эллипса – неравенству  1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

       Для эллипса 1
)()(

2

2

2

2







b

ny

a

mx
 

аналогично формулируется утверждение о 
знакочередовании значения выражения  

1
)()(

);(
2

2

2

2








b

ny

a

mx
yxF . 

 
Рис. 6 

 
Отсюда как следствие вытекает теорема 2.  
Теорема 4. Гипербола 0 kxy   0k  делит 
координатную плоскость на три области так, что 
при переходе из одной области в смежную 
выражение kxyyxF );(  меняет знак на 
противоположный. 

 
 

Рис. 7 
 

 
Рис. 8 

 
 

     Аналогичное свойство знакочередования  
формулируется  для гиперболы 

0))((  knymx   )0( k . 
     Сравните расположение знаков  выражений  

x

k
yyxF );(   и kxyyxF );(  для одного и 

того же графика на координатной плоскости 
(рис. 3 и 7). 

 
     Теорема 5. Гипербола, заданная 

каноническим уравнением 1
2

2

2

2


b

y

a

x
  









 1

2

2

2

2

a

x

b

y
,  делит координатную плоскость 

на три области так, что при переходе из одной 
области в смежную значение выражения  

1);(
2

2

2

2


b

y

a

x
yxF  








 1);(

2

2

2

2

a

x

b

y
yxF  
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меняет знак на противоположный.   

 
 

Рис. 9 
     Аналогичное свойство формулируется для 
гипербол 

1
)()(

2

2

2

2







b

ny

a

mx
  и   1

)()(
2

2

2

2







a

mx

b

ny
. 

      
     Теорема 6. Парабола, заданная 
каноническим уравнением  pxy 22    0( p  или 

)0p ,  делит координатную плоскость на две 
области так, что при переходе из одной области 
в другую значение выражения pxyyxF 2);( 2   
меняет знак на противоположный. 
     Аналогичное свойство формулируется для 
параболы ).(2)( 2 mxpny   

 
Рис. 10 

 

 
 

Рис. 11 
 
 

3.5. Области знакопостоянства  
выражений,  содержащих знак модуля 

 
Для решения неравенств с двумя переменными, 
содержащих знак модуля, обычно разбивают 
координатную плоскость на отдельные области 
так, чтобы на каждой из них можно было 
записать неравенство, не используя знака 
абсолютной величины. 

      
     В некоторых случаях удобно использовать 
известные области знакопостоянства выражений 
с модулями. 
     Теорема 7. Ромб, заданный уравнением  

,1
l

y

k

x
 где  ,0,0  lk  делит координатную 

плоскость на две части так, что координаты 
точек, лежащих вне ромба, удовлетворяют 

неравенству  ,1
l

y

k

x
 а расположенных 

внутри ромба – неравенству  

1
l

y

k

x
(сравните с уравнением и графиком 

эллипса в теореме 3). 
          По аналогии с существующей 
терминологией «уравнение прямой в отрезках», 

уравнение  ,1
l

y

k

x
 где  ,0,0  lk  можно 

назвать «уравнением ромба в отрезках». 
     
 



67 
 

 
Рис. 12 

 
   Теорема 8. Фигура, заданная уравнением  

,1
l

y

k

x
 где  ,0,0  lk  делит координатную 

плоскость на три области так, что при переходе 
из одной области в смежную значение 

выражения 1);( 
l

y

k

x
yxF  меняет знак на 

противоположный (сравните с уравнением и 
графиком гиперболы в теореме 5). 
 

 
 

Рис. 13 
 

       Теорема 9. Фигура, заданная уравнением  
kxy    0( k  или )0k ,  делит координатную 

плоскость на две области так, что при переходе 
из одной области в другую значение выражения 

kxyyxF );(  меняет знак на 

противоположный (сравните с уравнением и 
графиком параболы в теореме  6). 

 
Рис. 14 

 
        Теорема 10. Неравенство 

,222111 cybxacybxa   где  

022  ii ba   ),2;1( i   ,
2

1

2

1

b

b

a

a
  задает на 

координатной плоскости множество внутренних 
точек угла, включая границы. В частности, 
отсюда следует теорема 9.  

 
 

Рис. 15 
          Теорема 11. Неравенство 

,222111 cybxacybxa   где  

022  ii ba   ),2;1( i   ,
2

1

2

1

b

b

a

a
  задает на 

координатной плоскости множество внутренних 
точек вертикальных углов, включая границы. 

 
 

Рис. 16 
          Теорема 12.  Пара параллельных прямых, 
заданная уравнением ,mcbyax   где  m > 0  

и  ,022  ba  разбивает координатную 
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плоскость на три области так, что при переходе 
из одной области в другую значение выражения  

mcbyaxyxF );(  меняет знак на 

противоположный.      
     Конкретизируем данную теорему: 
неравенство  ,mcbyax   где  m > 0  и  

,022  ba  задает на координатной плоскости  
множество внутренних точек «полосы», 
включая границы. В частности, «полоса»   

mcby   параллельна оси  Ох, а «полоса» 

mcax    параллельна оси  Оу.  

 
 

Рис. 17 
 

          
Теорема13. Неравенство  
 ,222111 mcybxacybxa    где  m > 0  и  

022  ii ba   ),2;1( i   ,
2

1

2

1

b

b

a

a
   задает на 

координатной плоскости множество внутренних 
точек параллелограмма, включая границы. 

 
 

Рис. 18 
 

3.6. Рационализация неравенств 
      Чтобы расширить возможности применения 
метода областей  при решении неравенств с 
двумя переменными, используем идею 
рационализации неравенств. 
     Прием рационализации заключается в замене 
сложного выражения );( yxF  на более простое 
выражение ),;( yxG  при которой неравенство 

0);( yxG  равносильно неравенству 0);( yxF  
в области определения выражения ).;( yxF   

     Выделим некоторые выражения F и 
соответствующие им рационализирующие 
выражения G, где qpu ,,,,  - выражения с 
двумя переменными )0;0;1;0(  uu ,  а – 
фиксированное число ( ).1;0  aa  

 
№ Выражение F Выражение G 
1 

1а 

1б 

 aa loglog   

1log a  

alog  

))(1(  a  
))(1( aa    
)1)(1(  a  

2 

2а 

2б 

 uu loglog   

1log u  

ulog  

))(1(  u  
))(1( uu    
)1)(1(  u  

3  loglog u  

)1(   

 )1)(1( u
))(1( u   

4 

4а 

 uu    )0( u  

1u  

))(1(  u  
)1( u  

5  u  
)0;0(  u  

)( u  

6 qp   ))(( qpqp   

 
Пример 2. Изобразите на координатной 
плоскости область решений неравенства 

1
log

1


yx

. 

     Решение. Область определения неравенства 
задается условиями: 1;0;1;0  yyxx  
Приведем данное неравенство к виду  

0
log

log1



y

y

x

x  или   0log1log  yy xx . 

     Используя замены 2а и 2б, последнее 
неравенство приводим к неравенству  

0)1)(1)()(1(  yxxyx   или  

0)1)(()1( 2  yxyx . 
     Далее, используя обобщенный метод 
областей, находим решения исходного 
неравенства (рис.19). 
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Рис. 19 
 
 

3.7. Аналитическое задание области  
решения неравенств 

 
     Открытой элементарной областью (рис. 39) 
называется множество точек координатной 
плоскости, удовлетворяющей системе 
неравенств вида: 

          







)()(

,

xyxf

bxa


                            (4) 

где функции )(xfy   и )(xy  , заданные 
каждая  одной своей формулой, непрерывны на 
промежутке  ba;  и удовлетворяют неравенству 

)()( xxf   в интервале (a;b). В этом случае 
говорят, что в системе (4) за основу задания 
области выбрана переменная  х. Область, 
заданную системой неравенств (4), иногда  
записывают в виде  

 )()(,);( xyxfbxayx   

или  
      )();(,;; xxfybaxyx  . 

     Знаки неравенств в системе (4) могут быть и 
нестрогими. Для неограниченных областей в 
условиях  )()(, xyxfbxa   используют 
символы   или  .  
 

 
Рис. 20 

     Приведенные рассуждения легко переносятся 
на области, в основу задания которых выбрана 
переменная  y. 
Пример 3. Задайте аналитически решение 
неравенства  0)2)(1)((  xyxxy . 
Решение. Рис. 4. Найдем точки пересечения 
прямых  xy  , 1 xy  и 2x , решая 
системы уравнений: 








;1

,

xy

xy
  







;2

,

x

xy
  






.2

,1

x

xy
 

Отсюда получаем особые точки ),5,0;5,0( A  
),2;2(B  )3;2( C . Примем за основу задания 

областей переменную x, тогда особые значения 
переменной x:  5,0x  или 2x . Разобьем 
область решений на элементарные области 
прямыми 5,0x  и 2x . Запишем ответ для 
областей, содержащих знак плюс: 
         ;1;;2;; xxyxyx

   Ryxyx ;2;  

       xxyxyx ;1;5,0;2;

   5.0;5,0  

      1;;;5,0;  xxyxyx  

 
3.8. Решение неравенств с параметром 

     Пусть дано неравенство 
             0);( xaF ,                                  (3) 
где х -  переменная,  а – фиксированное число 
(параметр), символ   заменяет один из знаков: 

.,,,   Рассматривая параметр а как 
равноправную переменную с переменной х, мы 
сводим задачу решения неравенства  (3) с 
параметром к решению неравенства с двумя 
переменными а и х. 
     Пример 4. Решите неравенство  

0)2)(1)((  axaax  
в зависимости от значения параметра  a. 
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Решение. В примере 1  дано графическое 
решение неравенства 0)2)(1)((  xyxxy  
(рис. 4), в примере 3  представлена 
аналитическая запись решения этого 
неравенства. Дадим ответ для данного 
неравенства с параметром  a  (рис. 21). Особые 
точки ),5,0;5,0( A  ),2;2(B  )3;2( C  и особые 
значения параметра: 5,0a   и 2a . Выберем 
области, содержащие знак плюс и решения 
уравнения 0);( xaF , где 

)2)(1)(();(  axaaxxaF : 

 ;1;5,0);(1  axaaxaD  

 ;;2);(3 axaxaD   

 ;1;2);(5  axaxaD  

 .1;5,02);(7 axaaxaD   

 
Рис. 21 

 
Пример 5. (ЕГЭ, 2003 г.). Найдите все значения  
a, при которых область определения функции  

  5,05,4log5,045,0 axaxay axx x    
содержит ровно одно целое число. 
     Решение. 1). Из определения логарифма 
следует, что  

.1,0,0  xxa                           )(  
2). Упростим выражение, стоящее в основании 
степени  

  5,4log5,045,0 axaxa axx x  

  5,445,0 aaxaxa xx  

    445,0 aaxaaa xx

  5,05,04 xaaa x  . 
3). Из условия имеем  

   .05,05,04  xaaa x  
Применяя рационализации 4 и 5, получим   

05,0))(4)(1(  xaxa   или 
0))(4)(1(  axxa .                    )(  

     Для решения последнего неравенства 
используем метод областей (рис.22). 
Неравенству  )( , учитывая условия )( , 
удовлетворяют координаты точек областей 

73 ,DD  и части областей 1D  и 5D . 

 
 

Рис. 22 
     При каждом значении  1;0a  в части 

области 1D  бесконечное множество целых 

чисел, в части области 5D  нет ни одного целого 

числа, т.е. 10  a  не удовлетворяют условию 
задачи. 
     При  4;1a  в области  7D  решение имеет 

вид  4;a . Если  43  a , то отрезок  4;a  
содержит одно целое число 4. 
     При  4a  решение 4x . 
     В области  3D  при   ;4a  решение имеет 

вид   a;4 , которое содержит одно целое число 4 
при условии  .54  a  
     Объединим полученные значения параметра  
a. 
     О т в е т:  .5;3  
     Пример 6. (ЕГЭ, 2003 г.) Из области 
определения функции 









 


4

47

7log x

x
a aay  

взяли все целые положительные числа и 
сложили их. Найдите все значения   a, при 
которых такая сумма будет больше 7, но меньше 
11. 
     Решение. 1). Так как    RD 7log , то имеем  

04

47

 


x

x
a aa  

или по рационализации 4 

  0
4

47
1 












x

x
aa , где 0a . 



71 
 

 
Рис. 23 

  2). Обозначим    











4

47
1);(

x

x
aaaxF . 

График уравнения  0);( axF , состоящий из 
прямой 1a  (пунктирная линия) и гиперболы 

4

47





x

x
a  (пунктирная линия), разбивает 

первый координатный угол ( 0a  и переменная 
x принимает натуральные значения) на три 
области. Применяя метод областей, получаем  
необходимое множество точек плоскости: 
области 1D  и 3D  (рис.23).  

  3). Решим уравнение 
4

47





x

x
a  относительно 

переменной x и найдем  
7

44





a

a
x .  При 

10  a  решением является промежуток  ;0 , 
который содержит все натуральные числа. Эти 
значения параметра  a не удовлетворяют 
условию задачи. 
     При 1a  решением является промежуток 












7

44
;0

a

a
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