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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящее учебное пособие "Высшая математика и экономические 
модели" является фактически вторым томом учебного пособия 
С.А. Минюка, Е.А. Ровба "Высшая математика" и основано на 
педагогических принципах, изложенных в предисловии к [42]. Пособие 
состоит из трех основных частей, списка литературы и приложения в 
виде вероятностных таблиц. Оно содержит 47 лекций по методам 
оптимизации, теории вероятностей, математической статистике и их 
экономическим приложениям. 

Данное пособие отражает математическое содержание курсов "Ма­
тематическое программирование", "Теория вероятностей и математичес­
кая статистика" или родственных им по названию, которые традицион­
но читаются на экономических специальностях вузов. Наибольшее 
влияние на содержание книги оказали добротные учебники и учебные 
пособия различных авторов [7,10,11,13,14,20,22,23,25,29,32,37,39, 
40,41,50,54,57], в частности, односекторная модель оптимального эко­
номического роста заимствована из книги В.А. Колемаева [26], эконо­
мические ситуации и их модели, приведенные в лекциях 21 и 29, изло­
жены в соответствии с учебным пособием В.И. Малыхина [39], для 
анализа финансового рынка использованы книги [24, 26, 39, 41,45, 57]. 

Отметим еще раз, что данная книга является прежде всего матема­
тической, и здесь содержатся далеко не все экономические модели, где 
применяются математические методы. В частности, не достаточно пред­
ставлены экономические модели, которые описываются дифференциаль­
ными и разностными уравнениями, экономические модели исследова­
ния операций и теории игр, прикладной статистики и т.д. По некоторым 
из указанных направлений к настоящему времени разработаны целые 
математические теории, например, математические основы менеджмента 
[43], синергетическая экономика [21] и т.д. В данной книге не ставилась 
цель охватить экономические модели в полном объеме. 

В пособии используется следующая нумерация и система ссылок. 
Каждая лекция имеет свою нумерацию теорем, утверждений, лемм и 
соотношений. При ссылке на соответствующий результат другой лек­
ции используется двойная нумерация, где первая цифра указывает но­
мер лекции. В нумерации рисунков первая цифра также соответствует 
номеру лекции. 
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Идейный организатор по написанию этой книги - профессор 
С.А. Минюк, который фактически является также и ее научным редак­
тором. 

Научно-методическую помощь по написанию многих лекций пер­
вой части пособия и по формированию списка литературы оказала 
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фактически написана Л.Е. Ровба. Особо отметим Т.С. Игнатчик, которая 
оказала неоценимую помощь при подготовке рукописи к печати. Всем 
этим людям мы выражаем искреннюю признательность и благодарность. 

Авторы выражают глубокую благодарность рецензентам - профес­
сорам И.В Белько, М.М. Ковалеву и коллективу кафедры высшей мате­
матики № 2 Белорусской государственной политехнической академии, 
особенно ее заведующему доценту А.Д. Корзникову за ценные советы и 
замечания, способствующие улучшению данной книги. 
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Часть 1 

МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ И 
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ЭКОНОМИЧЕСКИЕ 

МОДЕЛИ 

• ЛеИция 1 
Выпуклые множества в пространстве R" 

Даны основные свойства выпуклых множеств; изучены 
угловые точки выпуклых многогранных областей и выпуклая 
оболочка системы точек. 

Среди геометрических понятий, связанных с В", важную роль в 
экономических приложениях играет понятие выпуклого множества. 

1°. Свойства выпуклых множеств. Множество ХсК" назы­
вается выпуклым, если наряду с любыми двумя своими точками оно со­
держит соединяющий их отрезок. Другими словами, если х1, х2е Х,то 

л(А.)=Ьд+(1-Л);с2е X\/Xe[0,l]. 
Примеры выпуклых множеств: квадрат, круг, куб; невыпуклые мно­

жества, например, -дуга окружности, кольцо и т.д. 

Важным примером выпуклого множества в R" является полу­
пространство, которое определяется как множество всех точек 
х = col (х,; х2;...; хп) '> координаты которых удовлетворяют заданному 

неравенству первой степени 
а.х. +а,х, + ... + а х +Ь>0, (1) 

1 1 2 2 п п 

где а ,ап,Ь - фиксированные числа, причем а,,..., а „ не все рав­
ны нулю. 

Теорема 1. 

Любое полупространство в R" есть выпуклое множество. 

-) всюду далее символ «col» используется для обозначения вектор-
столбца 
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Область X "пуста" 
Рис. 1.1 

Доказательство. Пусть полупространство П задано с помощью 
неравенства(1)и Xх = col\xf^;...;x^')), x* =col(x'2);...;x[2')какие-либо 
две точки из П • 

Рассмотрим произвольную точку xfy) = Xx] + (l-X)x2, Хе [0Д]из 
соединяющего их отрезка. В координатах получим: 

Х1(Х^Х^ + (1-Х)х^...,хи(Х)=Х^ + (1-Х)х^. 
Подставляя эти выражения в левую часть (1), будем иметь 

ai{x^+(i-x)x^)+...+an{x^+(i-x)^)+b = (2) 
= Л.(а|̂

(1) +... + W " + b)+(l-X)(a[x\2) +... + anxf] + b)>0 , 

так как, в силу х1 е П и х2 е П, обе суммы, заключенные в скобки, 
неотрицательны. Из (2) следует х(л)е П • 

Теорема 1 доказана. П 
Часто используется следующее свойство: пересечение любого числа 

выпуклых множеств - выпуклое множество. 
Проверим это свойство для случая двух множеств X, Y. Пусть 

Z = Xf]Y и z1, z 2 - произвольные точки из Z. Ясно, что z\z2 e X; 

z',z2 е У. Рассмотрим точку z(A,) = Л-z1 + (l - X)z2, Хе [0,l]. Из выпук­

лости Хи Г вытекает z(x)e X, z(X)e Y VAe [0,l] и,значит, z(A.)e Z . 
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Рис. 1.2 
Отсюда следует, что пересечение нескольких полупространств в 

R" является выпуклым множеством. 
Важнейшими примерами выпуклых множеств являются выпуклые 

многогранные области в R" (полиэдральные множества), или просто 
полиэдры. Полиэдр-это множество решений некоторой системы конеч­
ного числа линейных неравенств \а'.х+ Ъ. > О, i = l,mj, или, что то же 
самое, пересечение конечного число полупространств. 

Напомним, что здесь а'х = {а., х)- скалярное произведение «-век­
торов а. и х (а. и х). 

Примеры выпуклых многогранных областей изображены на рис. 1.1. 

О Упражнение 1. Показать, что любая гиперплоскость 
( j ^ j x e R": а'х=б}) -выпуклое множество в R". • 

Отметим, что ограниченная выпуклая многогранная область Хъ 
R" называется выпуклым многогранником в В". 

Говорят, что множество XczR" ограничено, если существует та­
кое положительное с, что координаты любой точки х из Хпо модулю не 
превосходят с, т.е. | xt | < с, J х, | < с,...., | хп I < с . 

2°. Угловые точки полиэдров. Рассмотрим выпуклую много­
угольную область на плоскости, т.е. в R2. Как правило, такие области 
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Рис. 1.3 
имеют вершины, или по-другому, угловые точки. Выясним точный смысл 
понятия вершины. 

Для области X, изображенной на рис. 1.2, точки ЛиВне являются 
вершинами, так как для каждой из них есть отрезок, проходящий через 
эту точку и целиком содержащийся в X. В то же время для вершин С и D 
такого отрезка найти нельзя. 

Говорят, что точка С выпуклой многогранной области X с R" яв­
ляетсявершиной или угловой точкой области X, если не существует пред­
ставления С в виде 

c = xq + (i-x)c2, 
где С(е X, С, е X иО<Л<1-

При практическом способе нахождения вершин в случае много­
угольной области на плоскости отметим следующее: для любой верши­
ны С найдутся две граничные прямые, проходящие через С, для кото­
рых С является их единственной общей точкой. В случае выпуклой 

многогранной области в Л3 для любой вершины С найдутся три гра­
ничные плоскости с единственной общей точкой С (на рис. 1.3 через 
вершину Спирамиды Xпроходит четыре граничные плоскости, но лю­
бых трех из них достаточно, чтобы точка Сбыла единственной общей 
точкой). 

Таким образом, без строгого обоснования, получаем способ нахож­
дения вершины многогранной области. 

Пусть область X с Л" задана с помощью системы линейных нера­
венств. Выберем какие-нибудь п из этих неравенств и заменим их равен­
ствами. Получим систему из п линейных уравнений с п неизвестными. 
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Рис. 1.4 
Если эта система имеет единственное решение х, причем х& X, то х -
вершина области X. Таким способом можно получить все вершины X. 

О Пример 1. Область X задана системой 

|л:,-1>0, х2-1>0, 
\х1+х2-Ъ>0,-6хх-7хг+42>0. 

Определить вершины X. 
Решение. Заменим каждую пару неравенств уравнениями и полу­

чим шесть систем: 

л;-1 = 0, U - 1 = 0, k-i=o, 
х,-1 = 0; 1Л;+х,-3 = 0; 1.x,+х,-3 = 0; 

fa-1 = 0, Гх2-1 = 0, fa+x,-3 = 0, 
| -6л; -7х,+42 = 0; {-6х1 -7х2 + 42 = 0; \-6х1 -7х, + 42 = 0. 

Каждая из этих систем имеет единственное решение соответственно 

col(l;l} col(l;2), col(2;l), col М6^ 
v ' 7 y 

col 
V 6 J 

,col(-21;24) 

Заметим, что из шести полученных точек не принадлежат Сточки 
со1(1;1)исо!(-21;24). 

Остальные четыре точки col(l;2), col(2;l), со J 1;— 36 

ляются вершинами X. Область X изображена на рис. 1.4. • 

яв-



Рис. 1.5 

3°. Выпуклая оболочка системы точек. Пусть Аг А2,..., Ак-

некоторый набор точек из R". Любая точка вида 

А = Х]А1 +Х2А2 +... + ХкАк, 

где А., > О, Х2>0, ..., Хк > О, А, + Х2 + ... + Хк = 1, называется выпуклой 

линейной комбинацией точек АХ,А2,... ,Ак . 
Множество всех выпуклых линейных комбинаций точек 

А\, А2,..., Ак называют выпуклой оболочкой системы точек 
Аг А2,..., Ак (см. рис. 1.5) и обозначают conv \A{,A2,...,Ak) (отанг­

лийского "convex"-выпуклый). 
Имеет место следующая теорема. 

Теорема 2. 

Множество L = conv \At,A2,...,Ak) есть наименьшее из всех вы­

пуклых множеств, содержащих точки Ах, А2,..., Ак. 

Доказательство. Для доказательства теоремы 2 необходимо до­
казать следующее: 

1. L содержит каждую из точек А{, А2,..., Ак. 
2. L выпукло. 
3. Каково бы ни бьшо выпуклое множество X, содержащее каждую 

из точек А А ., Ак, имеет место включение La X . 
Первое утверждение тривиально, так как 

Ах = 1 • Ах + О • А2 + ... + 0 • Ак , откуда вытекает А{ е L ; аналогично 

показывается, что А2 е L,..., Ак е L. 
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Для сокращения записей второе и третье утверждения будем дока­
зывать для трех точек А{) А2, А3. Пусть некоторые точки В и Спринад­
лежат!,. Тогда 

В = Х1АХ+Х2А2+Х}А3, С = alAl+aIA2+aiA}, 
А, ,А 2 ,А 3 >о, А, + А2 + А3 = 1, 

а ) , а 2 , а , > 0 , а , + а 2 + а3 = 1. 
Любая точка х отрезка ВС, соединяющего точки ВаС, имеет вид 

х=ХВ+аС,где ос,А >0, а + А, = 1. Отсюда 
х=Х(Х|.41 + Х2А2 +XJA3)+a(alA[ + a2A2+aiAi) = 
= (АЛ, +аа()Л1 + (АА2 + аа2)Л2 + (АА3 +аа3)Л3. 

Так как коэффициенты в последнем выражении неотрицательны и 
их сумма равна 1, т.е. 
(ЛЛ., + а<х,)+(АА2 + аа2)+(АА, + аа3)=А(А1 + А2 + А3)+а(а, +а2 +а3)=1, 
то х€ L, что и доказывает выпуклость L. 
Докажем утверждение 3. Пусть Х- любое выпуклое множество, содер­
жащее каждую из точек Ах, А2, Аъ. 

Рассмотрим любую точку из L: 
А, Л, +Х2А2 +А3Л3; ХГХ2,Х3 >0, А,+А2+А3 =1. 

Имеем 

А , Л , + А 2 / ( 2 = ( А , +Х2) !—А+ Z—A. 
А,+А, ' А,+А, 2 

X X Точка В = -_—'-—Д + 1—/^ принадлежит отрезку АХА2 
А,+А2 А,+А2 

Так как Х- выпуклое множество, то В е X . Далее имеем 
А.,4 + A2^ +А34, = (А, +Х2)В+Х3А} = 

^(А,+А 2 +Л 3 ) 
А, +А, 

А,+А2+А3 
-В+-

А, +А2+А3 
4 = с, 

где точка С принадлежит отрезку ВАЪ и, значит, Се X . Таким образом 
показано, что любая выпуклая линейная комбинация точек АХ,А2,АЪ 

принадлежит X, т.е. L с X . Теорема 2 доказана. • 
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Рассмотрим модельный экономический пример выпуклой оболоч­
ки системы точек. Пусть предприятие выпускает два вида товаров 7J, Т2. 
В любой из дней предприятие может работать по одной из трех техноло­
гий 1,2,3.Пусть А. = col (a^e^ ' j -набор товаров, производимых за 
день работы по /-ой технологии, / = 1,2,3. Рассмотрим промежуток вре­
мени, состоящий из t дней. Пусть из них /, дней отведено технологии 1, 
t2 дней-технологии 2, /, дней - технологии 3. Тогда набор В товаров, 
произведенных за промежуток t, следующий: 

B=tA+t2A2+tA=j%+
 t 

1 D • 2 B -д 
где В. = Ц ; 7 = 1,2,3. 

Ясно, что точка В -выпуклая линейная комбинация точек Д, В2, В}. 
Значит, множество всех наборов, которые предприятие может выпус­
тить за период t, есть выпуклая оболочка точек ВХ,В2,ВЪ. 

& Задания для самостоятельной работы 

1. Изобразить на плоскости полиэдр, задаваемый системой нера­
венств 

Зл;+х,<18, 
4л; - ах, >-24, 
Ьх^ -\2хг <36, 
сх[+Зх2>-21. 

2. Найти все вершины полиэдров в R2, задаваемых следующими 
системами: 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 

a 
2 
3 
4 
6 
8 

Ъ 
2 
3 
4 
2 
3 

с 

a) 2xl+x2<S, 
2х^ - 5х2 < 20, 
- хх + х̂  < 2, 
* ,>-5; 

б) х1 + х2 < 6, 
-Зх, + х2 <9, 
х, + 2х2 = 4; 
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в) -Зх, + бх, < 13, г) -Зх, + 2х2 < О, 
Зх,+2х2<9, х , - х 2 < - 1 , 
- х, + 2х2 =4; - х, + 2х2 < 4. 

3. Изобразить на плоскости сумму двух выпуклых множеств: 

отрезка X - [ х1, х2 J, где х1 = col(4; a), x2 = col(4;3) и 

1)круга Хх = (хе R2\ (х( -bf + (x2 -cf < Цили 

2)квадрата Х2 =[се R2\\x] ~b\ <\,\ x2 -с\ <1}или 

3) треугольника Хъ =conv{col(-2;-l), col(l;Z>) col(3; - с)}: 

№ 
1 
2 
3 
4 

а 
1 
0 

-1 
2 

b 
2 
3 
4 
2 

с 
1 
2 
3 
1 

4. В пространстве R3 заданы шесть точек: 

Xх =col(-2;-l;a\ x2 = col(7;-3;b\ x3 =col(c + 2;-l;-a), 

х4 =col( l ; - l ; - l -a) , x5 = col(l;0;l), x6 = col(- 9 - с; A;a -b), 

а также точка х = —Х^- Представить х° в виде линейной выпуклой 
6 у=| 

комбинации не более четырех из точек х1,..., х6: 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 

а 
4 
3 
3 
1 
1 

Ъ 
-10 
-7 
-7 
-1 
-1 

с 
4 
4 
3 
4 
3 



• ЛеИция 2 
Общая задача оптимизации и линейное 
программирование 

Даны постановки общей задачи оптимизации и задачи 
линейного программирования; рассмотрены экономические 
примеры задач линейного программирования 

1°. Постановка задач оптимизации. На практике часто встре­
чаются такие ситуации, когда достичь какого-то результата можно не 
одним, а многими различными способами. Естественно, что в этом слу­
чае выбирается в каком-то смысле наилучший способ. Математически 
последнее обычно сводится к нахождению наименьшего или наиболь­
шего значения некоторой функции, т.е. к следующей задаче: найти 
min(max)/(x) при условии, что точках пробегает заданное множество 
X. Используют запись: 

f(x)—>min(max), хе X. (1) 
Определенную таким образом задачу называют задачей оптими­

зации; при этом X называют допустимым множеством (множеством пла­
нов) задачи (1), а функцию f(x) - целевой функцией. 

Ясно, что если х задано набором нескольких чисел, т.е. 
Л/ - / \ 

х= x=col[xl;...; хп), то множество XczR". 
Часто множество А" задается с помощью системы нестрогих нера­

венств: 

#,(*,,...х)>0, 
g2(xi,.-xn)>0, 

где g,, g2,..., gm - заданные функции в R". 

Другими словами, Х- множество точек col (х,; х2;...; х )е R", удов­
летворяющих системе неравенств (2). 

В этом случае задача оптимизации принимает следующий вид: даны 

функция п переменных f\xl,..., хп) и система неравенств (2); требуется 

14 



найти min(max) / при условиях (2) (f(xl,..., хп) -> min (max) при усло­
виях (2)). 

Как правило нужно найти не только значение min(max)/ , но и 
точку или точки, если она не одна, в которых это значение достигается. 
Множество всех таких оптимальных решений обозначим X* (или 
Argmin(max)/(x)). 

Задачи подобного рода называют задачами математического про­
граммирования. При этом функцию/называют целевой функцией, а не­
равенства g. > 0, j -1, т, - ограничениями. Часто в число ограничений 
входят условия неотрицательности части или всех переменных. 

В зависимости от характера функций f,gx,...gm говорят о раз­
личных видах задач математического программирования. Наиболее про­
стой случай, когда все эти функции имеют вид alxl+a2x2+... + anxii+b , 
т.е. являются линейными. В этом случае будем говорить о задаче линей­
ного программирования (ЛП). ЛП как отдельный раздел оформилось в 
40-50-х годах XX в., когда стало ясно, что множество задач из сферы 
планирования и управления можно сформулировать в виде задач ЛП. 
Подсчитано [50, с. 129], что в настоящее время примерно 80-85 % всех 
решаемых на практике задач оптимизации относится к задачам ЛП. 

Для решения таких задач разработаны эффективные методы, в ча­
стности так называемый симплекс-метод. 

Отметим, что одновременно рассматривать оба типа задач: 
f{x)—>max, хе X и /(*)—>min, xe X нет необходимости, так как за­
дача на максимум f{x)—>max, хе X сводится к задаче на минимум (и 
наоборот) путем умножения целевой функции на - 1. В связи с этим 
дальше будем изучать задачи только какого-нибудь одного типа. 

2°. Примеры задач линейного программирования. Приве­
дем четыре примера задач ЛП, ставшие классическими. 

а) Задача планирования производства. Пусть некоторое предпри­
ятие производит п типов товаров, затрачивая при этом т типов ресур­
сов. Известны следующие параметры: 

o,j - количество /-го ресурса, необходимое для производства еди­

ничного количества/'-готовара, a.. >0,i = \,m,j = \,n; 
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b. - запас /-го ресурса на предприятии, Ь. > 0; 

сj -цена единичного количествау'-го товара, с >0 . 
Считаем, что технология производства линейна, т.е. затраты ресур­

сов растут прямо пропорционально объему производства. Пусть х пока­
зывает планируемый объем производства/-го товара. Тогда допустимым 
является только такой набор производимых товаров х = col (х,; х,;...; дся ) 
при котором суммарные затраты каждого /-го ресурса не превосходят 
его запаса: 

и 

~Za х <b,i = l,rn (3) 
;=• 

Кроме этого, имеется следующее естественное ограничение: 
х > 0 , у = й (4) 

Стоимость набора товаров х выражается величиной 

lex (5) 

Задача планирования производства ставится так: среди всех векто­
ров х, удовлетворяющих ограничениям (3), (4), найти такой, при кото­
ром величина (5) принимает наибольшее значение. 

б) Задача о рационе. При организации питания больших коллекти­
вов людей, например в армии, больницах и т.п., возникает задача о наи­
более экономном рационе питания, удовлетворяющем определенным 
медицинским требованиям. Пусть имеется п продуктов питания (хлеб, 
мясо, молоко, картофель и т.п.), в которых учитывается т полезных ве­
ществ (жиры, белки, углеводы, витамины и т.п.) и известны следующие 
параметры: 

Оу - содержание /-го вещества в единичном количествеу-го про­

дукта, а. > 0, i = 1,/и, j = 1, л; 

Ь. - минимальное количество /-го вещества, которое должно по­
требляться индивидуумом в расчете, скажем, на месяц, Ь. > 0; 

с j -цена единичного количествау'-го продукта, с >0. 
Задача о рационе формулируется следующим образом: 
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У.С.Х. —>min, 
7=1 

%а..х.>Ь.,1 = 1,т, (6) 

x. > 0, /' = Гл, 

где x -количествоу-го продукта, потребляемого индивидуумом в тече­
ние месяца. Другими словами, среди всех рационов питания 
х = col (х,;...; хп), покрывающих минимальные потребности индивиду­
ума в полезных веществах, необходимо выбрать наиболее дешевый. 

в) Транспортная задача. Пусть некоторый однородный продукт 
(уголь, кирпич, картофель и т.п.) хранится на т складах и потребляется в 
и пунктах. 

Известны следующие параметры: 

а. - запас продукта на /-том складе, а. > 0; i' = \,т; 

Ь} - потребность в продукте ву'-ом пункте, Ъ > 0; j: = \,п; 

с. и 

1-го склада ву'-ый пункт, е.. > 0 . 
При этом суммарные запасы равны суммарным потребностям: 

т п 

£«=5>,- (7) 
1=1 >1 

Транспортная задача ставится так: 

У.У.С.Х.. —>min, .... ч v 
/=! у=1 

Zx =ari = l,m, 
(8) 

Ух. -Ъ., / = 1,и, 

x.j>0;i = l,m,j = l,n, 

где хг показывают количество продукта, перевозимого с г-го склада в 
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у-ый пункт. Иными словами, требуется организовать перевозки продук­
та со складов в пункты потребления так, чтобы при полном удовлетво­
рении потребностей минимизировать суммарные транспортные расхо­
ды. Заметим, что условие (7) является необходимым и достаточным для 
существования, по крайней мере, одной матрицы перевозок X = (ху J, 
удовлетворяющей ограничениям задачи (8). 

г) Задача о банке. Для простоты рассмотрим числовой пример та­
кой задачи. Пусть собственные средства банка в сумме с депозитами 
составляют 100 млн. долларов. Часть этих средств, но не менее 35 млн. 
долларов должна быть размещена в кредитах. Кредиты являются нелик­
видными активами банка, так как в случае непредвиденной потребности 
в наличности обратить кредиты в деньги без существенных потерь не­
возможно. Другое дело ценные бумаги, особенно государственные. Их 
можно в любой момент продать, получив некоторую прибыль или, как 
правило, без большого убытка. Поэтому существует правило, согласно 
которому коммерческие банки должны покупать в определенной про­
порции ликвидные активы - ценные бумаги, чтобы компенсировать не­
ликвидность кредитов. Считаем, что ликвидное ограничение следую­
щее: ценные бумаги должны составлять не менее 30 % средств, 
размещенных в кредитах и ценных бумагах. 

Пусть JC, - средства (млн. долл.), размещенные в кредитах, 

х2 - средства, вложенные в ценные бумаги. 
Тогда должны выполняться следующие линейные ограничения: 

балансовое ограничение 
х] + х2<100; (9) 

кредитное ограничение 
*, > 35; (10) 

ликвидное ограничение 
x2>0,3{Xl+x2); (П) 

условие неотрицательности 
*, > 0, хг > 0. (12) 

Если с, -доходность кредитов, а сг -доходность ценных бумаг, 
то цель банка состоит в том, чтобы получить максимальную прибыль от 
кредитов и ценных бумаг: 
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f = ctxt+ c2x2 —> max при условиях (9)-(12). 
Так как кредиты менее ликвидны, чем ценные бумаги, то обычно 

с, > с2 . Получаем задачу ЛП с ограничениями (9)-(12) и целевой функ­
цией/, которую нужно максимизировать. 

Замечание 1. Из рассмотренных выше примеров, казалось бы, только первый, 
второй и четвертый подходят под общую схему задач математического 
программирования из пункта 1", так как в третьем примере не все ограничения 
неравенства; часть из них являются уравнениями. Однако случай уравнений 
легко свести к случаю неравенств, например, достаточно каждое уравнение 
g(x)=0 заменить системой из двух неравенств g(x)>0 и -g(x)>0. 

^f Задания для самостоятельной работы 

1. Прядильная фабрика для производства двух видов пряжи исполь­
зует три типа сырья - чистую шерсть, капрон и акрил. В табл. 1 указаны 
нормы расхода сырья, его общее количество, которое может быть ис­
пользовано фабрикой в течение года, и прибыль от реализации тонны 
пряжи каждого вида. 

Таблица 1 
Тип сырья 

Шерсть 
Капрон 
Акрил 
Прибыль от 
реализации 1т 
пряжи (долл.) 

Нормы расхода сырья на 1 
т пряжи (т) 

0.5 
а 

0 .5 -а 
1100 

0.2 
0.6 
0.2 
900 

Количество 
сырья (т) 

600 
ь 
с 

Требуется составить задачу ЛП годового производства пряжи с 
целью максимизации суммарной прибыли: 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 

а 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 

Ъ 
620 
730 
840 
650 
760 

с 
500 
500 
500 
510 
510 . 

№ 
6 
7 
8 
9 
10 

а 
0.1 
0.1 
0.2 
0.2 
0.2 

Ъ 
870 
790 
920 
850 
780 

с 
510 
520 
400 
400 
400 

2. Строителям требуются комплекты досок, каждый из которых со-
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стоит из а - досок длиной 1.5 м и b - досок длиной 0.6 м. Составить 
задачу ЛП по распилке с четырехметровых досок, чтобы получить наи­
большее количество указанных комплектов: 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 

а 
1 
1 
1 
1 
2 

Ь 
3 
3 
3 
3 
5 

с 
660 
720 
780 
840 
660 

№ 
6 
7 
8 
9 
10 

а 
2 
2 
2 
3 
3 

Ь 
5 
5 
5 
7 
7 

с 
770 
880 
990 
640 
800 
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• ЛеИция 3 
Задача линейного программирования и ее 
свойства 

Даны общая формулировка задачи ЛП и две ее 
разновидности: каноническая задача ЛП, стандартная 
задача ЛП; приведены геометрические свойства задачи ЛП; 
дано строение множества оптимальных решений. 

1°. Постановки задач ЛП. Дадим вначале общую формулировку 
задачи ЛП. 

Пусть S - система линейных ограничений, т.е. линейных уравне­
ний или нестрогих линейных неравенств с п переменными х[,хг,...,ха, 
a f(x) - целевая функция вида 

f(x)=c,x. +с,х, +... + С х +с„. (1) 
J \ / I I 2 2 пи О 

Нужно решить задачу 
f(x) —»min при условиях 5. 

Как правило, система S содержит условия неотрицательности всех 
(или части) переменных: 

х,>0,х2>0,...,х >0, (2) 

что вытекает из реального экономического смысла чисел х1,х2,...,хп. 
Ограничения вида (2) называют тривиальными. 
Наиболее часто встречаются следующие две разновидности зада­

чи ЛП: 
1. Каноническая задача ЛП. Для такой задачи система S, помимо 

тривиальных ограничений (2) включает в себя только уравнения. При­
мером может служить транспортная задача ЛП, сформулированная в 
предыдущей лекции. 

2. Стандартная задача ЛП. В этом случае система S состоит толь­
ко из неравенств, в число которых входят тривиальные ограничения (2). 
Примерами могут служить задачи планирования производства, о рацио­
не и о банке, сформулированные в лекции 2. 

Указанные две разновидности сводятся одна к другой. Покажем 
сначала, как свести стандартную задачу к канонической. 

Пусть имеется стандартная задача ЛП (задача А): 
f = с]х]+...сп хп + с0 —> min при условиях S, 
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где S- заданная система линейных неравенств, включающая (2). Обо­
значим число нетривиальных неравенств в системе S через т и рассмот­
рим любое из них: 

а,х. +а,х, +... + а х +Ь>0. (3) 
1 1 2 2 ни 

Введем новую дополнительную переменную и заменим неравен­
ство (3) двумя ограничениями: уравнением 

а,х,+... + а х +Ь = х , 
1 1 и ti i i+i 

и условием хп+| >0. 
Если указанную замену произвести с каждым нетривиальным не­

равенством системы S, то получим новую систему S,, состоящую из 
уравнений, а также условий неотрицательности всех переменных: ис­
ходных х,, х2,..., хп, а также дополнительных х |+1,..., xi+m. Отметим, 

что дополнительные переменные хи+|,..., хя+т обычно называют балан­
совыми. 

Задачу 
/ —» min при условиях S, 

назовем задачей В. 
Легко убедиться в эквивалентности задач А и В: любое оптималь­

ное решение задачи А дает оптимальное решение задачи В, если к значе­
ниям переменных х(, х2,..., хп добавить значения балансовых перемен­
ных; обратно, любое оптимальное решение задачи В, если отбросить 
значения балансовых переменных, дает оптимальное решение задачи А. 

Покажем теперь, как свести каноническую задачу к стандартной. 
Для наглядности рассотрим пример. 

Пусть дана задача ЛП (задача В): 
f - хх + 2х2 + х3 - х4 —> min при условиях 

- Зх + 4х, + х, + хЛ =2, 
1 2 3 4 ' 

- х ,+2х 2 - х 4 =3 , (4) 
х, >0,х2>0,х3>0,х„>0. 

Применяя к системе из двух уравнений (4) метод Гаусса, выделим 
базис неизвестных: 
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xJ=4xl- 6x2 + 5, 
x4=-xl+2x2-3. 

С учетом полученных равенств напишем новое выражение для/ 
f = хх +2х2 + (<Ц -6х2+5)-(-х1 +2х2 -3)=6д^ -6х 2 +8. 

Рассмотрим теперь новую задачу ЛП (задачу А): 
f = 6х( -бх, + 8 —> min при условиях 

4^-6A- 2 + 5 > 0 , 

<-х,+2х,-3>0, (5) 
Л,>0 ,А: 2 >0 . 

Таким образом, задача В свелась к стандартной задаче А с мень­
шим числом переменных. 

2°. Геометрические свойства задачи ЛП. Рассмотрим задачу 
ЛП по отысканию максимума (или минимума) линейной функции 
f(x) = (с, Зс)( (с, х)) на допустимом множестве X, заданном с помощью 
системы S линейных ограничений (уравнений или нестрогих неравенств). 
Напомним (см. Л. 1), что в этом случае множество ̂ называют выпук­
лой многогранной областью в R" или полиэдром. Таким образом, гео­
метрический смысл задачи ЛП состоит в отыскании максимума (мини­
мума) заданной линейной функции f(x) на заданном выпуклом 

множестве X <zR" • 
Будем говорить, что целевая функция в задаче ЛП ограничена, если 

в задаче на максимум целевая функция ограничена на допустимом мно­
жестве сверху, а в задаче на минимум-снизу. 

Сформулируем без доказательства два основных свойства задачи 
ЛП. 

Теорема 1. 

Если в задаче ЛП допустимое множество непусто и целевая функ­
ция ограничена, то существует хотя бы одно оптимальное решение. 

При исследовании задачи ЛП важную роль играет понятие угловой 
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точки. Напомним, что точка х° е X называется угловой точкой множе­
ства X, если она не является внутренней точкой ни для какого отрезка 
АВ, целиком содержащегося в X. 

Теорема 2. 

Если в задаче ЛП f(x) - max(min) при условии хе X допустимое 

множество X имеет хотя бы одну угловую точку, а целевая функция f(x) 

ограничена, то угловая точка X, в которой f(x) принимает наибольшее 
(наименьшее) значение среди всех угловых точек X, является оптималь­
ным решением данной задачи. 

Из теоремы 2 вытекает, что задачу ЛП с ограниченной целевой 
функцией и не слишком большим числом угловых точек можно решать 
применяя следующий метод перебора вершин: находим все угловые точки 
допустимого множества Хи среди этих точек находим точку с оптималь­
ным (максимальным или минимальным) значением целевой функции, 
причем найденная точка и есть оптимальное решение (может только не 
единственное). 

Однако указанный способ решения задачи ЛП, как правило, требу­
ет громоздких вычислений. Далее будет изложен так называемый симп­
лекс-метод, который представляет собой целенаправленную процедуру 
перебора. 

Полезна также следующая лемма (без доказательства). 

Лемма 1. 

Пусть X - множество всех оптимальных решений задачи ЛП 

f(x) = (с, х)—> max при условии х£ X. Тогда всякая угловая точка мно­

жества X является угловой точкой допустимого множествах. 

3°. Строение множества оптимальных решений. Напомним, 
что допустимое ограниченное множество X в задаче ЛП является вы­
пуклым многогранником. Имеет место следующая лемма о строении 
выпуклых многогранников. 
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Лемма 2. 
Выпуклый многогранник совпадает с выпуклой оболочкой своих уг­

ловых точек. 

Покажем, что справедлива следующая теорема о строении множе­

ства X . 

Теорема 3. 
Если в задаче ЛП допустимое множество X непусто и ограничено, 

то такая задача разрешима, а множество всех оптимальных решений 

является выпуклой оболочкой оптимальных угловых точек X. 

Доказательство. В силу ограниченности X найдется такое число 
М, что для любой точки хе X все ее координаты по модулю не превос­
ходят М: I х{ I < М, I х, I < М,..., I х I < М. Пусть f(x) = (с, х) - целевая 

функция, а С = max jlc, \,\с2 \,...,\сп I } - наибольшее значение модуля 

ее коэффициентов. Имеем: 

\f(x)\=\cjxx+c2x2+... + cixn\< 

^|ЫЫ+ЫК1+---+Ык11-"-с-м 

Значит, f(x) ограничена и сверху, и снизу на X. 
По теореме 1 имеется хотя бы одно оптимальное решение, т.е. за­

дача ЛП разрешима. Пусть X* - множество всех оптимальных реше­

ний. Так как X* с X, то X* - ограниченное множество. По лемме 2 

множество X* совпадает с выпуклой оболочкой своих угловых точек. 

По лемме 1 угловые точки X* являются и угловыми точками множества 
X. Теорема 3 доказана. О 

В заключение отметим, что утверждение теоремы 3 в некоторых 
случаях остается в силе и при неограниченном допустимом множестве, 
что подтверждает стандартная задача о рационе. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Привести следующую задачу ЛП к стандартной форме: 
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4х + х2 + хъ —» max, 
2х + х2 + х, ~ 1, 
Зх2 + х3 = 2, 
- х2 + 5х2 + 2х, > 4, 
х2 > 0, х, > 0: 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 

~ 
> 
= 
< 
= 
> 

я 

= 
< 
= 
> 
= 

> 
< 
> 
= 
> 
> 

№ 
6 
7 
8 
9 
10 

~ 
= 
< 
> 
= 
< 

« 
< 
= 
= 
> 
> 

> 
=. 
£ 
= 
< 

= 

2. Привести следующую задачу ЛП к канонической форме: 

х, + х2 - х3 - х4 —» min, 
д;+3х2-х4 ~2, 
-х,+х2 + х4 =1, 
х2 + х3 > 3, 
х, > 0, х2 > 0, х3 > 0: 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 

~ 
> 
> 
> 
= 
> 

« 
= 
> 
< 
> 
< 

о 
< 
< 
> 
> 
= 

№ 
6 
7 
8 
9 
10 

~ 
= 
< 
< 
< 
< 

ж 

< 
> 
< 
> 
< 

> 
< 
< 
> 
> 

= 

3. Найти решение следующей задачи ЛП методом перебора вер­
шин: 

ах1+х2 + 8х3 —» max, 
Xj + bx2 + х3 > 1, 

х} + х2 + сх3 < 1, 
х, > 0, х2 > 0, х3 > 0: 
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№ 

1 

2 

3 

4 

5 

а 
4 
3 
3 
2 
7 
3 
6 
5 
5 
4 

Ь 

4 

6 

2 

3 

2 

с 

5 

4 

3 

6 

7 

№ 

6 

7 

8 

9 

10 

а 
4 
3 
16 
5 
6 
5 
9 
5 
7 
2 

6 

4 

3 

2 

3 

4 

с 

6 

2 

6 

4 

2 
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• ЛеНция 4 
Графический метод решения задачи 
линейного программирования при малом 
числе переменных 

Изложен графический метод решения задачи ЛП в случаях 
двух или трех переменных. 

1°. Решение задачи ЛП в случаях двух переменных. Пусть 
область допустимых решений X задается системой неравенств вида 

аих^+апх2>Ь,, 
а2Л+а22х2>Ь2, 

а ,х. +а л . > Ь , 
пи I пи 2 т' 

а целевая функция / = с, х: + с2хг. Требуется найти максимум (или ми­
нимум) / на X, а также точку, в которой достигается этот максимум 
(или минимум). 

Введем следующее понятие: линией уровня функции / (х,, хг) на­
зывается множество всех точек col \хх; х2) в которых эта функция при­
нимает некоторое постоянное значение а . Для линейной функции 
f\xl,x2)=c]x]+c2x2 все линии уровня являются прямыми, перпендику­
лярными общему вектору нормали с = col (с,; с2). 

Графический метод состоит в следующем. 
1. Строится множество Xвсех допустимых решений. 
2. Если X = 0 , то задача не имеет решения. 
3. Если X = 0 , то рассматриваются прямые уровня / = а при мо­

нотонном изменении а от -оо до +<». 
При увеличении а прямая / ' = а смещается параллельно в на­

правлении вектора с . Если А - первая точка встречи прямой уровня с 
областью X, f\A) =a 0 , то прямая уровня f-a при а < а 0 не имеет 
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общих точек с X. Значит, осц = min/ на X. Аналогично, если А -после­

дняя точка пересечения линии уровня с X, то f(A) = max/ на X. 
Если первой точки пересечения линии уровня с X не существует, 

т.е. при всех а из некоторого промежутка вида ( - оо, а0 ] прямая / = а 

пересекает X, то min/ = -°° на X, и задача на минимум не имеет реше­
ния. Если не существует последней точки пересечения, то max/ = +°° 
на X, и задача на максимум не имеет решения. 

Таким образом, из чертежа всегда видно, разрешима задача или 
нет. Из чертежа также видно, имеются ли у допустимого множества X 
вершины. Отметим, что отсутствие вершины - явление редкое. Непус­
тое допустимое множество X без вершин может быть только двух видов: 
1) X - полуплоскость; 2) Х- область, ограниченная двумя параллельны­
ми прямыми. 

Если у X имеется хотя бы одна вершина, то при ограниченной це­
левой функции оптимальное значение можно найти методом перебора 
вершин (см. Л.З). Для вычисления целевой функции в некоторой верши­
не К допустимого множества X необходимо знать точное значение ее 
координат. Для определения координат вершины К решаем систему ли­
нейных уравнений вида 

anxi+a,2x2=bn 
алХ]+а.2х2=Ьр 

где / иу - номера прямых, ограничивающих область X, на пересечении 
которых находится вершина V. 

При использовании графического метода можно избежать полного 
перебора вершин. Действительно, если из чертежа видно, что А - един­
ственная первая (или последняя) точка пересечения линии уровня с X, 
то не нужно вычислять координаты других вершин, так как А - един­
ственное оптимальное решение. 

В некоторых случаях из чертежа не ясно, в какой именно точке ли­
ния уровня пересекает в первый раз допустимое множество X. В этом 
случае нужно найти координаты всех "подозрительных" на оптималь­
ность вершин, вычислить для указанных вершин их значения целевой 
функции и выбрать из них вершины с оптимальным значением. Заме-
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Рис. 4.1 

тим, что могут быть две оптимальные вершины А и В. Тогда множество 
всех оптимальных решений X* - весь отрезок АВ. 

Пусть а0 = max/ (или а0 = m i n / ) - оптимальное значение / 

на X. Множество X* - подмножество линии уровня / = а0 , причем X* 
выпукло как пересечение выпуклых множеств. Поэтому возможны лишь 
следующие случаи: а) X* - точка на прямой уровня / = ot0; б) X* -
отрезок на прямой уровня / = ос0; в) X' - луч, лежащий на прямой 

/ = <х0; г) X* - совпадает с прямой уровня / = а0 . 

О Пример 1. Требуется максимизировать линейную форму 
/ = 2хл + 2х2 при ограничениях: Ъх{ -2х2 > -6, Зх, + х2 > 3, xl < 3. 

Решение. Заменяя знаки неравенств на знаки точных 
равенств, построим область решений по уравнениям прямых 
Зх, - 2х2 + 6 = 0, Зх] + х2 - 3 = 0, х] -3 (рис. 4.1). 

Областью решений неравенств является треугольник MNP. Пост­
роим вектор с = col(2;2). Тогда линия уровня при выходе из треугольни­

ка решений пройдет через точку / 3; 15 , а значит в точке Р линейная 
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функция f = 2xl + 2x2 принимает наибольшее значение, т.е. максимизи­

руется и /max = 2-3 + 2-— = 21. П 

[> Пример 2. Решить графически задачу о банке из Л.2 
при с, = 0.15; с2 = 0.1. Нужно максимизировать линейную функцию 

/ = 0.15х,+0.1х2 при ограничениях: х, + х2 < 100; х, > 35; 

х, >0.3(х, + х2); х, >0; х2 >0. 

Решение. Областью решений указанных неравенств будет треуголь­
ник ABC, изображенный на рис. 4.2. 

Построим вектор с и прямую уровня, перпендикулярную вектору 
с и проходящую через начало координат. Перемещая эту прямую па­
раллельно в направлении вектора с , найдем последнюю точку пересе­
чения прямой уровня и допустимого множества X. Это будет точка С и 
ее координаты получаются при решении следующей системы линейных 
уравнений: 

Гх,+х2=100, 
\х2=0.ъ{х1 + х2). 

Итак, оптимальный портфель активов (точка максимума) 
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есть col(xi*;x*)=col(70;30). Максимальная прибыль составит 

/та* = / ( * > 2 ) = 0 Л 5 - 7 0 + 0 Л - 3 0 = 1 3 - 5 -П 

2°. Случай трех переменных. Для функции /(х,, х2, х3) анало­
гом линии уровня является поверхность уровня, т.е. множество всех то­
чек трехмерного пространства R3, в которых функция f[xl, х2, х,) при­
нимает определенное значение. Для функции вида / = с,*, + сгхг + с3х3 

всякая поверхность уровня - это плоскость с вектором нормали 
с = col (с,; с2; с3). Будем считать, что допустимое множество не пусто и 
решение задачи на min(max) существует. Если эту плоскость / = а пе­
редвигать параллельно самой себе в положительном направлении век­
тора с , то линейная функция / = с(х, +с2х2 + с3х3 будет возрастать, а в 
противоположном направлении убывать. Пусть при движении плоскости 
/ = а в положительном направлении вектора с она впервые встретится с 
многогранником решений в его вершине, тогда в этом положении ос, 
плоскость / = а, становится опорной и на этой плоскости функция/ 
принимает наименьшее значение. При дальнейшем движении в том же 
направлении (положительном) плоскость / = а пройдет через другую 
вершину многогранника решений, выходя из области решений, и станет 

32 



Рис. 4.4 

также опорной плоскостью / = сс2; на ней функция/принимает наи­
большее значение среди всех значений, принимаемых на многогранни­
ке решений. Опорная плоскость может иметь с многогранником реше­
ний и бесконечное множество общих точек, которые есть ребро или грань 
многогранника. 

О Пример 3. Найти наибольшее значение функции / = Зх, - 6х2 + 2х3 

при ограничениях: Зх, + Зх2 + 2х3 < 6, х,+4х2+8х3 <8, 

х,>0, х2>0, х3>0. 

Решение. Построим область решений системы неравенств, взяв 
плоскости Зх, + Зх2 + 2х3 =6, х, + 4х2 + 8х3 = 8, х, = О, х2 = 0, х, = 0. 
Эта область есть многогранник MNOPR (рис.4.3). 

Построим вектор с = col(3;-6;2). При перемещении плоскости 

Зх, -6х2 + 2х3 -а. в положительном направлении вектора с онавыйдет 
из многогранника решений в точках ребра MR. Следовательно, наиболь­
шее значение данная функция принимает в точках ребра MR. 

Убедимся в этом, представляя координаты точек М(2;0;0)и R и и 
в линейную форму / = Зх, - бх, + 2х3; получим / . = / ( м ) = /(/?)•= 6. 

• 
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[> Пример 4. Найти наибольшее значение функции / = 2х, + 6х2 + 6х3 

при ограничениях: х2 + х3 < 3, х, - х2 > 0, х2 > 1, Зх, + х2 < 15. 

Решение. Построим область решений системы неравенств по урав­
нениям плоскостей: х2 + х, = 3, х, - х2 = 0, х2 = 1, Зх, + х2 = 15. Облас­
тью решений будет многогранник MNPQRS (рис. 4.4). 

Построимвектор.с = col(2;6;6) .Приперемещенииплоскости / = а впо-

ложительномнаправлениивекгора с онавьвдетшмногогранникарешенийвточ-

ке Л (̂4;3;0) .ПоэтомувточкеЛ^линейнаяфункция / = 2х, + 6х2 + 6х3 примет 

наиболынезначение,т.е. /тах =8+18+0 = 26. • 

я?Задания для самостоятельной работы 

1. Используя геометрические построения, найти решение следую­
щей задачи ЛП: 

ах, + Xj —> min, 
х,+(б-3)х, >b, 
(с-4)х, +х2 >с, 
Зх, + 2х2 > 11, 
х,>0,х2>0: 

№ 

1 

2 

3 

4 

5 

a 
1 
4 
5 
4 
9 
2 
7 
4 
5 
2 

Z> 

5 

4 

7 

8 

6 

с 

9 

6 

8 

7 

6 

№ 

6 

7 

8 

9 

10 

a 
1 
2 
1 
6 
5 
2 
13 
3 
2 
3 

Z> 

7 

8 

4 

5 

6 

с 

6 

8 

7 

8 

7 
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2. Используя геометрические построения и метод исключения, най­
ти решение следующей задачи ЛП: 

ах2 - Зхг —» max, 
1хх + Ьх2 + хъ < 15, 
2х, + 5х2 - 2хъ < О, 

х2>0,х3>0: 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 

а 
10 
-1 
3 

-3 
12 

Ь 
2 
1 
5 
4 
3 

с 
3 
2 
4 
2 
3 

№ 
6 
7 
8 
9 
10 

а 
-2 
2 
5 
11 
7 

6 
2 
3 
5 
1 
7 

с 
2 
4 
3 
4 
2 

3. Используя геометрические построения, найти решение следую­
щей задачи ЛП: 

КЦ + х} —»тах, 
Зле; +2х2 +х3 <6, 
3x]-3x2+xJ< 6, 
х,<3. 
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• Лекция 5 
Симплекс-метод 

Изложен симплекс-метод решения канонической задачи ЛП, 
принадлежащий к числу аналитических методов решения 
этой задачи. 

Решение основной задачи ЛП графическим методом является на­
глядным в случае двух и даже трех переменных. Для случая большого 
числа переменных геометрический метод становится невозможным и 
тогда используется так называемый симплекс-метод, где используется 
тог факт, что если ЗЛП имеет решение, то хотя бы одно из них - угловая 
точка (базисное). 

1°. Общая схема симплекс-метода. Рассмотрим задачу ЛП в 
канонической форме, где система ограничений задана совместной сис­
темой линейных уравнений 

а.,х, + «,,х. +... + «. х =/>,, 
1 1 1 12 2 1/J it ]• 

«,.Х, + Я.,,Х, + ... + «, X = Л, , 
2 1 1 22 2 2п и 2 

(1) 
а ,х.+а ,х, +... + « х =Ь 

т\ 1 mi 2 inn и т 

и среди неотрицательных решений системы (1) нужно найти такое, ко­
торое минимизирует линейную функцию 

/ = с, л-, +с2х2+... + си Л; + са. (2) 

Пусть можно выразить х , -v2,..., х, (Г < т) через остальные пере­
менные: 

х =а' ,х . +... + «' х +Ь' 
t l,r + t r + 1 In и 1 ч 

.V, =а\ „л:. + ... + «' х +Ь' 
2 2.Г+] г + ] 2п и 2' , _ . 

X =а' А,л" ,+ . . . + «' х + / / , 
г г.г + 1 r+1 rn ii г 

где Ь\ > О, Ь\ > 0, . . . , Ь' > О, т. е. систему (1) заменить эквивалентной ей 
системой (3). 

Переменные х , х,, . . . , хг называются базисными, а весь набор 
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{х,, х,, • • •, xr j - базисом, остальные переменные называются свободны­
ми, система ограничений (3) называется системой, приведенной к еди­
ни чнол iy базису. 

Подставляя в линейную форму (2) вместо базисных переменных 
их выражения через свободные из системы (3), получим 

/' = 5 + 5 ,л- ,+... + 5 л- . (4) 
Теперь, полагая все свободные переменные равными нулю, най­

дем значения базисных переменных: л", =Ь[,хг = b'2,...,xr =//. Таким 

образом, решение col(/^; Ь\;...;//; 0;...; Oj системы (3) является допусти­
мым - оно называется базисным. 

Для полученного базисного решения значение линейной формы 
f = 8 . Решение задачи с помощью симгшекс-метода распадается наряд 
шагов, заключающихся в том, что от данного базиса Б переходят к дру­
гому базису Б"с таким расчетом, чтобы значение/*Б уменьшилось или, 
по крайней мере, не увеличивалось, т.е /Е. < / Б . 

2°. Реализация симплекс-метода в одном частном случае. 
Для упрощения дальнейших записей будем считать, что имеется всего 
пять неизвестных х,, х,, х,, х4, х5 и система ограничений приведена к еди­

ничному базису {.Y .̂VJ.-YJ j : 

л", = а4х4 + а5х + а, 
л-2 = p4.v4 + (55х5 + (3, (а > 0,р > 0,у > 0) (3') 

а целевая функция - к виду 
/ = 5 + 54х4+55х5. (4') 

Решается задача минимизации/при ограничениях (3') и условиях 
х, > 0, х, > 0, х3 > 0, х4 > 0, х5 > 0. 

Положим все свободные переменные равными нулю (х4 = х5 = 0) 
и найдем из системы (3;) значения базисных неизвестных: 
х- = а, х, = Р, х3 = у . Полученное решение системы (3') col(a;p;y;0;0) 
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будет неотрицательным и является базисным решением, отвечающим 
базису \х1,х2,х^\. 

Для этого решения значение функции / равно/Б = 8 . 
Возможны три случая. 
1) Все коэффициенты при свободных неизвестных в выражении для 

/ неотрицательны, т.е. 54 - 0>85 ^ 0. 
Тогда для любого неотрицательного решения системы (Зу) имеем 

84х4>0, 85х5>0. Значит, / = 84х4+ 85х5+8> 8. Таким образом, 
min / = 8 , т.е. базисное решение оптимально и задача решена. 

2) Имеется свободное неизвестное, коэффициент при котором в 
выражении (4;) отрицателен, а все коэффициенты при этом неизвестном 
в уравнениях (3;) - положительны. 

Пусть, например, 84 < 0, а4 > 0, Р4 > 0, у4 ^ 0. Тогда, отправляясь 
от базисного решения col (a; Р; у;0;0) будем увеличивать значение х4 не 
меня х5 = 0. Значения базисных переменных также будут меняться и 
получим 

х, =ос4х4 + а > а > 0 , х 2 =Р 4х 4+р>р>0,х 3 = у 4 * 4 +Y>Y^0 , 

т.е. допустимое решение col(xj, х2, х3, х4,0) будет оставаться неотрица­

тельным. При этом / = 84х4 + 8 сростом х4 будет неограниченно умень­

шаться, так как 84 < 0 . 
Значит, в этом случае min/ = -°° на X, т.е. задача не имеет реше­

ния. 
3) Имеется свободное неизвестное, коэффициент при котором в 

выражении (4^ отрицателен, но и среди коэффициентов при этом неиз­
вестном в уравнениях (З1) также есть отрицательные. 

Тогда производим шаг, а именно, от базиса Б переходим к новому 
базису Ё, с таким расчетом, чтобы значение/,, уменьшилось или по край­
ней мере не увеличилось: /Б, < / Б . Ясно, что изменение базиса влечет 
за собой соответствующую перестройку системы ограничений (З1) и вы­
ражения (4') для функции/ 
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Опишем подробно содержание шага. Пусть, например, в случае 54 < О 

имеем а4 < 0, Р4 < 0,a Y4 -положительно или равно нулю (у4 > Oj. 

Так как а4 <0 и Р4 < 0, то значения х1 = а4х4+а и х2 = Р4х4 + Р 

будут уменьшаться при увеличении х4, а значение х3 будет оставаться 

неотрицательным (х3 > у). При увеличении х4 наступит момент, когда 

одно из неизвестных х, или х, обратится в нуль: для х, таким момен­

том будет хл = ,адля х2 будет х4 =——. Выберем из этих соотно-
°"4 Р4 

- а Э а шении и наименьшее. Пусть, например, это будет = р. 
«4 Р4

 а 4 

Тогда увеличение х4 возможно только от 0 до р .При х4 =р неизвест­

ное х, обратится в нуль, а при дальнейшем увеличении х4 неизвестное 

х, станет уже отрицательным, что недопустимо. Полагая в системе (З1) 

х4 = р и х5 = 0, получим неотрицательное решение 

х, =0,х2 =Р4р + Э, х, =y4p + Y,x4 = р,х5 = 0, (5) 
для которого значение функции/будет 84р + 5 < 5 поскольку 84 < 0 и 
р > 0 . 

Таким образом, с ростом х4 первым из базисных переменных об­

ращается а нуль переменное х]. Тогда базис Б = {х,, х2, х^} заменяем на 

базис Б"- \Х4 , х2, х,}, а именно: из старого базиса удаляется неизвестное 

х, и вместо него в базис вводится из числа прежних свободных неизве­

стное х4. 
Смена базиса влечет за собой перестройку системы (З1). Из перво­

го уравнения для х, выражаем х4: 

1 а а 
- Ч - — • (6) а4 а. 
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Подставляем это выражение (6) в остальные два уравнения систе­
мы (У). Получим систему вида 

х. =а,х, +а.х, +а, 
4 1 1 5 5 -

• x2=blx{+b5x5+b, (7) 
х3 = с,^ + с5х5 +с, 

с базисным решением 
х, = 0, х2 =Ь,хг =с, х4 =а, х5 = 0, (8) 

которое совпадает с решением (5), поскольку, как видно из самой систе­
мы (7), двух разных решений с х, = 0, х5 = 0 быть не может, и, значит, 
является неотрицательным. 

Новое значение целевой функции / равно 
/в =54Р + 5 (9) 

и, таким образом, с учетом 84 <0 имеем /ь., ^ / ь -
Итак, с переходом от базиса Б к ̂ система ограничений сохранила 

допустимую форму (7), где а > 0, Ъ > 0, с > 0, а значение функции/для 
базисного решения уменьшилось или осталось прежним. 

Переход от базиса Б к новому базису Б' и означает шаг, который 
делается в случае 3. Ясно, что старое выражение для/ т.е. (4^ должно 
быть заменено новым: 

f = dlXt+dsXi+d, (10) 

которое получается из (4^ заменой неизвестного х4 по формуле (6). 
Если для полученной задачи (7), (10) снова имеет место случай 3, 

то делаем следующий шаг, т.е. переходим к новому базису Б*, для кото­
рого 

Процесс продолжаем до тех пор, пока не придем к одному из слу­
чаев 1 или 2. Тогда процесс заканчивается. 

[> Пример 1. Найти минимум линейной формы / = х4 - х5 при огра­

ничениях: х, +х4—2х5 =1, х, -2х4 + х5=2, х, +3х4 +х5 =3 иусловиях 
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Решение. Данная система уравнений-ограничений совместна, так 
как ранги матрицы системы 

' 1 0 0 1 -2N 

0 1 0 - 2 1 
0 0 1 3 1 

V ) 
и расширенной матрицы 

' 1 0 0 1 - 2 Г 
0 1 0 - 2 1 2 
0 0 1 3 1 3 

V / 
совпадают и равны 3. Следовательно, три первых переменных х,, х2, х, 
(базисные) можно линейно выразить через две свободные переменные 
х4, х5 и привести систему к единичному базису: 

х,=1-х4 + 2х5, 
х=2+2х , , -х„ (11) 

2 4 5 ' 

х, = 3-3х. — х,. 
3 4 5 

Линейная форма / = х4 - х5 через свободные переменные уже вы­

ражена. Теперь при х4 = 0, х5 = 0 найдем значения базисных перемен­

ных: х, =1, х2 = 2, хъ = 3. Таким образом, первое допустимое решение 
системы уравнений есть col (l;2;3;0;0). При найденном допустимом ре­
шении имеем/Б=0. 

Теперь попытаемся уменьшить значение/; увеличение х4 увели­

чит/, так как перед х4 стоит положительный коэффициент, а увеличе­

ние х5 дает уменьшение/. Увеличим величину х5 так, чтобы х,, х2, х3 

не стали отрицательными, оставив х4 = 0. Их второго уравнения систе­

мы (11) следует, что х5 можно увеличить до 2. Таким образом, получа­

ем следующие значения переменных: х, = 5, х2 = 0, х3 = 1, х4 = 0, 

х5 =2 или col(5;0;l;0;2). 
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Значение целевой функции при этом допустимом решении равно 
/g = - 2, т.е. уменьшилось. 

Далее, примем за свободные переменные х2 и х4, т.е. те перемен­
ные, которые в новом базисе Б' имеют нулевые значения. С этой целью 
из второго уравнения системы (11) выразим х5 через х, и х4 и получим 

х5 =2- х2 +2х4. 
Тогда 

х, = 5 - 2х2 + Зх4, 

Л , ~~ X "Г Л » J A ' 

кЛ-f ^~ ^^ л,** i^ ^-\л • 

/ = -2 + х - х 

(12) 

Для уменьшения значения / будем увеличивать х4. Из второго 
уравнения системы (12) вытекает, что при условии неотрицательности 

Xj значение х4 можно увеличивать до х4 = - . При этом условии новое 

допустимое решение есть col 28 1 12"l 
;0;0;-; 

5 5 5 
, Значение линейной фор­

мы JB г- • 

Выразим теперь х,, х4, х5 через свободные переменные х2 и х3: 

\ 

*4 

Х5 

28 
~ 5 

1 
~5 
_12 
~ 5 

3 
" 5 * 
1 
5.^ + 

2 
"7* 

7 

1 
5 * ' 
3 (13) 

. 11 1 4 J = + — х, +—х,. 5 5 ^ 5 2 
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Так как в последней линейной форме обе свободные переменные 
входят с положительными коэффициентами, то наименьшее значение/ 

достигается при хг = О, х, = 0. Значит, решение col 

ется оптимальным и mm / = . • 
5 

28 1 12 ; 0 ; 0 ; - ; — 
5 5 5 явля-

^г Задания для самостоятельной работы 

1. Найти максимум линейной формы / = х2 + хъ при ограничени­

ях: х1 - х2 + х3 = 1, х2 - 2х} + х4 = 2, х. > 0, i = 1,4. 

2. Максимизировать линейную форму f = 2xl- х4 при следующей 
системе ограничений: 

х. + х2 = 20, 
х,+2х >5, 
-х .+х 2 +х,<8,х >0,г = 1,4. 

3. Найти оптимальные неотрицательные решения, минимизирую­
щие линейную форму: 

а) х{ - 2х2 + х3 = 1, 
Xj + Зх2 + х4 = 2, 

J ~ X] ~ •"э > 

б) [х, =2 + 2х3 -х4 , 
х2 =1 + х3-2х4, 
х 5 =5-х , + х4, 

/ = *, + х2; 

в) [2х,+х2-х3-х4 = 2, Г) [4х,+3х2 + х3 =180, 
[х2 - х4 = 1, [4х2 + 9х3 + 12х4 = 9( 
/ = 2х3-х2; / = 12х]+5х2 + 3х3. 
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• ЛеИция 6 
Симплексные таблицы 

Изложен алгоритм силтлекс-мепюдарешения канонической 
задачи ЛП с помощью симплексных таблиц. 

1°. Алгоритм симплекс-метода с помощью симплексных 
таблиц. Рассмотрим задачу ЛП в канонической форме, сформулиро­
ванную в Лекции 5: среди неотрицательных решений системы (Л. 5.1) 
нужно найти такое, которое минимизирует линейную функцию (Л. 5.2). 
Если рассматривается задача максимизации формы (Л. 5.2), то заменя­
ем ее соответствующей задачей минимизации, где 
/ = -(с-,л- +с\х2 +... + ciixii)+c0. Какив Л. 5 систему ограничений све­
дем к единичному базису: . . • 

+ а. .х . +.'.. +а, х =Ь., 
\.г+\ г+1 \п и Р 

х.+а ^.х 
I / . г + 1 ;• 

+ ... + С1. X 
ш п 

х + а .х .+... +а х 
Г У.Г + 1 Г + 1 Щ II 

-Ь. 
I 

(1) 

где bj > 0,..., Ьг > 0, а линейную форму/ - к виду 

/ = 5 Г Ч Л ; + | + . . . + 5„Л-„ + 5 0 . (2) 

Запишем эти данные с помощью таблицы 1 следующим образом. 

Таблица 1 
Базисные 

переменные 
Х\ 

Xi 

• хг 

f 

Свободные 
члены 

ь> 

ь, 

К . 
-s» 

Х\ 

I 

0 

0 
0 

Xi 

0 

1 

0-
0 

хг 

0 

0 

1 
0 

Хг+[ 

Й/.И I 

а,>+| 

агг+\ 

Г+1 

Xj 

аи 

а а 

аг1 

5 

х„ 

а\„ 

а,п 

а,„ 
5 

II 

Равенство (2) называют приведенным к свободным переменным 

выражением для функции/ а коэффициенты §,. -оценками (индекса­

ми) соответствующих свободных переменных х.. 
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Итерация симплекс-метода с помощью симплексных таблиц состоит 
в следующем. 

1. Выбираем разрешающий столбец из условия: оценка и хотя бы 

один элемент и, > 0 . 
2. Выбираем <у-ю разрешающую строку из условия: 

• Ь \b) 
~а~ = тУ\~а~ ДЛЯ " > > 0 -

ЧР { V J 
3. Пересчитываем элементы разрешающей строки по формуле: 

а. =^-,''к = 0,1,...,п 
• "А а 

ЧР 

а ,, = h 
1° Ч 

4. Вычисляем элементы всех остальных строк (ищк Ф р) по фор-
муле (правилу прямоугольника): 

< = «л • - "> ,>- ' = ОД,-..,а-1,q +1,...,г 
del' tlcf \ 

а.,, = Ь.,ап. = 5 , 

При этом используем основную теорему симплекс-метода, кото­
рую приводим без доказательства. 

Теорема 1. 
Если после выполнения очередной итерации: 

1) найдется хотя бы одна отрицательная оценка и в каждом стол­
бце с такой оценкой окажется хотя бы один положительный элемент, 
т.е. §к < О для некоторых к и ajk > 0 для тех же к и некоторого i, то 
можно улучшить решение, выполнив следующую итерацию; 

2) найдется хотя бы одна отрицательная оценка, столбец которой 
не содержит положительных элементов, т.е. Ък <0,ajk < 0 для какого-
то к и всех i, то функция f неограничена в области допустимых значений 
(min/ = -oo); 

3) все оценки окажутся неотрицательныш, т.е. &k SO для всех к, 
то достигнуто оптимальное решение 
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£> Пример 1. Пусть предприятием выпускается продукция четырех 
видов П,-П4 с использованием для этого ресурсов, виды и нормы расхо­
да по которым, а также уровень получаемой от их реализации прибыли 
приведены в таблице 2. Необходимо получить вариант оптимального 
плана производства по критерию максимума прибыли. 

Таблица 2 
Элемент модели 

Ресурсы: 
Трудовые 

Сырье 
Оборудование 

Прибыль с единицы 
продукции плана 

План 

Вид продукции 
П, П2 П3 

1 1 1 
6 5 4 
4 6 10 

60 70 120 

Х\ Xi Хз 

П4 

1 
3 
13 

130 

ЛЦ 

Располагае­
мый ресурс 

16 
ПО 
100 

Решение. Ясно, что математическую модель данной задачи можно 
записать так: 

/ = 60л; + 70х2 + 120х3 + 130*, -» max; 

х1+х2 + х} + хЛ<16; 
6л;+5л;2+4лз + 3л;4<110; (3) 
4х, + 6*2 +1 Ох, +1 Зх4 < 100; 

Xj>0,j = lA. 

В математическую модель задачи (3) введем дополнительные пе­
ременные yt, у2, уъ и запишемрграниченияв виде уравнений: 

- / = -60л; - 70х, -1 го*, -130х4 -> min; 

(4) 
х1 + х2+х3 + х4 + у1=16; 
бд; + 5х2 + 4*3 + Зх4 + уг - \ 10; 
4л; + 6х2 + 10Лз +13х4 + уг =100; 

Задача (4) записана в виде (1), (2), и ее можно представить в виде 
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Таблица 3 
Базисные 

переменные 

У\ 
' ''У! 

Уз 
+ / 

Свободные 
члены 

16 

ПО 
100 
0 

Bud продукции 

У\ 
1 

0 
0 
0 

Уг 
0 

1 
0 
0 

Уз 
0 

0 
1 
0 

XI 

1 1 1 
6 
4 

-60 

XI 

1 

5 
6 

-70 

*з 
1 

4 
10 

-120 

х4 

1 

3 
13 

-130 

т 
симплекс-таблицы 3. В этой таблице свободные переменные х,, хг, хъ, х4 

по условию равны нулю, а базисные переменные ух, у2, у}, а также це­

левая функция (+/) равны свободным членам, т.е. 
j , =16, у2 =110, у, =100, + / = 0. 

Выясняем, имеются ли в последней строке (индексной) отрицатель­
ные оценки. Таких чисел четыре: - 60, - 70, -120, -130. Берем, напри­
мер - 60 и просматриваем столбец для х,, в этом столбце имеем три 
положительных элемента 1,6,4. Делим на эти числа соответствующие 

* ,* НО 100 свободные члены: 16, , ; из полученных частных наименьшее 
6 4 

есть 16, следовательно, разрешающим является элемент 1, стоящий на 

пересечении строки для у} и столбца для л,. Вьщелим эту строку и этот 

столбец рамками. На следующей итерации переменную ух нужно выве­

сти из базисных (—>), а переменную х, ввести в базисные (Т). Новый 
базис состоит из {х, ,у2,уъ). Для составления следующей таблицы ум­
ножим выделенную строку таблицы 3 на 1 и полученную строку пишем 
на месте прежней (в данном случае эта строка остается прежней, так 
как разрешающий элемент равен 1). К каждой из остальных строк при­
бавляем вновь полученную, умноженную на такое число, чтобы в клет­
ках для столбца х, появились нули и пишем преобразованные строки на 
месте прежних. Этим завершается первая итерация и в результате при­
дем к таблице 4. 

Теперь все рассуждения повторяем применительно к табл. 4, т.е. 
выполняем вторую итерацию. Новый разрешающий элемент, находящий-
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Таблица 4 
Базисные 

переменные 

Х\ 

Уг 
Уъ 
+ / 

Свободные 
члены 

16 
14 
36 

960 

Вид продукции 

У\ 
1 

-6 
-4 
60 

У2 
0 
1 
0 
0 

Уз 
0 
0 
1 
0 

X) 

1 
0 
0 
0 

х2 

1 
-1 
2 

-10 

Хъ 
1 

-2 
16 1 
-60 

ХА 

1 
-3 
9 

-70 

т 
ся на пересечении строки для уъ и столбца для х3, есть 6. Для составле­

ния новой таблицы умножим выделенную строку на — и полученную 
6 

строку запишем на месте прежней; к каждой из остальных строк приба­
вим вновь полученную, умноженную на такое число, чтобы в клетках 
для столбца хъ были нули и запишем преобразованные строки на месте 
прежних. Приходим к таблице 5. 

Таблица 5 
Базисные 

переменные 

Х\ 

Уг 

хг 

+ / 

Свободные 
члены 

10 

26 

6 

1320 

Вид продукции 
У\ 
5 
3 
22 
3 
2 
3 

20 

Уг 

0 

1 

0 

0 

Уъ 
1 
6 
1 
3 

1 
6 
10 

Х\ 

1 

0 

0 

0 

хг 
2 
3 
1 
3 
1 
3 
10 

Хъ 

0 

0 

1 

0 

Х4 

1 
2 

0 

3 
2 

20 

Из симплексной таблицы 5 следует, что в столбце свободных чле­
нов все элементы положительные, следовательно решение является до­
пустимым. В строке целевой функции все элементы неотрицательные. 
Следовательно, это решение является оптимальным при максимизации 
целевой функцииДлибо минимизации функции —/). При этом оптималь­
ным планом является л̂* = 10, л:* = 6; х*2 = х*Л = 0, а целевая функция 
/ = 1320. • 
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Замечание 1. Заметим, что в симплексных таблицах часто опускают столбцы, 
соответствующие базисным переменным. Такие симплексные таблицы будем 
называть укороченными. 
Отметим, что с помощью симплекс-таблицы можно не только най­

ти ответ, но и узнать еще множество полезных сведений и приемов, ко­
торые можно использовать для целей анализа и возможных вариантов 
ведения производства. Так, например, из табл. 5 следует, что свободные 
переменные yt = у} = 0, а базисная переменная у2 = 26 , что означает 
равенство нулю в оптимальном плане резервов трудовых ресурсов и обо­
рудования (данные ресурсы используются в производстве полностью). 
Вместе с тем резерв ресурсов сырья составляет уг = 26 , что свидетель­
ствует об его излишках. 

2°. Понятие о вырожденном решении. При рассмотрении сим­
плекс-метода предполагалось, что все Ъ. > 0 как в исходной системе, 
так и в системах, получаемых после соответствующих итераций. Если 
же в некоторых уравнениях свободные члены Ь. = 0 , то в соответствую­
щем этой системе опорном решении базисные переменные, относитель­
но которых эти уравнения разрешены, принимают нулевые значения. 
Опорное решение, в котором хотя бы одна из базисных переменных при­
нимает нулевое значение называется вырожденным решением, а задача 
ЛП, имеющая хотя бы одно вырожденное решение,—вырожденной за­
дачей. Применяя в этом случае последовательные итерации, мы можем 
вернуться к ранее встречающемуся набору базисных и свободных пере­
менных, т.е. появляется так называемое зацикливание в схеме расчета. 
Приведем правило для устранения зацикливания: если на каком-либо 
этапе расчета возникает неопределенность в выборе разрешающей стро-

Ъ. 
ки, т.е. оказывается несколько равных минимальных отношений —-, то 

а 
>р 

следует выбирать ту строку, для которой отношение элементов следую­
щего столбца к разрешающему является наименьшим. Если при этом 
снова оказываются равные минимальные отношения, то составляют от­
ношения элементов следующего столбца, и так до тех пор, пока разре­
шающая строка не определится однозначно. 
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О Упражнение 1. Используя указанное правило максимизировать ли­
нейную форму / = 4х5 + 2х6 при ограничениях: 

х1 + х5 + х6 = 12; х, + 5х5 -хь= 30; 
х, + х5 - 2х6 = 6; 2х4 + Зх5 - 2х6 = 18; 
х>0 , i = Tfi. п 

^г Задания для самостоятельной работы 

1. Найти наибольшее значение линейной функции /=7х ,+5х ,на 
множестве неотрицательных решений системы уравнений: 

'2х,+3х2 + х3 = 19, 
2х, + х2 + х4 =13, 
Зх2 + х5 = 15, 
3JC, + JC6 =18. 

2. Найти неотрицательные решения, минимизирующие линейную 
форму / = х, - х2 + х, + х4 + х5 - х6 на множестве решений линейной 
системы уравнений: 

х, + х4 + 6х6 = 9, 
• Зх, + Xj -4х^ + 2х6 = 9, 
^ + 2Xj + х5 + 2х6 = 6. 

3. Найти оптимальные неотрицательные решения, минимизирую­
щие линейную форму: 

а) х, + х2 + 5xj = 20, 
х2 + 2х4>5, 
х, + х2 — х3 > 8, 
/ = 2xj + x4; 

б) Xj -2x2 + 3x3 >-1 , 
2х, - х 2 - х 3 ^ - 1 , 
/ = -х, -2x2-3x3 . 
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• ЛеИция 7 
Двойственные задачи 

Изложены правила построения двойственных задач и 
выяснена их роль при анализе соответственных им прямых 
задач ЛП. 

1°. Двойственные задачи. Каждой задаче ЛП можно сопоста­
вить определенным образом связанную с ней другую задачу, которая на­
зывается двойственной по отношению к исходной. Правила записи двой­
ственной задачи рассмотрим на следующем примере. 

!> Пример 1. Пусть задана следующая исходная модель задачи: 

/ = 2XJ + 4х2 + 8х3 —> max, 
х,+х2+2х3<12, (а) ( 1 ) 

7x,+5x2+3x,<21, (б) 
х, >0, х2>0, х,>0. 

Двойственная задача составляется, используя следующие приемы. 
1. Каждому г'-му ограничению соответствует переменная двойствен­

ной задачи, называемая двойственной переменной и обозначаемая z.. В 
системе (1) ограничению (а) соответствует переменная z,, а ограниче­

нию (б) переменная z2. 
2. Каждой переменной исходной задачи соответствует ограниче­

ние двойственной задачи; так как в системе (1) имеется три переменных 
х1, х2, х3, то двойственная задача должна иметь три ограничения. 

3. Матрица коэффициентов при двойственных переменных в огра­
ничениях двойственной задачи является транспонированной матрицей 
коэффициентов при переменных, состоящих в ограничениях. Так как в 
исходной задаче (1) есть два ограничения, то матрица их коэффициен­
тов А и ее транспонированная АТ имеют вид: 
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(\ 1 2 
7 5 3 

Ar = 
(\ 7^ 

1 5 

V2 3 

4. Если в исходной задаче ограничения имеют знаки неравенств 

типа меньше (<), то в двойственной задаче они изменяются на противо­

положные типа больше (>). 
5. Правые части ограничений в двойственной задаче равняются 

коэффициентам при переменных в целевой функции исходной задачи, а 
коэффициенты при двойственных переменных в целевой функции двой­
ственной задачи равняются правым частям ограничений исходной зада­
чи. 

6. Максимизация целевой функции исходной задачи заменяется 
минимизацией целевой функции двойственной задачи. 

Таким образом, для исходной модели (1) двойственную задачу мож­
но записать так: 

/' =12- +21z, ->min, 

; , + 7 г 2 > 2 , 

г ,+5г 2 >4 , 
2z,+3_-2>8, 
г > 0,/= 1,2. 

(2) 

• 
В общем виде исходную задачу ЛП и соответствующую ей двой­

ственную задачу ЛП можно записать следующим образом: 

•max, f=t,c.x. 

y,a..x <b.,i = I,/», 

x.>0,j = ln-

f = S,b.z. —»min, 
m — 

T.CI..Z. >C, j = I,/J, 

>0,/ = l,m. 

Важным свойством двойственной задачи является то, что 
шах /' = min f 

J . i , , . 
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Двойственная переменная г выступает коэффициентом при Ъ. и, 
следовательно, определяет зависимость целевой функции от изменения 
ресурса Ь. на единицу. 

Таким образом, двойственная переменная оценивает влияние из­
менения каждого вида ресурса на целевую функцию. В связи с этим двой­
ственные переменные часто называют двойственными оценками, при 
этом существенно, что для нахождения двойственных оценок не требу­
ется решать Двойственную задачу. 

Рассмотрим пример 1 и симплексную таблицу 5 Лекции 6. Значе­
ния двойственных оценок уже получены в этой симплексной таблице. 
Узнать их значение можно следующим образом. Если некоторый /-тый 
ресурс используется не полностью, то дополнительная переменная в 
ограничении для данного ресурса больше нуля. В данном примере та­
ким ресурсом выступает сырье, так как Л, = 110 и его резерв у2 = 26 . 

Следовательно, для второго ограничения -, =0 . 
Таким образом, если по определенному ресурсу имеется резерв, то 

дополнительная переменная является базисной, а двойственная оценка 
такой переменной равна нулю. В рассматриваемом примере трудовые 
ресурсы и оборудование использованы полностью, поэтому их допол­
нительные переменные равны нулю. В таблице Л. 6.5. ) \ и yi свобод­
ные переменные, значит, yt = уу = 0 . Если ресурс используется полнос­
тью, то его изменение повлияет на объем выпускаемой продукции и в 
конечном счете на целевую функцию: целевая функция увеличивается 
или уменьшается на размер двойственной оценки. А значение двойствен­
ной оценки находится по симплекс-таблице Л. 6.5. на пересечении стро­
ки целевой функции со столбцом данного дополнительного переменно­
го. Так, для трудовых ресурсов при у = 0 двойственная оценка ^ = 2 0 , 

а для оборудования при уу =0 двойственная оценка -3 = 10. 
Значения дополнительных переменных и двойственных оценок из 

таблицы 5 Л. 6 перенесем для наглядности в таблицу 1, откуда видно, 
что при росте трудовых ресурсов на единицу целевая функция возраста­
ет на 20 единиц, достигнув значения / = 1340 (1320 + 20 = 1340), а при их 

уменьшении / = 1300 (1320-20 = 1300). Анало! ично рост оборудова­
ния на единицу вызовет увеличение целевой функции 
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на 10 (/" = 1320+10 = 1330), а при его снижении на единицу / = 1310 
( / = 1320-10 = 1310). 

Таблица 1 
Ресурсы 

Трудовые 
Сырье 

Оборудование 

Дополнительная 
переменная 

>>, = 0 
^2=26 
Уз = 0 

Двойственная 
оценка 
z, = 20 
z2=0 
z3=10 

2°. Анализ ситуации отклонения ресурсов. При оперативном 
управлении особенно важно принимать верные решения в ситуациях 
отклонения ресурсов от первоначально запланированных. Рассмотрим 
эти вопросы в условиях примера 1 Л. 6. 

Прежде всего появившееся отклонение нужно включать в 
модель задачи. Начнем с отклонений для сырья. Допустим, 
отклонение в поставке сырья составляет А62. Тогда в 
математической модели (Лекция 6.3) ограничение для сырья имеет вид: 
6.x, + 5х2 + 4х} + Зх4 =110 + А62. 

Данное ограничение в системе уравнений (Лекция 6.4) приобретет 
следующий вид: 

у2 =П0 + Д62 -(б;*; +5х, +4х, + 3х4), 
а в симплекс-таблице отразится это изменение (таблица 2). После на­
хождения решения с учетом АЬ2 получим симплекс-таблицу, отличие 
которой от аналогичной ей табл. Л. 6.5 приведено в таблице 3. Согласно 
ей в оптимальном решении АЬ2 вошло только в свободный член для 

у2 =26 + АЬ2. 

Так как оптимальное решение должно быть прежде всего допусти-

Таблица 2 
Базисные 

переменные 
У\ 
Уг 
У^ 

f 

Свободные 
члены 

16 
110+А62 

100 
0 

У\У2У1Х\Х2ХзХ4 
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Таблица 3 
Базисные 

переменные 
X] 

У2 

Хъ 

f 

Свободные 
члены 

10 
26 + АЬ2 

6 
1320 

У\П 

мым, то в симплекс-таблице все свободные члены должны быть неотри­
цательными. В данном случае уг = 26 + ЫЬ2 > 0, т.е. ЬЬ2 > -26. Следо­
вательно, уменьшение сырья на 26 единиц, т.е. на 23.6 % от первона­
чального объема в 110 единиц не скажется на выполнении плана. 

При анализе влияния отклонения трудовых ресурсов ДЬ, первое ог­
раничение в модели (Л. 6.3) запишется так: 

х{ + х2 + х, + х4 < 16 + ДА,. 
Соответственно дополнительную переменную определим как 

y^=\6 + Abi-(x]+x2 + xi+x4) 
и аналогично изменится свободный член в начальной симплекс-табли­
це. Симплекс-таблица Л. 6.5. приобретает вид таблицы 4, где в ней зна­
чения в столбце свободных членов те же, что и в таблице Л. 6.5., к кото­
рым прибавлены элементы столбца у,, умноженные на Д&,. 

Таблица 4 
Базисные переменные 

Х\ 

Уг 

Хъ 

f 

Свободные члены 

ю + | М 
26- f M 
6-fW 
1320 + АЬ, 

Vi 
5 
3 
22 
3 
2 
3 

20 

Анализ таблицы 4 показывает, что можно сделать следующие вы 
воды: 

1. Требование о сохранении допустимого решения имеет вид: 
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10 + - ( д & > 0 , 26-y(A6,)>0, 6--(дА,)>0. 

2. Решая систему этих неравенств определяем, что диапазон изме­
нения Д&, составляет"^ < Ай, < 3.55. 

3. Переходя от приращений ресурсов к их предельным значениям, нахо­
дим, что mmbt =16-6 = 10; тахб, =16 + 3.55 = 19.55; окончательно диа­
пазоне, составляет 10 <bt < 19.55. 

4. Найденные пределы показывают, каковы могут быть колебания 
трудовых ресурсов, чтобы структура оптимального плана оставалась ста-
бильной. А это означает, что при изменении трудовых 
ресурсов в найденных пределах оптимальным является выпуск 
той же самой продукции (^ и ^ ) , но в объеме составляющем 

^ =10+ — (дб,); х, = 26—(дб, ); при этом целевая функция составит 

/ = 1320+ 20 ДА,. 
Например, если шесть человек отвлечь на другие работы, то опти­

мальным планом с учетом Дй, = -6 являются следующие показатели: 

х ; = 10- - ( -б ) = 0.0000004 = 0; л £ = 6 - - ( - б ) = 9.4; 

/* =1320+20(-5) = 1220. 
Таким образом, уменьшение объема трудовых ресурсов на шесть 

человек, или на 37.5 % —100 = 37.5 |, приведет к ухудшению целе-
16 

вой функции только на 9.09% 120 = 9.09. 
^ 1320 

При отклонении оборудования на Д63 единиц столбец свободных 
членов последней симплекс-таблицы примет вид, приведенный в табли­
це 5. 

5, Анализ таблицы 5 показывает, что структура оптимального пла­
на сохранится, если диапазон изменений Ьъ составит 64 < й3 < 160. 
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Таблица 5 
Базисные 

переменные 
Х\ 

Уг 

*з 

/ 

Свободные 
члены 

Ю-1(ЛА3) 

26+1(Ай3) 

6+-(дб ч ) 
6V 3/ 

1320+ 10А63 

Уз 

1 
6 
1 
3 
1 
6 
10 

Используя данные таблицы 5 получаем, что при увеличении обо­
рудования на 10 единиц получаем следующие значения: 

х*=10-

xj =6 + 

к6; 
10 = 8.3; 

10 = 7.7; 

/* =1320+10-10 = 1420. 

6. Отсюда вытекает, что при увеличении оборудования для обеспе­
чения максимизации прибыли выпуск продукции х[ целесообразно 

уменьшить, а продукции х, увеличить. 
7. Полученные предельные значения отклонений ресурсов дают воз­

можность установить еще одно важное обстоятельство. Так как двой­
ственные оценки отражают влияние на целевую функцию изменения ре­
сурсов на единицу и при этом определено, что с увеличением трудовых 
ресурсов на единицу целевая функция возрастет на 20, то правомерно 
поставить следующие вопросы: 

а) увеличится ли целевая функция, например, на 200 при росте ре­
сурсов, скажем, на 10 единиц? 

б) в каком интервале изменения ресурсов справедливы найденные 
значения двойственных оценок? 

Анализ показывает, что двойственные оценки сохраняют свое зна­
чение в том же самом интервале изменения ресурсов, при котором со­
храняется структура оптимального плана; следовательно в данном слу­
чае для трудовых ресурсов двойственные оценки справедливы при 
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изменении ресурсов в пределах 10 < 6, < 19.55; аналогично анализу вли­

яния ресурсов Ьх можно также установить степень влияния коэффици­

ентов в целевой функции с., а также норм расхода ресурсов или произ­

водительности труда и оборудования яу . 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Дать геометрическую интерпретацию следующих взаимно двой­
ственных задач: 

Исходная задача: найти неотрицательные значения х,, х, из 

условий х, + 2х2 >4,х, -хг >-1 и минимизации линейной функции 

/ = 3х,+2х2. 

Двойственная задача: найти неотрицательные значения ух, у2 из 

условий yt+ у2< 3, 2у{ - у2 < 2 и максимизации линейной функции 

2. Исходная задача: найти неотрицательные значения хр x2 мини­

мизирующие функцию / = Зх, + 2х2, если 7х, + 2х2 > 14, 4х, + 5х2 > 20. 
Составить двойственную задачу и решить ее. 

3. Используя теорию двойственности и геометрические построе­
ния решить двойственную задачу к исходной: 

Зх, +11х2 + 5х3 + х4 —> min; 
- Зх, + х2 + 4х3 - х4 > 1, 
Зх, + Зх2 - 5х3 - Зх4 > 7, 

XJ>OJ = TA. 
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• Лекция 8 
Метод искусственного базиса 

Описан метод искусственного базиса нахождения начальной 
угловой точки канонической задачи ЛП. 

1°. Алгоритм метода искусственного базиса. Рассмотрим за­
дачу ЛП в канонической форме: 

/ = £ с х -»min, (1) 

^а х =bt,i = \,...,m, (2) 

х.>0, j = l,...,n. (3) 
Решение задачи (1)-(3) симплекс-методом начинается с поиска ка­

кой-либо угловой точки х° = col [х°;...; х*) допустимого множества X 
этой задачи. 

Метод искусственного базиса нахождения начальной угловой точ­

ки х° состоит в следующем. Пусть в ограничениях задачи ЛП (2) все 

Ь. > О, i = 1, т. Если это не так, то умножим соответствующие уравне­

ния из (2) на - 1 . Введем т дополнительных переменных х , i = 1, т, и 

рассмотрим вспомогательную задачу ЛП: 

/ = f>„+,-»min, (4) 
i=l 

n 

У.а..х.+х . =Ь.У / = l,...,m, (5) 
* " * II J П+1 ; ' 5 5 5 Ч У 
; = i 

xk>0, k = l,...,n + m. (6) 
л 

Одной из угловых точек допустимого множества X этой задачи, 

очевидно, является точка х° = col (О;... ;0; 6,;...; Ъ ). Поэтому для реше-
. ния задачи (4)-(6) можно использовать симплекс-метод, изложенный в 
Л. 6. со следующей начальной таблицей 1. 
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Таблица 1 
Базис 

Хц 1 1 

Х„ И 

Хц 1т 

Свободные 
члены 

ь, 
Ь2 

ь„, 
-Ро 

X] 

Й Ц 

«21 

a mi 

Pi 

Х2 

«12 
«22 

а„а 
Рг 

х„ 

а\« 
ain 

&тп 

Рп 

Х,, + 1 

1 
0 

0 
1 

Af1 f „, 

0 
0 

Здесь р = - £ я , / = 1 /,; - Р{) = - £ Л.. 

Отметим, что решение задачи (4)-(6) всегда существует, так как ее 

допустимое множество X непусто х° е X ', а целевая функция (4) ог­

раничена снизу нулем на X . 

Пусть /'* =min/ | Л' . Рассмотрим возможные случаи. 

1. /'* >0. Тогда допустимое множество X исходной задачи (1)-(3) 
пусто, i.e. эта задача не имеет решений. 

2. /'* = 0 и минимум целевой функции Ji ,\ ] достигается в угло­

вой точке 

.Y = col л"|;...; л-„; x,+i ;...; л'и+л 

допустимого множества X вспомогательной задачи. Тогда 

л"=со1 х\;х2;...;х„ 

(7) 

(8) 

есть угловая точка допустимого множества X исходной задачи 
(1)-(3) и ее можно использовать в качестве начальной угловой точки 
при решении этой задачи симплекс-методом. 
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Из (4) следует, что равенство / | д- =/* =0 возможно только тог­

да, когда все координаты xin., / = 1,..., w в (7) равны нулю. 
Если задача (4)-(6) невырождена, то это означает, что все перемен­

ные л-|+. для угловой точки (7) являются свободными. Опустим столб­
цы, соответствующие этим переменным в окончательной симплекс-таб­
лице, составленной при решении задачи (4)-(6). Полученная в результате 
этого таблица будет соответствовать системе уравнений (2), разрешен­
ной относительно т переменных х., являющихся базисными для угло­
вой точки (7). Поэтому останется заменить в этой таблице последнюю 
строку на строку коэффициентов целевой функции (1) исходной задачи 
и продолжить ее решение симплекс-методом из начальной угловой точ­
ки (8). 

Если вспомогательная задача (4)-(6) вырождена, то в угловой точ­
ке (7) некоторые из переменных х , / = 1,..., т могут оказаться базис­
ными. Тогда эти переменные следует перевести в свободные с помощью 
холостых шагов симплекс-метода, выбирая в качестве разрешающих 
произвольные элементы симплекс-таблиц, отличные от нуля. После это­
го исходная задача (1 )-(3) решается симплекс-методом так, как это опи­
сано выше. 

О 2°. Пример. Решить задачу ЛП 
f(x) = хх + 9хп + 5 дг3 + 3.v4 + 4х5 +14х6 —> min, 

(9) 

х, + х4 = 20, 
х, + х5 = 50, 
л-, + л-6=30, 
х4 + л-5 + х6 = 60, 
л-.>0,/ = 1д 

J J ' ' 

построив угловую точку х° допустимого множества X методом искус­
ственного базиса. 

Решение. Введем дополнительные переменные х1, .vs, л;,, л-(1 и за­
пишем вспомогательную задачу ЛП для этого случая: 
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— Xj .+ Xg + Xg + Xj0 • nun 

xt + x4 + xn = 20, 
x2 + *5 + x% = 50, 

=•30, л-3+л:6+д:9 

x4 + xs + x6+xw 

x, >0, А: = Ц0. 

60, 

Запишем симплекс-таблицу 1 этой задачи в виде таблицы 2. 

Таблица 2 

Базисные 
переменные 

XI 

х» 
х9 

Х\о 

Свободные 
члены 

20 
50 
30 
60 

-160 

X] 

1 
0 
0 
0 

- 1 

Х2 

0 
1 
0 
0 

- 1 

*? 
0 
0 
1 
0 

- 1 

*4 ш 
0 
0 
1 

- 2 

Xf 
0 
1 
0 
1 

- 2 

х6 
0 
0 
1 
1 

- 2 

XI 
1 
0 
0 
0 

+ 1 

*8 
0 
1 
0 
0 

+ 1 

Xg 

0 
0 
1 
0 

+ 1 

•*10 
0 
0 
0 
1 

+ 1 

-» 

Любой столбец х., i = 1,6 этой таблицы можно взять в качестве раз­
решающего, так как соответствующие им элементы ее последней стро­
ки отрицательны. Выберем, например, столбец соответствующий сво­
бодной переменной х4. Тогда разрешающим будет элемент этого столбца, 

20 60 стоящий в первой строке, так как min| — , — = 20. 

Производя преобразования симплекс-метода, получим следующую 
последовательность укороченных симплекс таблиц (рамками вьщелены 
разрешающие элементы): 

Xi 
хг 
Х9 
ЛИ! 

20 
50 
30 
40 

-120 

Х\ 
1 
0 
0 

- 1 
1 

хг 
0 
1 
0 
0 

- 1 

Хг 
0 
0 
1 
0 

- 1 

\хт 1 

V/ 

/ 2 \ 

Xi 
0 
1 
0 

Ш 
" 2 

Хь 
0 
0 
1 
1 

- 2 
-> 

Xi 
Xs 
Хч 
xs 

20 
10 
30 
40 

- 4 0 

Х\ 
1 
1 
0 

- 1 
- 1 

хг 
0 

Ш 
0 
0 

- 1 

Хъ 
0 
0 
1 
0 

- 1 

Х\о 
0 

- 1 
0 
1 
2 

1 Хь/ 

W 
V1 

л /о\ 
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х4 

хг 
Хд 

Хъ 

20 
10 
30 
40 

- 3 0 

Х\ 
1 
1 
0 

- 1 
0 

W 
\о/ 
W 

А 
' \ 

хг 
0 
0 
1 
0 

- 1 

хь 
0 

- 1 
1 И 

1_ 
- 1 

х4 
хг 
Ч 
Х5 

20 
40 
30 
10 
0 

Х\ 

1 
1 
0 

- 1 

X-j 

0 
1 
1 

- 1 
0 

W 
W 
У д 

/ о \ 

В нижней строке последней симплекс-таблицы нет отрицательных 
элементов, а в левом нижнем углу стоит нуль. Следовательно, минимум 

/ =0 вспомогательной целевой функции достигнут и 

x°=col(0;40;0;20;10;30) (10) 
есть угловая точка допустимого множества X исходной задачи ЛП. 

Исключив с помощью (9) базисные переменные в выражении для 
целевой функции, получим f(x) = 850 —7JV, — 14х2. 

Заменив нижнюю строку последней симплекс таблицы на строку 
коэффициентов целевой функции исходной задачи, получим симплекс-
таблицу (основную ее часть) исходной здачи, соответствующую угло­
вой точке х° из (10): 

Х4 

х2 

х6 

* 5 

20 
40 
30 
10 

- 8 8 0 

дг, 
1 
1 
0 

- 1 
- 7 

х3 
0 
1 

1 1 1 
- 1 

- 1 4 
t 

Найдем разрешающий элемент. В качестве разрешающего можно 
взять любой из столбцов таблицы, соответствующий свободным пере­
менным х, и х,. Выберем, например, столбец при свободной перемен­

ной х,. Разрешающую строку находим так: поскольку пи 
30 = 30. 

то разрешающей является строка, соответствующая базисной перемен­
ной х6. Итак, разрешающий (опорный) элемент найден, в симплекс-таб­
лице он обведен рамкой. 
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Заполняем новую симплексную таблицу по правилам, изложенным 
в лекции 6. В результате получим таблицу 

*2 

х5 

Xl 

10 
20 
40 
30 

-460 

* i 

1 1 1 
1 

- 1 
0 

- 7 

Хь 
-\ 
0 
1 
1 
14 

т 
В нижней строке последней таблицы есть отрицательный элемент 

- 7, стоящий в столбце при свободной переменной ху. Кроме того, в 
этом столбце имеются положительные элементы. Разрешающую строку 

находим из условия: mm 
10 2 ° N | m « 
—, — I = 10, т.е. это будет строка, соответ­

ствующая базисной переменной х2. Разрешающий элемент в последней 
таблице обведен рамкой. 

Строим очередную симплексную таблицу по общим правилам: 

Х\ 

Xt 
х5 

Хз 

10 
10 
50 
30 

-390 

х2 
1 

- 1 
1 
0 
7 

х6 
- 1 

1 
0 
1 
7 

В этой симплекс-таблице оба коэффициента в последней строке, 

отвечающие х, и х6 положительны. Поэтому угловая точка 

col (l 0;0;30;10;50;0) является точкой минимума. Минимальное значение 

f(x) со знаком минус записано в левом нижнем углу симплекс-табли­

цы, поэтому / = /* = 390. D 

^Задание для самостоятельной работы 
1. Решить задачи ЛП симплекс-методом, находя начальную угло­

вую точку методом искусственного базиса: 
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а) /(х) = -Зх, + 2х2 - 2х3 + 2х4 - х5 —> 
х, + х2 - х3 = 1, 
-х 2 +х 3 +х 4 =1, 

х2 + х3 + х5 = 2, 

ху>0, ; = 1 Д 

б) f(x)= "бх, -8х2 —>min, 
2х, + 5x2 + Xj = 20, 

12х,+6х2 + х4 =72, 
х.>0, j = l,...A 

в) /(х)=-х,->min, 
Xj + Х2 > 1, 

- х , + х 2 > - 1 , 
2х,-х2 >0, 
х,,х2>0; 

г) /(х)=-2х, + х2 - х, + х5 —» min, 
- 2х2 + х4 + х5 = -3, 
х ,+х 2 -х 4 <5, 
х, + х2 > -3 , 

х.>0, У = Ц 



• ЛеНция 9 
Транспортная задача 

Изложены методы построения первоначального базисного 
плана транспортной задачи; приведен алгоритм метода 
потенциалов ее решения 

В Л. 2 показано, что математическая модель транспортной задачи 
следующая: 

/ = ££vk->min, (1) 

t,x =a., i = l,m, (2) 

m 

Y,x =Ь j = \,n, (3) 
/=1 

x > 0 , i = \,m, j = l,n, (4) 

где a. >0, i = \,m; bj>d, j = \,n; c„>0, i = l,m, j = \,n; £a /, =2>,-
i=l j=\ 

Задачу (1)-(4) называют замкнутой или закрытой транспортной 
задачей (ТЗ). 

Если для ТЗ выполняется одно из условий: 
т п т п 

Е а . > Е б . У « . < ^ , , 
1=1 1=1 1=1 у=1 

то модель задачи называют открытой. 
Для решения ТЗ с открытой моделью необходимо преобразовать 

ее в закрытую. Так, при выполнении первого условия открытая транс­
портная задача сводится к замкнутой, если ввести фиктивный (л + 1)-ый 

пункт потребления, куда нужно перевести л: единиц продукта из/-го 

склада с нулевой стоимостью с/д+(=0, i = \,m, причем 
т т п 

Е х ,-Ь , =У\а. -У\Ь.. 
/=1 1=1 j=\ 

Тогда такая задача примет вид 
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2 > = a,., i = \,m, 
> l 

£ x . =£., j = l,n + l, 
м 

x.j>0, i = \,m, j = l,n + l. 
Аналогично при выполнении второго условия вводится фиктивный 

л - т 

поставщик А , запас груза у которого равен am+i = ^b. - £ я , . , а 

с , . =0, i = l,n. 

Поэтому, считая с > 0, можно рассматривать только замкнутые 
транспортные задачи типа (1)-(4). 

т л 
Нетрудно показать, что условие баланса £ я = £ 6 необходимо и 

1=1 >=1 J 

достаточно для разрешимости транспортной задачи (1)-(4). 
Решение транспортной задачи (1)-(4) разбивается на два этапа: 
1. Определение исходного базисного (опорного) решения. 
2. Построение последовательности итераций, приводящих к опти­

мальному решению. 
1°. Определение исходного опорного решения. Пусть име­

ется таблица 1 исходных данных задачи. 
Исходное опорное решение будем строить по так называемому пра­

вилу «северо-западного угла». Заполняем таблицу 1, начиная с левого 
верхнего угла, двигаясь далее или по стоке вправо, или по столбцу вниз. 

В клетку (1, 1) занесем меньшее из чисел я, и Ь,, т.е. 

л;, = min{a1,61} 

Если, я, >bt ,то хи =6, и первый столбец "закрыт", т.е. потребно­
сти первого потребителя удовлетворены полностью. Двигаемся далее 
по первой строке, записывая в соседнюю клетку (1,2) меньшее из чисел 
а, -6, и Ь2,т.е. хп = min{a, -bt,b2\ 
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Л, 

Аг 

А> 

п-м 

bj 

в 
Ххх 

*21 

С | | 

Сг\ 

хп 

С/1 

х,„\ 
С ml 

Ьх 

в-< 

ДГ|2 

Хгг 

СП 

с?.?. 

Х,1 

с а 

Х„,2 

с,„г 

Ъг 

в 
X\i 

Хъ 

Хп 

•*/и/ 

bj 

C\j 

CV 

Сц 

С mi 

в, 
Х\п 

*2п 

Таблица 1 
а, 

С|Я 

Съ, 

• * ш 

WH 

%пт 

Спм 

К 

«I 

а2 

а, 

а», 

Xя, = Ё*, 
' •=! . / = 1 ' 

Если же Ь{ > я,, то аналогично "закрывается"первая строка и да­
лее переходим к заполнению соседней клетки (2,1), куда заносим 
х2] =min{tt2,6| - а , } . Будем продолжать этот процесс до тех пор, пока на 

каком-то этапе не исчерпаются все ресурсы а. и потребности Ъ.. 

£> Пример 1. В трех пунктах отправления (на складах) Ai, А2, А^ на­
ходится соответственно 100, 80, 120 т горючего. В пункты Bv В2, Въ 

требуется доставить соответственно 60,140,100 т горючего. Стоимость 
перевозки тонны горючего из пункта Д_ в пункты ВГВ2, Д, составляют 

соответственно 4, 5, 1 ден. единиц, из пункта А2 - 6, 3, 4 ден. ед.,а из 

пункта 4 , -1 ,2 ,4 ден. ед. Составить оптимальный план перевозок го­
рючего так, чтобы общая сумма транспортных расходов была минималь­
ной. 

Решение. Построим вначале исходный опорный план по правилу 
«северо-западного угла». Запишем исходные данные в таблицу 2. 

Таблица 2 
Bj D2 B-j Oi 

Ах ^~~ 
А2 
Аз 
bj 

60 4 

6 

1 

60 

40 s 

80 J 

20 l 

140 

l 

4 

100 4 

100 

100 
80 
120 
300 
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Заполнение начнем с клетки (1,1): хп = min{60,100}= 60, первый 

столбец закрыт. Переходим к клетке (1,2): х, = min {100-60,140}= 40, 
первая строка закрыта; далее переходим клетке (2, 2): 
х,2 = min{l40 - 40,80} = 80 , вторая строка закрыта; переходим к клетке 

(3,2): .vJ2 = min{140-120,120} =20 , второй столбец закрыт. Наконец, за­
полняем клетку (3,3), куда заносим xi3 = min {120-20,100}= 100 . По­
скольку остатки по строке и столбцу равны, исходное опорное решение 
построено. Этому плану соответствуют затраты в количестве 

/ = 60-4 + 40-5+80-3 + 20-2 + 100-4 = 1120ден.ед. 
В правиле «северо-западного угла» не учитывается величина зат­

рат с , а поэтому исходное опорное решение часто может быть далеким 
от оптимального. Применяют также прием «минимального элемента», 
в котором учитываются величины е... В этом случае построение исход­
ного базисного плана начинаем с клетки с наименьшей величиной с.., в 

и 
данном примере с клетки (1,3), где сп = 1 (таблица 3). 

Таблица 3 
Bi В2

 в* . Д/ 4 
6 

60 ' 
60 

5 • 

80 J 
60 2 

140 

100 ' 
4 
4 

100 

100 
80 
120 
300 

В эту клетку заносим .v„ =min^, ,6,}= min{l00,100}= 100. Остат­
ки по строке и столбцу записываем в соответствующие клетки строки и 
столбца остатков. Строка а, и столбец Ь3 закрыты. Теперь переходим к 
клетке (3, 1), так как си = 1 и является наименьшим. Сюда заносим 

х, =mm {60,120}= 60 и закрываем столбец Ь[. 
Переходим к клетке (3, 2), в которую заносим 

л- = mm {120-60,140}= 60 и закрываем строку а3. Наконец, переходим 
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к клетке (2, 2), куда заносим хп =min{l40-60,80}=80 и закрываем 

столбец Ь2. •• 
Получен другой вариант исходного опорного решения (плана), при 

котором затраты / = 100+3-80+60-1 + 60- 2 = 520 ден. ед., т.е. сумма 
затрат ближе к оптимальным, ц 

Клетки таблицы 1, в которых содержатся ненулевые х называют 
занятыми клетками. Ясно, что число занятых клеток в плане, постро­
енном по методам «северо-западного угла» или «минимального элемен­
та» не превосходит т+п - 1 . 

Метод Фогеля. Изложенный ниже метод Фогеля дает опорный 
план, более близкий к оптимальному. Процедуру построения начально­
го опорного плана начинаем с определения наибольшей разности меж­
ду двумя наименьшими тарифами каждых строки и столбца. В соответ­
ствующую клетку записывается подстановка х.. =min,jo.,6/j. 

Затем ряд, соответствующий miirp.,i j вычеркивается. С остав­
шейся матрицей поступаем аналогично предудущему шагу и т.д., до тех 
пор пока не будут заполнены все клетки таблицы. 

2°. Построение последовательных итераций. Имея исходное 
опорное решение (опорный план), перейдем теперь к построению но­
вых опорных решений, которые улучшают друг друга. Для этого приме­
ним метод потенциалов. 

После построения исходного опорного плана все переменные раз­
биты на две группы: xte - базисные х -свободные. Линейная функ­
ция стоимости перевозок через свободные переменные выразится сле­
дующим образом: 

/ = £ 8 х +5„ (5) 
РЧ 

Для нахождения коэффициентов 5 при свободных переменных 

сопоставим каждому пункту отправления А некоторую величину 

и., i-\,m, называемую потенциалом пункта А., и каждому пункту по-
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требления(назначения) В. величину v. -потенциалпункта В. .Свя­

жем эти величины равенством ик + ve = c te, где скс - стоимость пере­

возки одной тонны груза из пункта А^ в пункт Ве. Доказывается, что 

совокупность уравнений ик + ve - ске, составленных для всех базисных 
переменных, будет составлять совместную систему линейных уравне­
ний, причем значение одной из переменных (или даже нескольких) мож­
но задавать произвольно, и тогда значения остальных находятся из сис­
темы однозначно. Пусть для свободных переменных с' -и +v , 

назовем ее косвенной стоимостью в отличие от данной стоимости с . 
Тогда коэффициенты при свободных переменных в соотношении (5) оп­
ределяются с помощью равенств 5 = с —с . 

Если все величины 8^ неотрицательны, то исходное решение яв­
ляется оптимальным. Если же среди них имеются отрицательные, то 
переходим к следующему базису путем увеличения члена с отрицатель­
ным коэффициентом, оставляя другие переменные равными нулю. 
[> Используем сформулированные положения и продолжим решение 
примера 1. Возьмем исходный базисный план, построенный по методу 
минимального элемента: х11 =0, х12 =0, х^ =100, х2| =0, х22 =80, 

х23 =0, х,, =60, х,2 = 60, х,3 =0, / = 520. Для нахождения потенциа­
лов нужно решить систему: 

и, + v3 = 1, u2+v2- 3, м3 + v, = 1, и3 + v2 = 2. 
Значения двух неизвестных зададим произвольно, например 

и, =0, v3 = 0. Тогда и3 = 1, v, = 0, v2 =1, и2 = 2. 

Далее вычисляем косвенные стоимости с : 
" рч 

си =" i + v i =° . сп =",+v2 =1, с21 =M2 + V, = 2, c23=u2 + v3 =2 . 

Подсчитаем теперь разности 8 =с -с : 
РЧ РЧ РЧ 

8п ='4-0 = 4, 512 =5-1 = 4, 521 = 6 - 2 = 4 , 523 = 4 - 2 = 2. 
Значит, выражение / через свободные переменные имеет вид 

/ = 4.x,, + 4х,2 + 4х21 + 2х23 + 520. 
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Среди коэффициентов при переменных в правой части нет отрица­
тельных; поэтому^исходный опорный план является оптимальным. Та­
ким образом, правило «минимального элемента» сразу дает оптималь­
ное решение. 

Решим эту же задачу при условии, что исходное решение получено 
по правилу «северо-западного угла», т.е. х ,=60, х,2=40, 

х3 = 0, x2i =0, х^ = 80, х23 = 0, х31 = 0, хп = 20, х„ = 100, / = 1120 . 
Для нахождения потенциалов нужно решить систему: 

и + v =4, и. + v = 5, и + v = 3, и + v 2, и}+ v3 • 4. 

Полагая w, - 0 , получаем v, =4, и2 = -2, v2 =5, и3 = -3, v3 = 5, 

v, = 7. 

Вычисляем косвенные стоимости с : 
РЧ 

Г2! = V . + U2 = 2 ' С 3 . = "з + Vl = ! . < 3 = ". + V3 = 7> С23 

8 = с -с 

-и2 + уг=5. 

Подсчитаем теперь разности -м -рч -п. 
821=6~2=+4, 513=1-7 = -6, 8 2 3=4-5 = - 1 , 8„ =1-1 = 0. 
Следовательно, выражение/через свободные переменные имеет 

вид / = 1120+4х2к — 6х,3 - х23. Среди коэффициентов при переменных 

вправой частиестьотрицательные, например при х13, следовательно, 

можно попытаться уменьшить/, увеличив х|3 и сохранив при этом ну­

левые значения х2| и х1Ъ. Положим х,3 = А. Поскольку суммы значений 
неизвестных по строкам и столбцам должны остаться неизменными, нуж­
но произвести.следующий балансовый пересчет: 

60 п«ГГ' 
| 80 
\2§±1_. 

1~~| 

1 
_ lQ0=-* j 

Добавление А к х,3 компенсируется вычитанием А из х12, а это в 

евок>очередь.—прибавлением А к х32 и т.д. до тех пор, пока не вернем­

ся обратно к х,3. 
Обходя клетки по пунктирной ломаной линии, в одной из 
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вершин которой находится свободная переменная хп, а в остальных 
вершинах - базисные переменные, причем не обязательно все, получим 
так называемый цикл пересчета (ломанную называют циклом), отвеча­
ющий свободной клетке хп. Как видно из таблицы Я можно увеличить 
до Я = 40, тогда получим второе решение: 

60 4 

6 

1 

5 

80 J 

60 2 

40 ' 
4 

60 4 

т.е. *ц=60, х | 2=0, х13=64, х2] =0, х22=80, х23=0, х3| =0, 

х32 = 60, х33 = 60. 
Значение функции/для него составит /" = 1120 — 6-40 = 880, т.е. 

получим затраты ближе к оптимальным. Если произвести еще одну ите­
рацию, то получим оптимальный план, представленный с помощью 
табл. 3. • 

Таким образом, алгоритм метода потенциалов следующий: 
1. Определяем потенциалы и. и v всех пунктов отправления А. и 

назначения В.. 
2. Выбираем какую-нибудь свободную переменную, для которой 

сумма потенциалов строго больше соответствующей стоимости, это со­
ответствует элементу с отрицательным коэффициентом при свободной 
переменной в правой части функции/(если таких переменных несколь­
ко, то берем ту из них, где и +и - с - наибольшее). 

3. Для выбранной в п. 2 переменной находим соответствующий ей 
цикл пересчета и производим сдвиг по этому циклу. Этот сдвиг приво­
дит к новому опорному решению. 

4. Указанные операции 1-3 повторяем до тех пор, пока не получим 
оптимальный базисный план, т.е. неотрицательные коэффициенты при 
свободных переменных в правой части линейной функции/. 

^f Задания для самостоятельной работы 

1. На двух складах 4 и \ находится по 90 т горючего. Перевозка 

одной тоны горючего со склада Л, в пункты назначения Д,, А,, Въ, со-
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ответственно стоит 1,3 и 5 ден. ед., а перевозка одной тонны со склада 
А2 в те же пункты - соответственно 2,5, и 4 ден. ед. В каждый пункт 
надо доставить по одинаковому количеству тонн горючего. Составить 
такой план перевозки горючего, при котором транспортные расходы бу­
дут наименьшими. 

2. На трех складах Al, A2, Aj находится сортовое зерно соответ­
ственно 10, 15, 25 т, которое надо доставить в четыре пункта 
В,, Вг, Въ, В4: пункту Я, - 5 т, В2 - 10т, Вг - 20т , Вл - 15 т. Сто­
имость доставки одной тонны со склада Л, в указанные пункты соот­
ветственно равны 8, 3,5,2 ден. ед.; со склада А2 - 4,1,6,7 ден. ед. и со 

склада Аъ - 1,9,4,3 ден. ед. Составить оптимальный план перевозки 
зерна в четыре пункта, минимизирующий стоимость перевозок. 
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• ЛеИция 10 
Целочисленное линейное программирование 

Даны постановки задач целочисленного линейного 
программирования (ЦЛП) и проведен их анализ; изложен 
метод Гоморирешения полностью целочисленных задач ЛП. 

Задачи оптимизации, решением которых должны быть целые чис­
ла, называют задачами целочисленного программирования. В том слу­
чае, если ограничения и целевая функция задачи представляют собой 
линейные зависимости, задачу называют целочисленной задачей линей­
ного программирования (ЦЗЛП). Если требованию целочисленности 
удовлетворяют все переменные, то получаем полностью ЦЗЛП, а если 
только часть переменных должны удовлетворять условию целочислен­
ности, то частично ЦЗЛП. Отметим также, что задачи ЦП нередко встре­
чаются в управлении производством и принятии решений. 

1°. Примеры задач целочисленного программирования. 

а) Задача о размещении оборудования. Пусть требуется закупить п 
типов оборудования с производительностями Mt,M2,...,Mn единиц 
продукции за смену. Это оборудование должно быть размещено на пло­
щади, не превышающей bt квадратных метров, причем форма занимае­
мой площади может быть произвольной. На проибретение оборудова­
ния выделены финансы в количестве Ьг единиц. Один экземпляр 

оборудованияу-го вида занимает площадь а1} и стоимость его равна 

ау, у = 1, п. 
Требуется определить, сколько закупить оборудованиякаждого 

типа, чтобы общая производительность за смену была максимальной. 

Пусть Xj- количество закупаемого оборудованияу'-го вида. Мате­
матическая модель этой задачи следующая: 

М.х-t-M,х,+... + М х -»max, 
1 4 2 2 п п ' 

причет максимум ищется среди таких целых неотрицательных чисел 
х1, ..., хп, что выполняются неравенства: 
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х, 

Рис. 10.1 

v«, л' <b • Уа, .v </>,,. 
/=1 7=1 

Это пример полностью ЦЗЛП. 
б) Задача распределения ресурсов. Пусть /-тый способ использова­

ния .Y единиц ресурса дает доход /Д.\); имеется «таких способов и т 
единиц ресурса. Ресурс предполагается неделимым, т.е. переменные 
д-,..., л'и принимают целые неотрицательные значения. Нужно макси­
мизировать доход. 

Математическая модель данной задачи следующая: 

£^( A ' ) ) - > n ' i a x ' i : S- = / " ' л;.е {0,1,...,иг}, / = 1,...,«. 
i=l i=l 

Это пример задачи ЦП. 
2°. Каноническая задача ЦЛП. Математическая модель такой 

задачи следующая: 

/ ( * ) = £ с, x,-»min, 
7=1 

У\а..х. =b., / = l,...,m, 
> i 

л-. >0, / = 1,...,л, 
x.e Z, у = 1,...,и, 

(1) 

(2) 
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где Z - множество целых чисел. 
Полностью ЦЗ с двумя переменными можно решить графически, 

учитывая, что допустимое множество А" такой задачи состот из точек 
целочисленной координатной сетки, принадлежащих допустимому мно­
жеству Л'задачи ЛП (1) без дополнительного требования (2). 

[> Пример 1. Решить графически ЦЗЛП: 
/ (л) = л, - 20х, —> min, 

-л, +Юл-, <40, 
4л-+ 2л; < 29, 
.v. >0, х e Z , у = 1,2. 

Решение. На плоскости (л,, л",) построим допустимое множество 
^рассматриваемой задачи ЛП без требования целочисленности (на 
рис. 10.1 многоугольник ОАСВ) и отметим точки множества Хс цело­
численными координатами. Совокупность этих точек есть допустимое 

множество X полностью целочисленной задачи. 

Перемещая линию уровня целевой функции / (л ) в направлении 

с - col (—1;20) убывания / (л ) , находим крайнее положение этой линии, 

в котором она еще имеет непустое пересечение с множеством X. В этом 

положении линия уровня проходит через точку £?(0;4), поэтому реше­

ние задачи Т =col(0;4), /'* =min/(.\-)=-80. 

Отметим, что как видно из рис. 10.1 , точкой минимума функции 
f(x) в этой задаче без требования целочисленности будет точка С(5;4.5), 

т.е. .v* =col(5;4.5), /'* =min/(.\:)=-85. Отсюда следует, что точкой ми­

нимума целевой функции на допустимом множестве X целочисленной 
задачи не обязательно является ближайшая к решению д* обычной (не­
целочисленной) задачи точка множества Хс целочисленными координа­
тами. Q] 
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3°. Метод Гомори решения полностью ЦЗЛП (1), (2) с про­
извольным числом переменных. Метод Гомори состоит в последо­
вательном отсечении от допустимого множества Хнецелочисленной за­
дачи (1) частей не содержащих точек с целыми координатами. Эти 
отсечения производятся включением в задачу дополнительных ограни­
чений на переменные х . 

Опишем алгоритм Гомори, использующий симплекс-метод. 

1. Симплекс-методом находим решение х* задачи (1) без учета тре­
бования целочисленности (2). Если для х* условие (2) выполняется, то 
задача решена. В противном случае среди чисел Р, первого столбца сим­
плекс-таблицы, определяющей решение х есть такие, что pV )> 0 . Это 
вытекает из того, что всякое действительное число а можно предста­
вить в виде а = [а]+ {а}, где [а]- целая часть числа а (наибольшее целое 

число, не превосходящее а), а {а} =а-[а\- его дробная положительная 
часть. 

2. Среди нецелых элементов ($, выбираем произвольный элемент 

Р л , например, с максимальной дробной частью р,.}. По 

r-ой строке симплекс-таблицы составляем дополнительное ограничение 

вида - Х р )х. < - р г } (здесь, как и выше, для определенности пола-
j=m+l 

гаем, что свободные переменные х. имеют номера т+1,...,п).С помо­

щью вспомогательной переменной х: > 0 это ограничение предста­

вим в виде равенства *„+, - X FryJ = - FrJ и вводим в 
j=m+\ 

симплекс-таблицу дополнительной строкой 

гДе а „ + и = - K . J j = m+l,...,n; Рл+1 = -{р,}<0-
Так как Ри+1 = - р г }< 0, то после дополнения строкой (3) симп-
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лекс-таблица перестает соответствовать допустимому базисному реше­
нию задачи ЛП, которую она описывает. 

3. Для перехода к допустимому базисному решению производится 
следующая операция: 

а) строка с отрицательным свободным членом Р к считается разре­
шающей (на первом шаге, очевидно, к = п +1); 

б) если все коэффициенты ак. > 0, то задача не имеет решения; в 
противном случае номер разрешающего столбца находится из условия 

( Pj - элементы последней строки симплекс-таблицы); 
в) совершается преобразование симплекс-таблицы с опорным эле­

ментом ак1. Если в новой таблице по-прежнему есть хотя бы один отри­
цательный свободный член, то описанная процедура повторяется, начи­
ная с операции а), необходимое число раз. 

Если все элементы Р, вновь полученной симплекс-таблицы нео­
трицательны, то допустимое базисное решение получено. Отметим, что 
выбор опорного элемента ак1 гарантирует неотрицательность коэффи­
циентов р. новой симплекс-таблицы. Поэтому найденное допустимое 
базисное решение является и оптимальным. 

4. Если найденное в п. 3 решение задачи ЛП удовлетворяет усло­
вию целочисленное™, то вычисления завершаются, а если нет, то про­
должаются переходом к п. 2 описания алгоритма. 

Приведенный алгоритм позволяет найти решение полностью ЦЗЛП 
или установить отсутствие решений за конечное число итераций. 

1> Пример 2. Решить задачу примера 1 методом Гомори. 

Решение. Вводим дополнительные переменные х3 >0,х4 >0 и за­
пишем эту задачу в канонической форме: 
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f(x) = xl - 20x, —»min, (4) 
-X) + 10x,+x3 =40, 
4x,+2x, + x4=29, (5) 

х; > 0, x. e Z, ;' = 1Д 

Заметим, что так как все коэффициенты ограничений-равенств це­
лые, то целочисленность исходных переменных хх, х2 влечет целочис­
ленность и дополнительных переменных х,, х4. Поэтому задачу (4), (5) 
можно рассматривать как полностью целочисленную и применить для 
ее решения метод Гомори. 

Одна из угловых точек нецелочисленной задачи (4) 
х° = col (0;0;40;29) • Запишем укороченную симплекс-таблицу для этой 
точки: 

базис 
Хъ 
х4 
f 

40 
29 
0 

Xl 
- 1 
4 
1 

Xl 

101 
2 

-20 

Решение нецелочисленной задачи (4) находится за две итерации 
симплекс-метода: 

хг 

х* 

f 

4 

21 

80 

Х\ 

1 
10 

42 
10 

- 1 

хг 
1 

10 
2 
10 

2 

хг 

Х\ 

f 

9 
2 

5 

85 

*4 
1 

42 
10 
42 
10 
42 

Хъ 
4 

42 
2 

42 
82 
42 

Это решение х* =col 5;—;0;0 , /* =-85 не удовлетворяет усло­

вию целочисленное™, поэтому дополняем его строкой (3): 
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*2 

*1 

^5 

9 
2 

5 

1 
2 

85 

*4 
1 

42 
10 
42 

1 
42 
10 
42 

хг 
4 

42 
2 

42 
4 
42 

82 
42 

Для перехода к допустимому базисному решению находим разре­
шающий элемент по описанному выше правилу и преобразуем симп­
лекс-таблицу: 

*2 
Х\ 

*4 

f 

4 
0 

21 
80 

х5 
1 

10 
- 4 2 

10 

х3 
0 

- 1 
4 
1 

Последняя симплекс-таблица не только соответствует допустимо­
му базисному решению, но и дает решение рассматриваемой задачи: 

Г =col(0;4), / * =-80 . • 

Замечание 1. Отметим, что переход к каноническому виду в полностью 
ЦЗЛП, содержащей ограничения-неравенства 

±а„х,<Ь„ (6) 

не приводит в общем случае к полностью целочисленной задаче в 
каноническом виде, так как в преобразованных ограничениях (6) 

У\а..х. +х-, =Ь. 

вспомогательные переменные х,+| не подчинены требованию 
целочисленное™. 
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Однако, если все коэффициенты Од, Ь. в (6) целые числа, то условие 

целочисленности распространяется и на х t, как это делалось при решении 
примера 2. 

Полностью ЦЗ в каноническом виде можно получить и тогда, если в (6) 
аи' А- ~ рациональные числа. Для этого нужно сначала умножить (6) на 

общее кратное знаменателей коэффициентов о > b.; т.е. перейти к целым 

коэффициентам в (6), а затем ввести вспомогательные переменные х t. 

4°. Частично целочисленные задачи ЛП. Если в модели типа 
(1), (2) требование целочисленности всех переменных не нужно, то его 

алгоритм в этом случае отличается видом коэффициентов а „ + , у в до­
полнительной строке (3), а именно 

-ос ., если а . >0, 
ч ч 
U а . + и га ., если а <0, 

1 п ' г» ' [ЯРХ*' 

если переменная х. подчинена требованию целочисленности, и 

"КJ если KJ^fti 
а « и 

^ ( { х , } - 1 ) е с л и { х , } > | 5 г } , 

для х., свободных от этого требования. 

Естественно, вычисления заканчиваются, когда целыми являются 

не обязательно все коэффициенты р\. римплекс-таблицы, а только те, 

которым соответствуют переменные х., подчиненные требованию це­

лочисленности. 
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^г Задания для самостоятельной работы 

1. Решить полностью целочисленные задачи ЛП методом Гомори: 

а) Лх) = ~х\ + х4 -* и"11' б) f(x) =-x]—x2-> min, 
х, + 2х2 + хг = 6, 
Зх, + 2х2 + хА - 9, 
х. >0,x.e Z,/ = 1,4. 

- 2.x, + х4 + х5 = 1, 
х, + х 2 -2х 4 =3, 
х] + х3 + Зх4 = 3, 
xj>0,xjeZ,j = \,5; 

2. В цехе размещены 100 станков 1 -го типа и 200 станков 2-го типа, 
на каждом из которых можно производить детали 4 и А1 .Производи­
тельность станков в сутки, стоимость одной детали каждого вида и ми­
нимальный суточный план их выпуска представлены в таблице 1. 

Таблица 1 

Детали 

А, 
А2 

Производитель­
ность дет./сут. 
Тип\ 

20 
35 

Тип! 
15 
30 

Стоимость 
1 детали руб. 

6 
4 

Минимальный 
суточный план 

1510 
4500 

Найти количества *•, станков /-го типа, /=1,2, которое необходи­

мо выделить для производства деталей А., j = 1,2, с таким расчетом, 
чтобы стоимость продукции, производимой в сутки, была максималь­
ной. 

3. Решить задачи: 

а О /(х)=-4х,-3х : 

4х, + х2 < 44, 
х,<22, 

-х2<18, 
X . > 0 , X . G Z , ; = 1,2; 

min, б) f(x)=x] +2х1 

1 1 1 1 Z. -х. +-Х. +— 3 1 3 э 

+ Xj —»min, 

2xl + x2>l, 

— X, + — Х. > 1 , 
2 ^ 4 ^ 
х. >0,x.eZ,;=U3. 
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4. Решить частично ЦЗЛ П i 

а) / ( л ) = -х, - 4х, —> min, 
7 

х, + х, + л4 = 7. 

-л- +.Y2 + .v s=2, 

л- >0, У = 15, x , e Z ; 

подом Гомори: 

• б) /(л-)= -х, - х, ^ min, 
л-+2л-2<4, 
2л-, + л; < 4, 
л- ;>0, ./ = 1,2, л -eZ. 
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• ЛеНция 11 
Задача безусловной оптимизации 

Даны понятия максимума и минимума функции; рассмот­
рены вогнутые и выпуклые функции, положительно и отри­
цательно определенные квадратичные формы; сформули­
рованы основные теоремы безусловной оптимизации. 

Рассмотрим задачу оптимизации (см. Л. 2): 

/(л-)—» max(min), ле X с R". (1) 

1°. Понятия максимума и минимума функции. 
Детализируем постановку задачи оптимизации. Будем говорить, 

что х* -\х* ;...; х'п ) } - точка максимума функции f(x) в X или что 

,v* - точка условного максимума функции f\x), если х'е X и 
f\x )> / ( Л ) Мхе Ха R" • Если Х- К', то говорят, что л:* - точка 
безусловного максимума. 

Скажем, что х* -точка локального максимума функции /"(х),если 

для нес существует окрестность U[x), для любой точки х которой f(x) 

не превышает f\x), т.е. f(x)<f[x*) VxeU\x). 

Точка х' есть точка абсолютного (глобального) максимума в X, 
если х' будет точкой максимума на всем множестве X. 

Введенные понятия сведем в таблицу 1. 
Таблица 1 

Локальный 

Абсолютный 

Безусловный 
Существует такая 

окрестность U(x ), что 
fix') >J{x) для любого 

хе СД>*) 
Дх*) > Дх) для любого 

xsR" 

Условный 
Для х е X существует 

такая окрестность U(x*), 
чтоДх*) >fi.x) для 

любого дге U(x*) n X 
X*GXHJ(X*) > J[x) для 

любого х 6 X 

' здесь и в Л.12 для краткости символ «col» в обозначении вектора 
опускаем. 
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Замечание 1. Понятия строгого максимума вводятся так же, только знак « > » 
нужно заменить на знак «>». 

Замечание 2. Для определения понятия минимума функции следует в 
приведенных определениях слово "максимум" заменить на «минимум» и знак 
« > » заменить на « < ». Максимумы и минимумы называют экстремумами. 

Замечание 3. Отметим, что поиск минимума функцииДх) на множестве 

X С R" можно заменить на поиск максимума функции (р(х) = -f\x) 
(см. Л. 2). 

Поэтому дальше будем рассматривать только задачу на максимум функции 

2°. Вогнутые и выпуклые функции. ФункцияДх), определен­

ная на выпуклом множестве X с К1 называется вогнутой, если для 

любых векторов х ' и ^ е ! и любого А,, 0 < А. < 1, выполняется нера­
венство 

X/fx1)+ (1 - Х)Дх* )< /(Хх1 + (1 - Х У ) . . (2) 
На рис. 11.1 это определение иллюстрируется для функции одной 

переменной. 

=№> 
Z» 

U 

0 

\ 

i 
X 

В 
/ 

А 

X 

/ 

2 
X 

Рис. 11.1 Рис. 11.2 

Геометрически вогнутость функции/fx,) означает, что отрезок, со­
единяющий любые две точки поверхности, которую задает эта функция 

в пространстве K"+i, лежит на этой поверхности или ниже нее: 

2 , = / ( Х х ' + ( 1 - Х У ) ; z ^ X / f x ' J + ^ - X y f x 2 ) ; х=Хх1+ (l-X)x2 ; 

ZA^ZB-
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Если же выполняется противоположное неравенство, т.е. 
Л./(У)+(1-Л)/0с2)> /(Я*1 +(1-ЛУ)> 

то функцияДх) называется выпуклой. На ркс. 11.2 изображена выпуклая 
функция одной переменной. Очевидно, что еслиДх) - выпуклая функ­
ция, то -fix) является вогнутой. 

Если неравенство (2) является строгим (при 0 < А, < 1), то говорят, 
чтоДх) -строго вогнутая функция. Геометрически это означает, что 
отрезок, соединяющий любые две точки поверхности, заданный урав­
нением z = f(x), лежит ниже этой поверхности. 

Связь между выпуклыми множествами и выпуклыми функциями 
раскрывается в следующем утверждении: для того чтобы функцияДх), 
определенная на выпуклом множестве X, была выпуклой (вогнутой), не­
обходимо и достаточно, чтобы ее надграфик 

Xf = {{x;z):xe X,z>f{x)}[Xf = {{x;z): xe X,z<f{x)}). 
был выпуклым множеством. 

При определении вогнутости (выпуклости) функции не требова­
лось, чтобы функция была непрерывной или дифференцируемой. 

Если же функцияДх) дифференцируема и вогнута, то справедлива 
теорема, которую приводим без доказательства. 

Теорема 1. 

Для любых х1, х2е X имеет место неравенство 

/ ( ^ - / ( ^ ( x ' - x ^ ' g r a d / y . 

Напомним, что в (3) grad/(x) ЭДх)_(э/(х). .Э/(х)^ 
Эх Эх, Эх 

(3) 

ау -

скалярное произведение л-векторов а и у. 
3°. Положительно и отрицательно определенные квадра­

тичные формы. Напомним, что квадратичной формой от п перемен­
ных х,, х2,..., х„ называют однородный многочлен/(х) второй степени от 
Х | , . . . , Х/1, т.е. 

f(x)=tta
u

x
i
x
J> (4) 

1=1 у=1 
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где а.. = а.. 
V J' 
Квадратичную форму (4) можно записать также в виде 

f(x) = х'Ах, 

где *=(*,;...;х,),а 

(4) 

А = 

Говорят, что квадратичная форма (4^ 
- положительно определена, если f{x) > О Ухе R", хФО; 

- отрицательно определена, если f(x)< 0 Vxe Л", х± О ; 
- неопределенная, если она может принимать как положительные, 

так и отрицательные значения. 
Справедлив следующий критерий Сильвестра для установления 

того, является ли данная квадратичная форма положительно или отри­
цательно определенной: квадратичная форма (4) положительно опреде­
лена тогда и только тогда, когда все главные миноры, составленные из 
элементов матрицы А, т.е. 

; а , Р А , . Л,= 

положительны и отрицательно определена в том и только том случае, 
когда главные миноры матрицы А нечетного порядка А,, Л3,... меньше 
нуля, а четного порядка А2, А „,... больше нуля. 
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Замечание 4. Пусть задана функция нескольких переменных z = f\x), 
которая определена и имеет непрерьганые частные производные до второго 

порядка включительно по всем переменным в точке х° = U,0;...; х° ) и ее 
окрестности. Матрицу 

"М _д2/П_ 
Эх2 

э2/И эуИ э2/Н) 
дх} дх{дх2 Эх_Эл: 

d2f(x°) д2/{х°) _ д2/{х°) 
Эх,Эх^ дх2 дхгдхп 

д2'/П э2'/И Z д2Ях°) 
дхдх Эх Эх, Эх2 

п \ л 2 л 

(5) 

называют матрицей Гессе функции z = f{x) в точке х°. Она представляет 

" " d2f 
матрицу дифференциала второго порядка A z — X 2 d x d x , 

ы\]=\дхдх. ' ' 
который является квадратичной формой относительно приращений 
dx, = Дх,, dx2 = Ах2,..., dxn = Axn, где вторые частные производные 
вычислены в точке х° • 

4°. Безусловный максимум функции многих переменных. 

4.1. Условия экстремума первого порядка. 

Теорема 2. 

Пусть функция f(x) дифференцируема в точке х* е R". Если х -
локальное решение задачи 

/ (х ) -> max(rnin), xe i?", 

то в точке х' равны нулю все частные производные: 

Эх, дх2 Эх, (6) 
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или 

grad/ (x)=0. 

Доказательство. Пусть функция z = f(x) имеет, например, мак­

симум в точке х* = [х*; х*;...; х*). Допустим, что меняется только пере­

менная х., а остальные неизменны, т.е. хк = х*, к = \,п; к* j.Тогда 

функция z будет функцией одной переменной х., т.е. 

/(<,х;,...,*.,..., Х;)=Ф(Х.). 

Функция ф(*;) имеет максимум при х. = х*, и следовательно 

dq>(x.) 
dx 

J 

= 0. (7) 

Имеем 
d(pk) ... Ф(<+А**)-Ф(*)) 

— = lim —-—— — = 
dx. Л*,-»° Ах. 

= H m /h,.. . ,x-+Ax.,.. . ,<)-/(x0)_a /(x') 
Л -̂»° Ах. Эх:. " 

Отсюда и (7) имеем 

ox. 

что и требовалось доказать. Q 
Теорема 2 дает необходимые условия максимума (минимума) фун-

кцииДх) и точки х°,где grad/(x°)=0 называют стационарными. Для 
вогнутой функции эти условия и достаточны. 

Теорема 3. 
Дифференцируемая вогнутая функция Дх) имеет абсолютный мак­

симум в точке х тогда и только тогда, когда 
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grad/(x*)=0. (8) 
Доказательство. В силу теоремы 2 условие (8) является необхо­

димым. Пусть теперь условие (8) выполняется в точке х*. Для вогнутой 
функции из неравенства (3) получается неравенство 

/(x)</(x*)+(x-x)'grad/(x*). 

Отсюда и в силу (8) получаем f(x) < f\x*), что и означает, что х* -
точка максимума функцииДх). • 

4.2. Условия максимума второго порядка. 

Теорема 4 (необходимое условие). 

Если х - точка строгого локального максимума дважды диффе­
ренцируемой функции z — f ух), то матрица Гессе Щх ) отрицательно 
определена. 

Доказательство. Пусть х* -точка строгого локального макси­
мума функции z = / (х) . Тогда в условиях теоремы 4 при малых прира­
щениях Ах,, Ах2,..., Ахя, справедливо равенство 

Аг = /(х1* + Дх1,х; + Дх2,...,х>Дхи)-/(х1*,х;,...,х;)= 

1 Р2 ( 9 ) 

= dz+—d2 z+ —со(Дх1,Дх2,...Дхл) 

где dz = £*lk}dx.=0, т а к как £ / й = 0, P = f$A*?f, 
y=i Эх. у Эх. \ы\ ) 

ю(Дх,...Дх )-»0 при р—»0, причем — ю -бесконечно малая более 

высокого порядка, чем d2 z. 
Тогда из (9) 

Az = -d2z + £-a>(Axl,...,Axn). (Ю) 
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Так как х* -точка строгого локального максимума, то Az<0 (при 

р Ф О), и, как следует из (10), — d2 2 < 0 (при р Ф О), т.е. второй диффе­

ренциал d2 z < 0 в точке л' 

является отрицательно " " Э2/'(\-*) Следовательно, d" 2 = X X — v 'dv.dx. 
/=i>=i Э х Э х 

определенной квадратичной формой от приращений ДА- , Дх2,..., Ах(, а 

тогда ее матрица Гессе Н\х ) отрицательно определена. П 

Теорема 5 (достаточное условие). 

Пусть функция z = f(x) дважды дифференцируема. Если 

grad/(x*)=0 и матрица Щх") отрицательно определена, то х* -
точка строгого локального максимума функции f(x). 

Доказательство. Из условия grad/(x*)=0 имеем 

Дл = — d2 z + — щАхг Дх2,..., Axjsd 2 z. 

Поскольку d 2 z < 0 , то при малых Лхр Дх2,..., Ахи полу чаем 
Дг < 0, и, следовательно 

f(x'l+Axrx'2 + Ax2,...,x'ti+Axn)-f(x'l,x'2,...,x'n)<0 
Откуда 

/(х*,х*,...,х*)>Дл-* + Дл-|,х*+Дх2,...,д:*+Дл-и) 

при любых малых приращениях Дх(, Дх2,..., Дхн (P Ф 0). Следователь­

но, х' - точка строгого локального максимума функции z = f(x). • 

£> Пример 1. Решить задачу: 
/(д-)= Зх,х, - х,3 - х2 -» max, хе R2. 
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Решение. Условие (8) имеет вид 

Зх2 - Зх2 = 0, 3.x, - Зх2 - О. 

Решение этой системы (стационарные точки) - AJ =(0;0) и 

х2 =(l;l). Имеем 

'-6.XJ 3 ^ 

3 -бх, 
V - ) 

, Н(х>)= 
'0 3' 
3 0 

V. ) 

, я(х2ь (-6 3 \ 
3 - 6 

Используя критерий Сильвестра, получаем, что матрица Гессе 

Н(х1) не будет отрицательно определенной, а матрица Щх2) отрица­

тельно определена. Тогда, в силу теоремы 4, точка л-1 не может быть 
решением задачи, а, в силу теоремы 5, точка х2 = х* - строгое локаль­
ное решение рассматриваемой задачи, fj 

Ж Задания для самостоятельной работы 

1. Выяснить, при каких значениях параметров данные функции яв­
ляются выпуклыми: 

а) /(д-) = ах2 + Ьх+ с ; 

б) f(x)=ae2x+bex+'c; 

B ) / ( ^ ) = ( | A i | ' + k | ' ^ > 0 ; 

г) f{xl,x2)= аих? + 2а[2х{х2 + а22х; . 

2. Найти решение следующих задач: 

а) / (х) = 2 А-,4 + А4 - л-,2 - 2 л-2 -> min, x e Rг ; 

б) f(x)= х] + х2 + 4sin(x,)sin(x2)—» min, xe R2. 

3. Показать, что функция f(x)= х{ех* -(l + ev' ]cos(x2) имеет на R2 

бесконечно много точек локального минимума и ни одной точки локаль­
ного максимума. 
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• ЛеНция 12 
Задачи условной оптимизации 

Рассмотрена задача на условный экстремум при ограниче­
ниях-равенствах; изучена задача на условный экстремум при 
условиях-неравенствах; сформулированы условия Куна- Так-
кера 

Условный экстремум при ограничениях-равенствах. Рас­
смотрим задачу: найти 

z = f(x)—»max (l) 
при условиях 

gk(x)=0, k = lm (m<n). (2) 
Задачу (1)-(2) называют задачей на условный экстремум при огра­

ничениях-равенствах. Она- частный случай задачи на условный-экст-

ремумизЛЛЦсм. п. 1°),где X = {хе R" \ gk(x)=0, k = \^n\. 

1°. Классическое правило множителей Лагранжа. Считаем, 

что функции f,gk:R"^R принадлежат классу С® (определены и не­

прерывны в каждой точке хе R" вместе со всеми частными производ­

ными по хх,...,хп). 

Пусть х° - некоторый план задачи (1)-(2). Будем говорить, что план 
х° - обыкновенный, если на нем линейно независимы векторы 

дх дх 
(3) 

Теорема 1. 

Если х* - оптимальный обыкновенный план задачи (1)-(2), то най­
дется такой единственный вектор Лагранжа X* =(Х*Д*2,...,Х*п), что 

grad/(x)+£r i g r a d^(x)=0. 
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Доказательство. Рассмотрим систему из т уравнений 

£*(*)=>*> k = l,m, (4) 

где ук - произвольные числовые переменные. По условию 

теоремы 1 матрица G • '**,(**) dgm(x) Л 
имеет ранг т, т<п . Зна-

чит, на основании теоремы о неявной функции в окрестности точки х* 
можно выразить т переменных х. в виде дифференцируемых функций 

от (и -т) остальных переменных и величин ук (для определенности 
считаем, что первые т переменных х. выражаются указанным обра­
зом): 

xJ=vJ{yl,...,ym,xmtl,...,xll\ j = l,m. 

Подставляя эти выражения в функцию z - f(x), найдем новую диф­
ференцируемую функцию 

Лх)=Р{у1,У1-,Уя,хт,1,...,хй). 

Так как х' - локальный максимум на X функции f(x), то 
точка (х^+1;...; х'л) доставляет локальный максимум функции 
F (0,0,... ,0, хт+[,..., хп). Следовательно, используя теорему Л. 11.2, зак­
лючаем, что производные функции Fno хп+1,...,хп равны нулю, а тогда 
дифференциал функции/ тождественный дифференциалу функции F, 
можно записать в точке х* так: 

Полагая, 

df = 6F- dv,+... + dv . 
ду, * Ъуя

 Ут 

1* d F ! • _ d F 

Л1 _ _ Т ~ ' - - - ' Л т - " а * " *ут' 
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можно записать d /+2) A*t d yk = 0. Так как, в силу (4), d j>t = d gk, то 

отсюда получаем требуемое равенство. Теорема 1 доказана. • 
Величины А*,..., А*п называют множителями Лагранжа или двой­

ственными переменными. Из теоремы 1 следует, что условия 

grad/(x*)+ JT A*t grad#t(x*)= 0 

являются необходимыми условиями максимума функцииДх) при огра­
ничениях-равенствах. 

Для того чтобы получить систему уравнений для определения то­
чек х и А* рекомендуется пользоваться следующим правилом, называ­
емым классическим правилом множителей Лагранжа. 

Составляем функцию 

4**)=/(*)+£ W*). 
называемую функцией Лагранжа илилагранжианом. Затем приравни­
ваем к нулю производные этой функции по переменным х1,х2,...,ха н 
А,,А2,...,А/п: 

| ^ = 0 и = Гп) или j £ + £ x t | b =0 и=Гп), 
ох. дх. *=i дх 

-} т , 

— - 0 (fc=l,m) или gk(x) = 0 (k = l,m). 
j 

Решение полученной системы из п + т уравнений с п+т неизве­
стными xt, х2,..., хп и А,, А2,..., Ат, и определит точки х' и координа­
ты вектора А множителей Лагранжа. Среди точек х* находятся локаль­
ные максимумы и минимумы функции z = / ( х ) , а также, возможно, и 
другие точки (например, точки перегиба данной функции). 

Для точного выявления максимумов и минимумов нужно иметь 
более сильные условия, которые будут рассмотрены в следующем пунк­
те. Здесь приведем случай, когда эти условия (условия первого порядка) 
достаточны. 
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Теорема 2. 

Пусть fix) и gk(x) (к = \,т) вогнутые функции класса С(1> 

и пусть существует такой вектор Л* = (А.*;...;АГп], что в точке 

х* = [х^,...;х*) из X выполнены условия 

gmdf(x')+f,X\ gradgt (x' )= 0, 

причем соответствующая функция Лагранока 
т 

ад.')=я*)+1 a:tg4(x) 
вогнута по переменным х1,...,хи. Тогда х*—абсолютный максимум 
функции J[x) на множестве X 

Доказательство. Так как ДхД*) вогнута, то выполнено нера­
венство 

Дх,Г) < Дх*,Г) + (х-х*)'£гайфс\Г) 
или 

/ W + lKsk W £ Я * ) + Ё Ч ^ (**)+(*- ̂ )'gradL(x* Д*). 

Поскольку gk(x*) = 0 и gradЦ.х ,Х) = 0, то отсюда получаем 

f(x) < f(x) \fxeX, 
что и требовалось доказать. • 

2°. Условия минимума второго порядка. Рассмотрим задачу 
(1)-(2), считая, что функции Дх), gkix) принадлежат классу С<2) (опре­
делены и непрерывны в каждой точке пространства К1 вместе со свои­
ми частными производными до второго порядка включительно). 

Теорема 3. 

Если х* -локально оптимальный обыкновенный план задачи (1)-
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(2), А* - соответствующий ему т-вектор Лагранжа, то квадратичная 
форма 

дх2 

на гиперплоскости, заданной уравнениями 

, , dg . (x ) . — 
/ — = 0, i = l,m. 

дх 

Здесь — j матрица Гессе функции Цх,Х) вточке (х*,А*). 

Точку х° задачи (1)-(2), назовем условно стационарной, если най-

тт ло ЭЦх°,А°) п 
дется такой вектор Лагранжа А , что ——^—'—- = 0. 

дх 

Теорема 4. 

Для локальной оптимальности в задаче (1), (2), условно стационар­

ной точки х° достаточно, чтобы при соответствующем ей векторе 

Лагранжа А0 была отрицательна квадратичная форма 

rd2L(x0,X0)[<Q ( / # 0 ) 

дх' 
на гиперплоскости, заданной уравнениями 

,,dgi(x0) . — 
/ — k = 0' ' = 1>™. 

ox 
(5) 

О Пример 1. Найти локальное решение задачи: 

f(xi,x2) = -ax2+-bx1^>max, xf + x\=\, . 

где а>0 и 6 > 0 - заданные числа. 

Решение. Ясно, что условие (3) здесь выполнено. Выписываем фун­
кцию Лагранжа: 
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Цх[,х2,Х)=—ах1 +-bx2
2 +X(x^+xl~l). 

-\ т 

Так как —(.x^,x2,X) = {ахх+ЪХх^ ,Ьх2 + ЪХх]), то система для оп­

ределения стационарных точек следующая: 
ах, + ЗХх2 = 0, Ьх2 + ЪХх2 = О, х\ + х\ = 1. 

Эта система имеет три решения: 
1) х,=0, х,=1, Л = - - ; 

2) х,=1, х2=0, Х = - - ; 

3) ^ 

Далее имеем 
УТ+ь3 3 

д2Цх1,х2Х2) 
ъ7* 

а + Ьх^Х 
0 b + 6x2X 

1 а 

0 
V 

°1 
-Л 

J 
• 4 = f

_fl °1 
0 6 

V > 
. 4 = 

(-а 
0 

ч 
°1 

-Л 
/ 

Для указанных решений эта матрица принимает соответственно вид: 

Условие (5) выглядит здесь так: 

3j«f/, + Зд^/2 = 0 , где / = (/,,/2). 

Для первых двух решений это означает, что /2 = 0 или /, = 0 соот­
ветственно. Отсюда ясно, что матрицы А и А^ не удовлетворяют усло­
вию, указанному в теореме 3. Следовательно, векторы (0;1) и (1;0) не 
могут быть локально оптимальными в рассматриваемой задаче. Для мат­
рицы Д, условие, указанное в теореме 4, заведомо выполняется. Поэто­

му вектор 

задачи. 

Ve 3+6 3 '&» 3+6 3 
является локальным решением данной 
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3°. Условный экстремум при условиях-неравенствах. Пусть 
требуется максимизировать функцию 

* = /(*) (6) 
при ограничениях 

gk(x)<0, к = йк, (7) 
где / , gv...,gm- дифференцируемые функции. Покажем, что эту зада­

чу можно свести к задаче с ограничениями равенствами. Для этого вве­

дем дополнительные переменные ук, к = 1,т, квадрат которых следует 

прибавить к левым частям соответствующих неравенств gk (х) < О, 

к = 1, т, чтобы они были равенствами, т.е. 

Sk(x) + y2
k = 0, k = \,m. 

Таким образом, задача с ограничениями неравенствами сведена к 
задаче на максимум при ограничениях равенствах. 

Функция Лагранжа имеет вид: 
т т 

Iixl,...,xn,yl,...,ym,Xl,--\„) = f(x) + ^lXkgk(x) + 2\yk. 

Необходимые условия экстремума в случае обыкновенного опти­
мального плана задачи (6)-(7) примут вид: 

dL df ж dgk . — 
Т~ = 3~ + 2 Я * а =0' -/=1'й> 
ОХ. ОХ. к=\ ОХ. 

J J J 

j±- = 2Xkyk=0=*\yl=0, к = йп, 

rrr- = gk(x) + y2
k=0, k = l,m. 

дЪ.к 

Эти условия и определяют «подозрительные» точки на экстремум 
(условно стационарные точки). В такой точке имеем, что 

^(*)+(>-;)2=о 
или #Дл:*)<0,таккак (у'к)2 ^ 0 . 

Из условий 
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получаем, что если (у*)2 * 0, т.е. gk(x') < О, то Хк = О; если же Хк * 0, 

то gk (х*) = 0, т.е. к-тое ограничение выполняется как точное равен­
ство. 

Необходимые условия экстремума, получившие название условий 
Куна-Таккера, примут следующий вид: 

ах ах. к=\ ах. 

*ч#*(х) = 0> k = \,m; 

gk(x)<0, k=T^i. 
Отметим также, что в ряде экономических задач, кроме условий 

(7), часто возникают условия неотрицательности переменных 

Xj > 0, j = 1, п. В этом случае условия х. > О сводятся к равенствам 

-х.+и2 = 0, 
J J ' 

а условия gk(x) < 0 — к равенствам 

Опять задача максимизации функции z = f(x) при указанных двух 
типах неравенств сводится к задаче максимизации этой функции при ус­
ловиях равенствах. Необходимые условия экстремума (условия Куна-
Таккера) для обыкновенных оптимальных планов получаем из функции 
Лагранжа этой задачи 

Hx,yX\i) = f(x)+Z,\k(gk(x) + yl) + 2,\iJ(rXJ+u]). 

Вычислив частные производные функции Дх, у, Л, /и) по всем пе­
ременным и приравняв их к нулю, получим: 

ах. ах. ы ах. ' 
J J J 
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j L = 2Xkyk=0=*Xkyl=0,k = l,m. 

dL = gk(x) + y2
k=0=>gAx)<0, k = l,m-

--x.+u2 = 0=>x <0, j = l,n; 

(8) 

dL 

dL — - = 2u .и = 0 =>u.a = 0, j = 1,л. 
ou. J ' ' ' 

Следовательно, необходимые условия Куна-Таккера можно запи­
сать так: 

l)g.(x)<0, к = 1пц 2)Xkgk(x)=0, к = 1,щ 

3 ) х > 0 , j = l,n; 4 ) х Э / , л , э#, 1к-дх. к=\ дх. 
V ' ' J 

= 0, 7 = 1, л. 

Из первой группы равенств (8) получаем 

Эх. к=\ дх. 

А тогда из 1), 2) заключаем, что если в точке максимума х" имеем 

£4(х*)<0,то Х\ = 0,аесли Х\ *0 ,то gk(x*) = 0. 

Э f m dg. 
Из 3), 4) вытекает, если х. > 0, то —— + УХ', — - = 0, и если 

1 Эх к% к Эх. 

| ^ + £ ^ ^ 0 , т о х ; = о . • 
Эх л=1 * Эх у 

Заметим, что равенства gk (х) = ^ сводятся к равенствам типа 

gk{x)-bk = 0 , неравенства £-Дл:)<ЬА — к неравенствам 

gk{x)-bk <0 , а неравенства ^ ( х ) ^ ^ — к неравенствам 

~gk(x) + bk<0. 
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В заключении отметим следующее: для вогнутой функции z = f(x), 

заданной на замкнутом вьшуклом множестве XczR" любой локальный 
максимум является и глобальным; если /(х) - строго вогнутая функ­
ция, то ее глобальный максимум на вьшуклом замкнутом множестве X 
достигается в единственной точке; если f(x) -дифференцируемая вог­
нутая функция на выпуклом замкнутом множестве X, то равенство нулю 
ее градиента является необходимым и достаточным условием максиму­
ма этой функции, причем если функция строго вогнутая, то этот макси­
мум единственный. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Найти решение следующих задач на условный минимум с помо­
щью принципа Лагранжа: 

а) х,х2х3 —> min, xf + х\ + х* = 1, х, + х2 + х3 = 1; 

б) jtjXj + XjXj —> max, xf + x\ = 2, x2 + x, = 2. 

2. Найти параметры цистерны, которая при заданной площади по­
верхности S0 имеет максимальный объем. 

3. Требуется из проволоки заданной длины/? сделать равносторон­
ний треугольник и квадрат, суммарная площадь которых максимальна. 

4. Найти решение задачи 
f{x, у) = (2х+ 2)х2 + (4ку-Ш-4у)х-40ку+ Iky2 -> min, 

при ограничениях х+ у < 5, x<a,y<b, х>0, у>0: 

N 
1 
2 
3 
4 
5 

к а Ъ 
2 3 3 
3 3 4 
4 4 3 
5 4 4 
6 3.5 3 
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• ЛеИция 13 
Функция полезности 

В основе модели поведения потребителей лежит гипотеза, 
что каждый из них, осуществляя выбор наборов благ при 
заданных ценах и имеющемся доходе, стремится максими­
зировать уровень удовлетворения своих потребностей. 

Основными участниками процесса производства, распределения и 
потребления благ являются отдельные потребители и производители, 
которые имеют свои интересы и руководствуются при принятии реше­
ний определенными принципами. Построим формализованную теорию 
поведения потребителя. 

1°. Множество благ. Доступные наборы благ. Пусть на рынке 
благ индивидуальному потребителю предлагается п различных благ. Под 
набором благ понимаем упорядоченную совокупность col (х,; хг;...; хп) 
количеств каждого из благ. Такой набор неотрицательных чисел можно 
рассматривать как и -мерный вектор х = col (л,;...; хп) или точку д:, где 

- количество благау в натуральных единицах (штуках, 
килограммах, метрах и т.д.). Этот вектор называют вектором благ, кото­
рый математически описывает набор благ. Всевозможные наборы благ 
образуют так называемое множество благ 

Rl ={x=col{xj;x2;...;xf! )| Xj>0, j = u } , (1) 

которое геометрически представляет собой неотрицательный ортант 
л-мерного пространства R1. 

Если для каждого блага j [j = 1, п J указаны минимальные и мак­

симальные количества, которые могут войти в наборы х=col [xl;...; ха), 

т.е. величины л: удовлетворяют системе двусторонних ограничений 
min - ~ max 

X. <Х <Х 
J > 1 ' 

то множество наборов благ G есть ограниченное множество и пред­
ставляет собой n-мерный параллелепипед в R^ : 
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G = {x=col{xl;x2;...;xn)\x™ <x.<xm a x , j = l,n\ (2) 

Множество наборов благ G может быть и неограниченным. Тогда 
оно имеет следующий вид: 

G = {JC=col(x,;...;хп)е R"+ | х. >x.min, j = Vn] 

или 

G = {x = co\(xl;...;xn)eR;\xj<x.mdX, j = Tjt}, 

^ min ^ max ~ 

причем неравенства х. > x. или x < x. могут, вообще говоря, вы­

полняться не обязательно для всех j , j = 1,« . 
В распоряжении потребителя имеется ограниченное количество де­

нежных средств М (доход), которые он может использовать для приоб­
ретения благ. Блага приобретаются по ценам, которые устанавливаются 
рынком и не зависят от отдельного потребителя. Обозначим их 

рх, р2,..., рп соответственно для 1-го, 2-го,..., «-го блага. Вектор 

р = col [pt; p2;...; рп), где р. > О, j = \,n, называют вектором цен благ. 

Тогда стоимость любого набора благ х=col (х];...; хи) однозначно оп­

ределяется вектором цен p = col(pl;...;p ),иона равна р'х=~%р х . 
Ясно, что стоимость любого блага, которое приобретает потреби­

тель, не превосходит его дохода, т.е. должно выполняться линейное не­
равенство 

±Pjxt<M, (3) 
7=1 

которое называют "бюджетным ограничением". 
Это неравенство (3) вместе с одним из ранее указанных для благ 

неравенством определяет в R" множество А"доступных наборов благ 
на рынке товаров и услуг. В силу наличия бюджетного неравенства (3) 

множество А" всегда будет ограниченным множеством в i?". 
Например, в случае множества G, заданного неравенствами вида 

O ram - j . mux . « 

<х. <х.<х. , / = i,«, 
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получаем, что множество К доступных наборов благ может быть одним 
из трех: 

1) пустое множество, т.е. при имеющемся доходе М и ценах 
р = col {/?,;...; рп) потребитель не может приобрести на рынке даже ми­
нимального набора благ и можно сказать, что в этом случае он живет за 
чертой бедности; 

2) часть и-мерного параллелепипеда G, т.е. потребителю доступны 
не все наборы благ при имеющемся доходе Ми установившихся ценах/? 
на рынке благ; 

3) весь и-мерный параллелепипед G, т.е. потребитель настолько бо­
гат, что ему доступен любой набор благ при его доходе и действующих 
ценах. 

Геометрически эти три возможности в случае п - 2 изображены на 
рис. 13.1 а, б, в. 

Pixi+pm=M 

XV 

хг 

mm 
х2 

0 

1 

В 

/ 

•А 

х*ш 

( 

"/// 

п Ч 

D 

шах 
Х\ 

pm+/)]i2=M 

Х\ 

в) 
Рис. 13.1 

Таким образом, множество А"доступных наборов благ является вы-
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пуклым ограниченным многогранным множеством, поскольку задается 
системной линейных неравенств: 

>̂  min . „ у 

Xj>x. , jeJt, 

xk<xr,keJ2, 
±р.х.<М, 

где /, и J2 —некоторые подмножества множества / = {l,2,...,n}. 

2°. Функция полезности и ее свойства. Рассмотрим вопрос о 
выборе набора благ. Каждое благо должно удовлетворять ту или иную 
потребность. Способность удовлетворять ту или иную потребность на­
зывают полезностью блага. 

Потребитель при рассмотрении двух наборов благ 
х=col (х1;...; хп) и у = col (у];...; уп) выносит одно из суждений: 

а) набор Л: предпочтительнее (полезнее), чем набору; 
б) набору предпочтительнее, чем набор х; 
в) наборы дги у равно предпочтительны (равнозначны, равноцен­

ны, одинаково полезны) 
Запись х> у означает, что наборх предпочтительнее набору^; за­

пись х~у - набор х также хорош, как и набору; запись х>у означает, 
что набор х не менее предпочтителен, чем набор у. 

Введенное понятие отношения предпочтения позволяет сформули­
ровать следующий принцип выбора потребителя: потребитель выбира­
ет наиболее предпочтительный набор среди всех доступных ему набо­
ров благ. 

Вместо рассуждений на основе заданного отношения предпочте­
ния > используем функцию полезности для предпочтения одного набо­
ра благ другому. 

Функция и (х) = и (х,,..., хп), определенная на Щ (или некотором 

G с i?^), называется функцией полезности, соответствующей отноше­

нию предпочтения >, если и (х) > и (у), тогда и только тогда, когда х > у, 

причем если и(х)=и(у),то х~ у и обратно, если х~ у ,то и{х)=и{у). 
Исторически функция полезности была введена еще в XIX в. Дже-

вонсом, Менгером и Вальрасом, которые одновременно и независимо 
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друг от друга разрабатывали теорию предельной полезности, в то время 
как отношение предпочтения появилось лишь в XX в. 

Функция полезности и (х), по существу, представляет систему пред­
почтений потребителя. Основное ее свойство в том, что потребитель 
предпочитает выбирать х,а не у, если и(х)> м(у),т.е. она упорядочивает 
наборы по предпочтению их друг другу. Отсюда следует, что потреби­
тель при выборе набора благ стремится максимизировать свою функ­
цию полезности. 

В таблице 1 приведены четыре типа функций полезности. 

Таблица 1 
Тип функции 

полезности 

Логарифмиче­
ская 

Мультипли­
кативная 

Аддитивная 

Квадратичная 

Функция полезности 

u(x) = 2^a.lnx. 

п а 

и(х) = а\\ х.' 
№ J 

u(x) = '£ajx.' 

u(x) = 2^a x + 
ы 

+ - Ц ь . XX. 

Ограничения 

a j >0,Xj >0, j = l,n 

0 < a . <1, x. >0,j = \,n, 

a>0 
a j > 0,0 < py. < 1, Xj > 0, 

a. + zJbyXj >0,j = \,n, 

B=(bl)<0 
(отриц. опред. матрица) 

Рассмотрим некоторые общие свойства функции полезности. 
1) Предполагают, что функция полезности дважды дифференци­

руема и строго вогнута. 
2) Свойство ненасыщаемости состоит в том, что для любых задан­

ных двух наборов х, ye R" соотношение х> у влечет и(х)> и(у), а со­
отношения х>у и х*у влекут и(х)>и(у). Значит, функция 
полезности является возрастающей по любому ее аргументу, а тогда 

—— > 0 V/ = 1, п, хе R^. Кроме того, часто предполагают, что 
j 
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lim-— = ~ и lim — = 0, у' = 1,л. 
*;->° ox. *)-*" Эх 

Ряд свойств функции полезности удобно интерпретировать по ее 
поверхностям уровня. 

Вортанте i?" уравнению и(х) = с соответствует определенная по­
верхность равноценных (одинаковой полезности) наборов благ (множе­
ство безразличия), и наоборот, каждому множеству безразличия соот­
ветствует некоторая поверхность с уравнением и(х) = с. Эти поверхности 

называют поверхностями безразличия. В случае двух благ, т.е. в R* их 
называют кривыми безразличия. 

Замечание 1. Отметим, что хотя функция полезности определяется 
неоднозначно (с точностью до возрастающей функции), само семейство 
поверхностей (линий) безразличия однозначно, т.е. не зависит от выбора 
монотонно возрастающей функции, которая эти поверхности лишь 
перемещает между собой, сохраняя все семейство. 
Для данной функции полезности кривые (поверхности) безразли­

чия обладают следующими свойствами: 
1) через каждую точку множества товаров проходит лишь одна 

кривая (поверхность) безразличия; 
2) линии (поверхности) безразличия не пересекаются, причем кри­

вая, лежащая выше и правее другой кривой, представляет собой более 
предпочтительные наборы товаров; 

3) линии (поверхности) безразличия обращены выпуклостью к 
началу координат (вытекает из строгой вогнутости функции полезнос­
ти); 

4) множество наборовх, для которых и(х)>с (предпочтительное 
множество) является выпуклым множеством. 

3°. Предельная полезность и предельная норма замеще­
ния благ. В теории потребительского выбора большую роль играют 
предельные полезности благ, которые выражают дополнительное удов­
летворение от потребления одной дополнительной единицы блага. Ма­
тематически этот факт описывается частными производными функции 
полезности. Установим содержательный смысл частных 
производных функции полезности. Пусть количество j-ro 
блага изменилось на величину Ах., а количества остальных благ не из-
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менилось. Это вызывает частное приращение функции полезности 
bu. =u[x1,x2,...,x. + Axj,...,xJ-u[x],x2,...,x.,...,xJ,причем Дх. > 0 . 

Дм. 
Величина — - > 0 указьшает на изменение полезности на дополнителы-

Ах. 
J 

ную единицу7-го блага. Переходя к пределу при Ах. —» 0 , получим 

Дм Эм Эй 
lim — - = > 0 . Частная производная -— называется предельной 

^у-*°Дх Ъх. ах. 

полезностью j-го блага. 
Например, для функций полезности 

1. и(х, ,х2)=а |1пх |+а21пх2 при а, >0 и а2 >0 предельной по-

аи а Эй а , 
лезностью первого блага будет — = — ,а второго - -— = —^ . 

ох, л; dXj х1 

2. u(xi,x2)= ах*' х2"2 при а > 0 , 0 < а , < 1 и 0 < а 2 < 1 будем иметь 

0U а,-1 а, - ди а а,-1 
— = аа,х, х2 -для первого блага, = аа2х, 'х2

 2 -длявторо-
ох^ ох. 
го блага. 

Обратимся теперь к вопросу о взаимозаменяемости благ. Пусть 
объемы потребляемых благ изменились соответственно на малые вели­
чины Ах,, Ах2,..., Ахп. Тогда полным приращением полезности являет-

сявеличина Дм = с1и,где du =—dx. + — d x 2 + . . . + d x -полный 
Эх. Эх, Эх " 

I 2 п 

дифференциал функции полезности. Если допустить, что уровень по­
лезности не изменяется, т.е. изменение набора благ произошло так, что 
сохраняется одна и та же поверхность безразличия и(х,,... хп )= с, то 

Эх. 
j 

1, которые взаимозаменяемы, не изменяются. Тогда получим 

d и = X -— d х = 0. Предположим, что количество всех благ, кроме к и 
;=1 Эх. 
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Эй , ди —-dx +—dx. = 0 . дхк Эх, 
Отсюда имеем: 

ди 
dxk Axk dXj 

дхк 

Ах 
Величина пы называется коэффициентом (нормой) предель­

ной эквивалентной замены благ, который обратно пропорционален от­
ношению предельных полезностей этих благ, взятому с обратным зна-

ком. Поскольку > 0, j = 1, п, то п ..< О, т.е. увеличение потребления 
ах. ы 

J 

одного блага вызывает уменьшение другого для сохранения одного и 
того же уровня полезности. 

Например, для функции полезности 
1. м(л;,л:2)=а|1пх|+а21пх2 имеем 

а . 
Ах2 х, а,х rv2 

21 ^Ц 5 . а2*. 

2. и(х),х2)=ах1
а,х2

с'2 получаем 

ад: 
п — ——-

21 
а2х, 

Изучение изменения нормы предельной заменяемости одних благ 
другими играет важную роль для изучения закономерностей потребле­
ния: если потребность в определенном благе удовлетворяется незначи­
тельно, то относительная полезность этого блага по отношению к дру­
гим для сохранения одного и того же уровня полезности высока. 

111 



Рассмотрим теперь смысл вторых частных производных функции 
д2и 

полезности. Вторые частные производные т - ^— характеризуют изме-

ди д2и 
нение предельной полезности -г— . Например, — j характеризуют 

ох дх. из-

ди 
менение предельной полезности —— благау при изменении потребле­

ния этого же блага. Предполагаем, что д2и 
дх. 

< О , т.е. предельная 

полезность любого блага уменьшается по мере того, как его потребле­
ние увеличивается. Это предположение называют еще законом Госсена 
-законом убывания предельной полезности. Таким образом, предпола­
гаем, что функция полезности дважды дифференцируема, имеет непре­
рывные частные производные, а матрица Н, образованная из вторых 
частных производных, т.е. матрица Гессе является отрицательно опре­
деленной (ее главные миноры нечетного порядка отрицательны, а чет­
ного - положительны для любого набора х — col [xl;...;x )>0). Это тре­
бование относительно функции полезности и означает, что функция 
полезности строго вогнута. 

В частности, для функций полезности 
1. u(xl,x2)=al lnXj +a2lnx2 при a, >0 и a2 >0 имеем "1' "~2 I 

д^и_ 
дх2 

а д2и а„ д2и Ъ2и -}<0,^- = --2-<0,-
xf дх2 х\ Эл^Эд^ дхгдхх 

= 0, 

н 

г а л 

о а 
|;dettf = - ^ > 0 . 

х1 х2 

2. и\х],х2)=ах]
а,х2

а2 при а > 0 , 0<а ,<1 и 0 < а 2 < 1 имеем 
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д2и 
Эх, аа, 

д2и (а, -1)х,а'-2х2
а2 <0 , 2-!L = aa2{a2-l)xl

a>x2
a*-1 <0 , 

Эх 

д U д U а 1 а 1 
• = ааа х х 2 >0 , Эх,Эх2 Эх2Эх, 

Н-
( t\ а.-2 а, а.-1 

aj-lJXj ' х, 2 а а , а ^ ' х. 
oc.-I а,-) Л 

а,-1 а,~1 / 1 \ а, а,-
aa,a2x, ' х2

 2 aa2{a2-lpcl 'Xj 2 

ёе1Я = я2а1а2х2 ( а |Л;2
2 ( а н )(1-а1-а2) . 

Здесь, если а, + а2 < 1, то detH > О. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Для следующих функций полезности найти предельные полез­
ности: 

а) u(x|,x2)=a,x1 ' +a2x2
2 ,a, > 0,a2 > 0,0 < P, < 1; 

I \ bu 2 b +b2. b 2 
б)Цх1,х2)=а1х1+а2х2+^-х1 + x,x2+-^x2 . 
2. Для функций полезности задания 1 найти коэффициент предель­

ной эквивалентной замены благ л21. 
3. Для функций полезности задания 1 найти матрицу Гессе Я и ис­

следовать ее на отрицательную определенность. 
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• ЛеИция 14 
Задача оптимального выбора благ 
потребителем 

С помощью условий Куна-Таккера дано решение задачи 
оптимального выбора благ потребителем и проведен ее 
анализ 

1° Математическая модель задачи оптимального выбора 
благ потребителем. В Л. 13 установлено, что предпочтение потреби­
теля в множестве наборов благ выражается целевой функцией и(х). По­
этому математическая модель выбора благ потребителем имеет следую­
щий вид задачи математического программирования (задачи I): 

и(х)=и(х1,х1,...,хя)->тах (1) 
при условиях: 

±р,х<М, (2) 

х.>0, 7 = 1 Я (3) 
Отметим, что указанный принцип оптимального выбора благ по­

требителем лишь отражает общую тенденцию многочисленных актов 
потребительского спроса и его не следует понимать упрощенно, а имен­
но: каждый потребитель перед тем, как приобрести какие-либо товары, 
решает сформулированную задачу I. Задача I является лишь простей­
шей моделью, так как здесь допускается, что выбор благ потребителем 
ограничен только величиной дохода. На самом деле на выбор благ могут 
оказывать влияние и другие факторы, например недостаточное предло­
жение (дефицитность) некоторых благ. Так, например, если предложе­
ние k-ro блага ограничено числом х^т ,то нужно ввести ограничение 

к к 
Таким образом, более сложные модели содержат ряд дополнитель­

ных ограничений. Изучим лишь задачу I. 
Для л = 2 получаем задачу II: 

и(х1,х2)—^та\ 
при условиях 
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кривые 
безразличия 

х (х\ ;хг) оптимальный выбор 

бюджетная линия 
< — — • — > -

М ^ \ *\ 

Рис. 14.1 

р^ + р2х2 <М; х, > 0, х2 > 0 . 
Геометрическая интерпретация данной модели дана на рис. 14.1. 
На рис. 14.1 прямая АВ соответствует бюджетному ограничению, 

треугольник А ОВ - области доступных наборов, а точка х' (х,*, х"2) каса­
ния кривой безразличия со стороной АВ треугольника О А В определяет 
оптимальный набор благ задачи П. 

Задача I является частным случаем задачи математического про­
граммирования и состоит в максимизации строго вогнутой функции при 
линейном ограничении. Решение такой задачи существует, и оно един­
ственно. Это оптимальное решение называют точкой равновесия зада­
чи оптимального выбора благ потребителем. 

Из лекции 12 следует, что необходимым и достаточным условием 
для решения задачи I являются условия Куна-Таккера для функции Лаг-
ранжа 

L(x,X)-и(х)+Х(М-р'х) = и{х],...,хп)+ Ц М-^р х. 
7=1 

которые в данном случае имеют следующий вид: 

дЬ ди — дЬ 
-Ар;. <0, 7 = 1,п, х.-Эх. Эх Эх 

Эй , 
Э х ~ ^ = 0: (4) 

ЭХ 
= М - £ / г . х > 0 ; Х^ = Х M-f.p.x. 

PiJ ЭХ \ %F' > 
= 0. 
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В (4) частные производные и переменные х{,...,хп ,Х вычислены 

в оптимальной точке col(x*;...; х'п;Х), где х = col \х^;...; х'а) -реше­
ние задачи I. 

-\ 
Из условий (4) следует, что если х'. > 0, то X* р. = 0 , т.е. 

1 ах. ' 
1 

— = Х*рг j = l,n. (5) 
j 

Значит, предельные полезности пропорциональны ценам соответ­
ствующих благ. 

Геометрически свойство (5) означает, что в точке оптимума нор­
мальный вектор p = col[p]; p2;...;pj бюджетной гиперплоскости 
(прямой АВ на рис.14.1) и вектор-градиент функции полезности 

коллинеарны, т.е. gra.du(x)=Xp . Из (5) gradu(x) = col —;...; — 

ди_ 
дх. , — 

следует, что —— = X > 0, так как предполагается, что р > 0, j = \,n. 
Pj 

Таким образом, оптимальный множитель Лагранжа X* должен быть 

M-t,PjXj = 0 положительным, а тогда из условия Куна-Таккера X 
7=1 

следует, что весь доход используется на приобретение оптимального 
набора благ, т.е. 

±рх=М. (6) 
7=1 

В частности, оптимальное решение при п = 2 расположено на бюд­
жетной прямой. 

Таким образом, вместо задачи I можно рассматривать задачу III с 
условием равенства: 

м (*,,..., xJ-> max 
при условиях 
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t,p,x =M; x >0, j = l,n. 

Для решения задачи III применим правило множителей Лагранжа, 
сформулированное в Л. 12. Составляем функцию Лагранжа 

L(X1,X2,...,X / I,X)=M(X1,...,XJ+A. M-^PjX. , 
\ i=l ) 

для которой 
дЬ . — дЬ ' 

-— = 0, 7 = 1,л и — = 0, 
ах. дХ 

т.е. выполняются условия -— = Хр. (у = 1,и) и X/> ,х. = М, что совпа-
дх. j=\ ' ' 

дает с (5) и (6). Решение системы из (п + 1) уравнений определяет опти­
мальный набор благ х* = col (х*,..., х*) и X*. Полученное оптимальное 
решение задачи I зависит от вектора цен и дохода М, т.е. в общем случае 

может быть записано в виде х* = х.{р, М), j-l,n и А.* = А,*(р,Л/),как 

функций переменных р1,р2,...,ря иМ. 
Из приведенных результатов вытекают следующие следствия, име­

ющие место при оптимальном выборе благ потребителем. 
1. Предельные полезности благ пропорциональны их ценам: 

Эи(х*) . . — 
-£J = XPj,j = l,n. 

j 

2. Отношение предельных полезностей двух благ равно отноше­
нию их цен: 

ди[х*) ди(х*) 
дх. дхк 

= Р,'-Рк\ J,k = Un, )Фк. 

3. Предельная полезность, приходящаяся на денежную единицу, 
одинакова для всех приобретаемых благ: 

Эы(х*) Эм(х*) . — 
—^—>-:р.=—*—L:p.\ ],к = \,п, j*k. 

Эх. У' Эх, * 
4. Равные предельные полезности, приходящиеся на денежную еди-
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ницу, равны множителю X* -предельной полезности денежной едини­
цы, которую потребитель расходует для приобретения благ: 

ди(х) . . . — 
—i—' р .=А, / = 1,л. 

дх. У] J 

J 

5. Норма замещения: 
Ах, р, — 

ии = -Г*- = -—5 к,1 = 1,п, к*1. 
6. В оптимальной точке имеет равенство: 

ди\х) _ . • 

Действительно, из равенства 2^р х.= М следует равенство 

п дх 
X Р, г-^- = 1. Используя правило дифференцирования сложной функ-
;=1 ' дМ 
ции и следствие 1, получаем 

ЭМ м Эх, </М # ^ дМ jtx> дМ 

Таким образом, величина Л* множителя Лагранжа означает допол­
нительную полезность, приходящуюся на дополнительную единицу до­
хода, т.е. предельную полезность денежной единицы дохода потребите­
ля. 

2°. Взаимная задача к задаче оптимального выбора благ 
потребителем. Решение задачи об оптимальном выборе благ найдено 
в виде 

х'.=х'.(р,М), j = l,n. 
Если подставить эти значения в функцию полезности, то получим 

и* =и'(р,М), 
т.е. максимальная полезность зависит в конечном счете от цен на блага и 
дохода потребителя. 

Рассмотрим теперь так называемую взаимную задачу. Зафиксиру-
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ем значение функции полезности на уровне и0 и рассмотрим те благах, 
для которых и(х) = ы0, т.е. те блага, которые дают потребителю один и 

тот же уровень удовлетворения и0. Очевидно, что при заданном векторе 

цен на блага р = col (/?,;...; р ) стоимости М = ~^р х. таких благраз-
>=' 

личны. Поставим так называемую взаимную задачу: какой набор благ, 
обеспечивающий данный уровень удовлетворения потребностей, самый 
дешевый. Математически такая взаимная задача IV формулируется так: 
найти минимум функции 

M = ±Pjx. 
при условии 

u(xl,...,xj=u0; x.>0, j = \,n. 
Геометрически для п = 2 задачу IV можно сформулировать следу­

ющим образом: для данной кривой безразличия с уравнением 
и {х1, х2) = иа среди параллельных бюджетных линий найти ту, которая 
ее касается. Точка касания и будет оптимальным решением (рис. 14.2). 

х2) = «о 

Рис. 14.2 

Задачу IV решим методом множителей Лагранжа, изложенным в 
Л. 12. Функция Лагранжа имеет вид 

llxx,...,xit,\i)=tPjXJ + \i{u0-u(x1,...,xn)) 

Система уравнений, определяющая экстремум, следующая: 
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dL ди . -— dL i \ 

1 I 

или 

Э7 = й^' ; = 1'"; и^'-'д с»)= ыо- <7) 
Решая полученную систему (7), найдем оптимальный набор благ 

х =со1(^*;...;х*),где 

х] = х*(р,и0\ У = 1,«, 

* * л * 
и множитель ц. . Минимальные затраты М = ^ ^ х будут зависеть 

от величины ма при заданном векторе ценр. Меняя уровень потребле­

ния и0 получим функцию С(и0)= М*, которая называется функцией зат­

рат потребителя. Выясним смысл множителя Лагранжа ц*. Для этого 

рассмотрим полный дифференциал функции затрат 

dM=fpdx. 
М 

Так как в точке минимума х" = col (х*;...; х'п) справедливы равен-

* ди . ,— ства р = ц -—, j = \,п , то получаем 
' ох. 

J 

dM- Хц* dx. =M*E dx. = \л* du. 
j=\ dx ' j=\dx. ' 

1 аким образом, в оптимальной точке Ц. = , т.е. множитель 
du 

Лагранжа и.* указывает, какие дополнительные затраты необходимо 
сделать, чтобы уровень удовлетворения (полезность) увеличить на еди­
ницу. 
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Ранее было показано, что X* = —-—-, т.е. множитель X указыва-
дМ 

ет, какую дополнительную полезность мы получим на дополнительную 
единицу расходуемого дохода. Значит, по смыслу множители п.* и А* 
взаимообратные. Установим как связаны оптимальные решения взаим­
ной задачи и задачи оптимального выбора благ потребителем. Пусть и0 

равно максимальному значению функции полезности и*, полученному 
при решении задачи оптимального выбора благ потребителем. Тогда вза­
имная задача IV примет следующий вид: 
найти 

Л 
nun 

J 
м=!>.*. 

при ограничениях 
И(Л;,...,Л:Я)=М*; x.>0,j = l,n. 

Ее решение задает минимальный уровень затрат М = М", обеспе­
чивающий максимальную полезность. Из геометрических соображений 
следует, что в этом случае оптимальные решения взаимной и исходной 
задач совпадут. Для п = 2 имеем одну и ту же точку касания бюджетной 
прямой и кривой безразличия, только во взаимной задаче задается кри­
вая безразличия с максимальным уровнем удовлетворения потребнос­
тей и нужно найти к ней бюджетную прямую среди всевозможных па­
раллельных между собой бюджетных прямых, а в задаче оптимального 
выбора благ потребителем задается бюджетная прямая уравнением 
р[х1 + ргх2 = М и нужно среди всевозможных кривых безразличия най­
ти ту, которая касается данной бюджетной прямой. 

В этом случае, как легко видеть, ц* = —г, а также М* = М, где М 
К 

- заданный доход потребителя в задаче оптимального выбора благ по­
требителем (рис. 14.3). 

[> Пример 1. Для мультипликативной функции полезности потреби­
теля 
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Рис. 14.3 
и(х1,х2)=ах"'х2

2 при 0<а , <1, 0<а 2 <1, а > 0 
найти решение: 

а) задачи оптимального выбора благ потребителем; 
б) взаимной задачи. 
Решение. 
а) Задача оптимального выбора благ потребителем имеет вид 

м(х1,х2)=ах"'х™2 —>тах 
при ограничениях 

/?,х, + р2х2 = М, х, > 0, х2 > 0. 
Система уравнений (5)-(6) имеет вид 

„ . а,-1 а, л а, сц-1 -\ 
аа,х,' х2

г =Kpv аа2х, 'х2
2 =Кр2, 

РЛ+Ргхг =М-
Решая систему (8), получим 

ос,М . _ а2М 
(a.+aj/;,' 2 (а,+а2)/;2 ' 

Х' = а{а1+а2Уа^ а, 

4 * 7 

а. 

ур>; 

Д / а 1 + а 2 - ' 

Тогда 

и =а 
а, 

(a.+ajpj Ца,+а2>2 

а, 
\ « 3 

Ма 
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М и . 
б) Взаимная задача следующая: найти 

min(M = рхх^ + р2х2) 
при условиях 

а ! а 2 
Х\ Х2 ~ " О » 

х, > О, х, > 0. 
Функция Лагранжа этой задачи имеет вид 

L = p]xi+p2x2 +ц(и0 -ах,а'х"г). 
Выпишем условия экстремума: 

Эх 
• р{ -ца^х"1 'х"'- =0 , 

Решая систему (9), получаем 

Ц = 
М* 

К+а2К 
Л , Л7 

v у 

а,+а2 'аЛ 

v^y 

а,+а2 

Г , . Л 
^ = 

ч а у 

^ а р Та>+а2 1^2 

Минимальные затраты 

* 2 = 

Г . . Л 

а 
\ У 

f \ 

ар 
v 2 ' у 

м*=p,^i+р2х2= 

1 i / 

**о « ^ 2 

а, р. 
v 2 ' у 

ал 
v ° ^ y 

+ jP: 

va^J 

При'и0 = м* = а 

получаем, что 

а. W а, 
(а ,+а 2>, (а,+а2>. 

У Л 
ма 



(,, \ 
\ 

\aJ 

1 
сс,+а2 

(0-\Р2
Ла< 

aiPi 

а,М 
(а,+а2>, ' 

Х2 = 
а 

v j 
v а\Рг , 

а.2М 
(а,+а2)/72 

Отсюда при м0 =w* имеем 

а,Л/ 
1[pLx+a2)pl

 2(а,+а2)/>: 
^м . = м. 

Так как ц* М* 
(а,+а2К , то при и0 = и получаем, что 

. 1 (а,+а2)м* 
Л = —г = — !—~-—, т.е. значения множителей Лагранжа для рассмат-

М Ц 

риваемых задач при и =и* взаимообратны. • 

J&Задания для самостоятельной работы 

1. Найти решения задач оптимального выбора благ потребителем 
для каждого типа функции полезности и(х) из таблицы 1 Л. 13 при п = 2. 

2. Для функции полезности потребителя 

и(х) = £&Лп(х. -а.), 
м 

где х>а., к>0, ^к.-\ , а. - минимальное количествоу-го блага, 

которое должен приобрести потреб'итель, требуется решить задачу оп­
тимального выбора благ потребителем и взаимную задачу. 
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• ЛеИция 15 
Производственная функция 

В современной экономической теории утвердился подход, 
согласно которому производитель стремится принять такие 
решения о затратах и выпуске продукции, которые 
обеспечивали бы ему получение максимальной прибыли. 

Производство благ (продукции) осуществляется посредством ис­
пользования определенных факторов производства в соответствии с за­
данной технологией. Производитель может использовать для производ­
ства несколько факторов (ресурсов) и выпускать несколько видов 

продукции. Пусть х \j = \,п) -количество/-го фактора производства, 
используемого производителем; тогда объемы затрат всех факторов про­
изводства можно представить как вектор х - col (х,;...; хп), называемый 
вектором затрат производства или производственных ресурсов. Мно­
жество всевозможных векторов затрат производителя есть 

l?={x=col(xl;...;xn)\x.>0,j = l,n}. 

При п-2 множество R^ представляет собой множество векторов 

первой четверти плоскости Ох[х2. 

Замечание 1. Множество затрат может представлять собой и некоторое 
замкнутое или открытое множество Ge R" .Такие случаи мы рассматривать 
не будем. 

1°. Понятие производственной функции и ее основные 
свойства. Каждому вектору затрат х=col (xl;...; хп) соответствует оп­
ределенный выпуск продукции у (максимальный из всех возможных 
для данного вектора затрат х), который может быть произведен при ис­
пользовании этих факторов, т.е. технологическая связь между выпуском 
продукций и затратами задается функцией у = f(x) = /(х,,..., хи), за­
висящей от п переменных, которую и называют производственной фун­
кцией. Например, если х, - капитал, х2 - количество труда, то можно 
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записать производственную функцию у = /(х, , х,), которая отображает 

вектор затрат х=col (х,; х2) этих факторов производства в единствен­
ное положительное число у, указывающее максимальный выпуск про­
дукции, который можно получить при использовании этого вектора зат­
рат. 

Считаем, что производственная функция дифференцируема и об­
ладает следующими свойствами: 

1. Если х1 ^х 2 ,™ / ( ^ / ( х 2 ) . 
Это означает, что увеличение любого вида затрат не приводит к 

уменьшению выпуска продукции. Множество таких векторов затрат 
выделяет в пространстве R" некоторую область, называемую 
экономической областью. Такая область характеризуется тем, что 

, пI для любого вектора затрат из этой области. Граница 
ах. 

этой области задается уравнением -^— = О (/' = 1, л). Последнее означа-
Эх. 

J 

ет, что существует точка насыщения, где -— = 0, т.е. увеличение фак-
Эх. 

1 

тора производства не ведет к увеличению выпуска продукции. 
2. Если отсутствует хотя бы один необходимый фактор производ­

ства, т.е. х. = 0, то выпуск продукции невозможен: 
/(x1,x2,...,0,...xj=0. 

Так, например, при отсутствии основных фондов выпуск продук­
ции равен нулю. 

3. Функция f\xx, х2,... хп) предполагается строго вогнутой, т.е. ее 
матрица Гессе Н является отрицательно определенной. 

Отметим, что свойства 1-3 производственной функции совпадают 
с соответствующими свойствами функции полезности потребителя, но 
имеют разный экономический смысл. Применяемые в экономике конк­
ретные производственные функции не всегда обладают всеми указан­
ными свойствами. 

Дадим геометрическое толкование производственной функции. Для 
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Х2 

Рис. 15.2 

этого возьмем функцию у = f[xx, х2) от двух факторов (п = 2) и пост­

роим поверхность у = f\x{, х2) (рис. 15.1). 

Зафиксируем выпуск у = у0 = С. Проведем через точку (0;0; у0) 

плоскость, параллельную плоскости Ох^х2, которая пересечет эту по­

верхность по кривой ABC. Спроектируем эту кривую на плоскость 0\ х, 

и получим кривую А1В[СХ. Последняя кривая называется изоквантой 
(кривой постоянного вьтуска) производственной функции, которая имеет 
уравнение f\xl, х,) = у0 = С. Таким образом, изокванта - геометричес­
кое место точек из R*, которым соответствует один и тот же уровень 

выпуска продукции у- С (рис. 15.2). 
Свойства изоквант производственной функции аналогичны свой­

ствам кривых безразличия для функции полезности: 
а) изокванта, лежащая выше и правее другой, соответствует боль­

шему количеству произведенной продукции; 
б) изокванты не пересекаются; 
в) в экономической области изокванты имеют отрицательный на­

клон, т.е. они обращены выпуклостью к началу координат. 
Изокванту называют еще кривой взаимозаменяемости ресурсов. 

Для случая произвольного п вводится поверхность постоянного выпус­
ка с уравнением f\xx, х2,... ха) = С. 
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2°. Производительность факторов производства. В 
микроэкономике с помощью понятия производительности анализирует­
ся эффективность использования факторов производства. Различают три 
вида производительности фактора: полная производительность, средняя 
производительность, предельная производительность. 

Если у = /{х, ,х2,...,хп)-производственная функция, зависящая 
от п факторов, то полная производительность j-ro фактора производ­
ства имеет вид 

где хх, х*,..., х°м , х*+|,..., х° - фиксированные значения всех факторов 
производства, кроме фактора/ 

Так как функция у = f(x) - вогнутая, то функция у. = / [х.) так­
же будет вогнутой. 

Средняя производительность j-ro фактора я. определяется по фор­
муле: 

_ у _f(xl,x2,...xn) 
J X X. 

J ) 

т.е. характеризует объем выпускаемой продукции на единицу использу­
емого объемау'-го фактора. 

Например, если/-й фактор - труд, то получаем производительность 
труда, если жеу-й фактор производства представляет собой основные 
фонды, то п. означает фондоотдачу. 

Показатель 
х. х, 

г - > - J 

J У /fo-..,*J 
характеризует ресурсоемкость поу'-му фактору производства. 

В частности, получаем следующие известные показатели: трудо­
емкость, фондоемкость, материалоемкость, энергоемкость, если в каче­
стве ресурса соответственно выступают труд, фонды, материалы, энер­
гия. 

Очевидны соотношения г = — и я = —. 1 п. > г. 
' J 

128 



Определим математически предельную производительность фак­
тора производства. Считаем объемы всех факторов производства, 
кромеу-го, неизменными. Пустьу-фактор производства изменился на ве­
личину Лл:., что вызывает изменение продукции 

Ay = f[x1,x2,...,x.+Ax.,...,xJ-f(xl,x2„xii). 

Величину w. — , которая задает количество дополнительной 
1 Ах. 

j 

продукции на дополнительную единицу фактора производства, называ­
ют в случае дискретного (табличного) задания производственной функ­
ции, предельной производительностью j-го фактора производства. В 
непрерывном случае предельную производительность определяют как 
частную производную этой функции по переменной х.: 

Ау ду w. = hm —— = —*-1 A*/-*oAx дх. ' 

Предельная производительность фактора производства выражает 
вклад единицы этого фактора в прирост продукции. 

3°. Коэффициенты эластичности и предельные нормы за­
мещения факторов производства. Частным коэффициентом эла­
стичности е производственной функции по '̂-му ресурсу называют от­
ношение предельной производительностиу-го ресурса w. кегосредной 
производительности п., т.е. 

ду у ду х 

J J i j 

Например, если е.>1,то w. > и. ,что означает, что увеличение 
объема использования/-го фактора производства приводит к большему 
темпу роста выпуска продукции, чем самого фактора производства. 

Суммарная эластичность е определяется как сумма частных ко­
эффициентов эластичности: 

<*)=±£j. 
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Введем теперь предельную норму замещения ресурсов. Для функ­
ции у = /(х, ,-.-,xn) норма замещения и двух ресурсов к uj задается 
так: 

Ах. 
kj Ах. 

J 

К. 
дх. 

Ж' 
Эх 

т.е. предельная норма замещения ресурсов равна обратному отношению 
предельных производительностей этих ресурсов, взятому со знаком ми­
нус. 

Предельная норма пк. замещения ресурсов показывает, сколько ре­
сурсов вида к может быть высвобождено при увеличении затрат/-го ре­
сурса на единицу, если оставить выпуск продукции на прежнем уровне. 
Для количественной характеристики скорости изменения предельной 
нормы замещения п при движении вдоль изокванты используется ве­
личина о , называемая эластичностью замещения ресурсов. Она по­
казывает, на сколько процентов должно изменяться отношение количе­
ства А>го ресурса к количеству у-го ресурса при движении вдоль 
поверхности постоянного выпуска, чтобы предельная норма замещения 
пк. изменилась на один процент. Величина ак вычисляется так: 

OX 
din 

( \ х, 

JL "kj 

X. 

—}-Ч 
dln[-nkj) 

Например, для функции у = Ах^х\ получаем 

ду 
Эх _ Aarf хх\ _ ах, 
~W~~ ЛРх"̂ -1 ~~Р^ 
Эх, 

130 



Тогда 

г . 
d 

x. 

*i 

d f - ^ ( x л 

d ^ 

OCX, 

a 

= 1. 

4°. Типовые производственные функции. Рассмотрим неко­
торые производственные функции, которые часто используются при ана­
лизе поведения производителя. Для каждой такой функции определим 
следующие основные параметры и характеристики: 

1) полная производительность факторов производства; 
2) средняя производительность факторов производства и ресурсо-

емкость продукции; 
3) предельная производительность фактора производства; 
4) предельная норма замещения фактора производства; 
5) частный коэффициент эластичности производственной функции; 
6) суммарная эластичность по масштабу производства; 
7) эластичность замещения факторов производства; 
8) изокванты производственной функции. 
а) Линейная производственная функция имеет вид 

у-а.х, +а,л; +... + а х , 
J I I 2 2 и и ' 

для которой а, > 0, а2 > О, ..., ап > О, т.е. предполагается линейная за­
висимость выпуска продукции от затрат факторов производства. 

б) Производственная функция с постоянными параметрами. 
Такая функция задается соотношением 

У = тш|3-Д,...Д1 
l a i 

где а, > 0, а2 > 0, ..., ап > О. 
Данную функцию можно записать как решение задачи линейного 

программирования с переменной у и с объемами ресурсов х],...,хн вида 
max у 

при ограничениях: 
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а.у<,хг j = l,n; у>0. 

в) Производственная функция типа Кобба-Дугласа. Производствен­
ная функция типа Кобба-Дугласа имеет вид 

ш а, а , а 

у = Ах1>х2>...хп\ 

где А> 0, 0 < а . < 1 , j = \,n. 
г) Производственная функция с постоянной эластичностью за­

мены {CES). Такая функция имеет вид 

длякоторой А>О, 0 < Bj < 1, j = l,n. 

Замечание 2. Отметим, что при конкретных значениях параметров р и У 
получаем частные случаи функции CES: 

г,) при р = —\ и у = 1 имеем линейную функцию 

у = АЦХ] + АВ2х2 +... + АВпхщ; 

г2) при р —> 0, получаем функцию Кобба-Дугласа; 

г3)при р —» оо и Y = 1 получаем функцию с фиксированными пропорциями 
вида 

у = Апап{х1,хг,...,хп }. 
Определим для функции Кобба-Дугласа основные параметры и ха­

рактеристики. 
1) Полная производительность j-ro фактора производства (рис. 15.3) 

2) Средняя производительность j-ro фактора (рис. 15.3) 
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Рис. 15.3 

*2 

Рис. 15.4 
X] 

АО", 

nJ = 
у. Jtx:' „ „ А° 

х. 
j 

*?' 

где 3 = 1 - а . > 0, а ресурсоемкость продукции поу'-му фактору опреде­
ляется формулой 

х. 
1 

yj 

_ v _ *? 

3) Предельная производительностьу'-го фактора производства 

ЪУ) w. = •— - ^ ° а -ха' = а .те., 
' Эх ' ' ' J ' 

J 4) Предельная норма замещения двух факторов 

п_ w. _ а.п. _ а . х 

w. а.те. а.х. 

так как в одной и той же точке имеем те ,х. = _у. = у и те.х. = yt = у. 

5) Частный коэффициент эластичности выпуска продукции 
поу'-му фактору 

Эу j / е. =— -̂: —= w.r. = а . я / . =а . 1 Эх. х. ; J J > > > 
j i 

6) Суммарная эластичность выпуска продукции 

133 



е = £е =£а. =к. 
. . . ;=1 ;=1 

7) Эластичность замещения ресурсов постоянна и равна 

din 
( \ х. 

din 
х. 

din И 
din 

х 
XJ 

In 
' а >> 

а. 

/ л 
+ 1п din 

( \ х. 
X. 

= 1. 

8) Изокванты функции Кобба-Дугласа для п = 2 изображены на 
рис. 15.4. 

& Задание для самостоятельной работы 

1. Определить для производственных функций а), б) и г) их основ­
ные параметры и характеристики. 
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• ЛеНция 16 
Задача оптимизации издержек производства 
и объема выпуска продукции 

Рассмотрена задача минимизации издержек производства; 
введено понятие функции издержек; изучена задача 
максимизации объема выпуска продукции. 

1° Математическая модель задачи минимизации издержек 
производства. Для нахождения оптимальных решений производите­
лю не достаточно знания производственной функции, которая содержит 
лишь технологическую информацию, так как отсутствует информация 
о цене продукции и ценах на ресурсы. Пусть ql,q2,...,qii - цены соот­

ветственно ресурсов х1,х1,...,хн. Тогда издержки составят величину 

Задача минимизации издержек производства (задача I) следующая: 
для заданного объема выпуска продукции у0 найти такое сочетание ре­
сурсов, чтобы их стоимость (затраты) была минимальной. 

Математически задача I формулируется так: 
найти 

™in{Z=qlxl+q2x2 + ... + qnxJ 
при условиях 

f{xrx2,...,xn)=y0, 

х >0,х, >0,.. . ,х >0. 
Для п = 2 решение задачи I изображено графически на рис. 16.1. 

х2 Л 

ДхЬ.Х2)=.У0 

Рис. 16.1 
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Геометрически формулировка задачи I (п = 2) следующая: задана 
изокванта /(х,, хг )= у0 и нужно среди линий "уровня", называемых изо-
костами (параллельных прямых) функции Z=qxx^+q2x2, найти каса­
тельную к данной изокванте. Точка касания х и есть оптимальное ре­
шение. 

Задачу I будем решать методом множителей Лагранжа. Для задачи 
I функция Лагранжа имеет вид: 

F(x],x2,...,xn,\)=qlxi+q2x:,+... + qnxii+XXya-f{x,,x2,...,xi])). 

Согласно ЛЛ 2 получаем систему уравнений 

Эх. н' 'Эх. J 
j 

-^ = У0-АХ
1>Х2>-'Х„) = 0 

ИЛИ 

j • 

Таким образом, в точке минимума col (х*; X*) будем иметь: 
1) предельные производительности ресурсов пропорциональны их 

ценам (коэффициент пропорциональности равен -гг ), т.е. 

Э/ 1 . 7 -
d x - ^ J = ln; 

2) отношение предельных производительностей ресурсов равно от­
ношению их цен, т.е. 

Эх. Эх. ' * 
1 к 

3) отношение предельных производительностей ресурсов к их це­
нам равны между собой, т.е. 
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¥ 1 . г -
3 — : ^ , = T 7 - , J = l,n. Эх. А, 

Полученные соотношения составляют основу теории предельной 
производительности факторов производства как теории стоимости, а 
именно: цены ресурсов пропорциональны предельным производитель-
ностямресурсов, в частности для труда имеем, что он оценивается в 
соответствии со своей предельной производительностью. 

Дадим интерпретацию множителя Лагранжа. Имеем 
dZ=qxdxx+q1dx1+... + qndxn. 

•»• 9 / . г -В точке минимума q. = А , j = 1, п, следовательно, 
1 Эх. 

dZ=X\ 

Отсюда 

(df , df , df , Л 

-^-dx+-rL-dx2+... + ^L-dx 
Эх, ax2 Ъхп 

= X\dy. 

.. _dZ 
dy 

т.е. А* есть общие предельные издержки на единицу дополнительной 
продукции. 

2°. Функция издержек. Дадим понятие функции издержек. Ме­
няя yQ в задаче I при заданных ценах на ресурсы, получим зависимость 

х* = х* (у), т.е. зависимость объемов ресурсов от объема выпуска про­
дукции. Такую вектор-функцию называют функцией производственных 
затрат ресурсов, а сами издержки 

zuJy)=ЧЛ(У)+ ЬХ1(У)+• • •+чА (у) 
называют функцией издержек, которая обозначается С\у) = Zmin [у) 
(рис. 16.2). 

Для функции С(у) получаем равенство: 

;=1 ' J JM dX. ' j=\OX. ' 
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У\ Уг Уг 
Рис. 16.2 

Разделив это равенство на j>, получим: 

j=\ox. у j=idx. х . У 

C(y) ' . dC где —— -среднее издержки, а А = предельные издержки наеди-
У dy 

ницу продукции, как было установлено выше. Следовательно, получа­
ем: 

У йу' 

где е = X : ~~ суммарный коэффициент эластичности, зависящий 
7=i Эх. Л;. 

оту. 

Например, для функции у = Ах*х\ имеем 

с ( ft^dC - = (а + р)—-. 
У dy 

Рассмотрим некоторые типы функций затрат ресурсов и издержек. 
1. Пусть задана линейная неоднородная функция затрат ресурсов 

х.=а.у+Ь., / = 1, л, а > 0 , Ь.>0, / = 1,«. 
j j J j J J ' J ' J 

Т о г д а функция издержек имеет вид 
C(y) = ay+b, 
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гд,е a = 2qjCtj, b = 2q.br 
7=1 j=l 

2. Если задана нелинейная функция затрат ресурсов х - фу \у\ 

О Пример 1. Пусть задана производственная функция у = х"х\ и 

цены ресурсов равны qt н q2. Тогда издержки Z = qt^ + q2x2. Найти 
функцию затрат ресурсов и функцию издержек как функции от объема у 
производства продукции. 

Эу ду Решение. В точке минимума имеем q. = X. - — , q1=X. —=- , т.е. 
Эх, Эл̂  

р> 
х, х2 

Отсюда получаем 

Х , - А , — , Х ^ - Л — . 

Подставляя эти выражения в производственную функцию у = х?х%, 
находим 

Ч С a 
g. 4j У 
aape 

a+p 

Таким образом, функции производственных затрат ресурсов сле­
дующие: 

ay ay 
л, - А — 

Чх ЧхУ 

\ Чх Ч2У 
aapp 

v J 

"+р (щ,^ 

У^Ч 

а+р 
а+р 
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x2-ki 
p>. 

aq2 

a+p 
l>a+p 

Функция издержек C(y) имеет вид: 

C(y)=qlxl+q2x2=\i(a + $)y = (a- + V>) aapp 

= (a+p)a a+pp a+p?1
a+f,?2

a+p;ya+p. D 

3°. Задача максимизации объема выпуска продукции. За­
дача максимизации объема производства (задача II) состоит в том, что­
бы определить максимальный объем выпуска продукции при заданных 
затратах ресурсов. Математически она формулируется так: 
найти 

тах(у = / (х р . . . ,* ) ) . 
при условиях 

?г»Ч+?Л+••• + ?„*„ =С, 
х1>0,х2>0,...,хп>0. 

Геометрически для п-2 задача II означает (рис. 16.3), что задана 
изокосга с уравнением qxx^ + q2x2 =C и нужно найти ту изокванту про­
изводственной функции у = /(х, ,x2), которая касается этой изокосты. 
Точка касания х* = col (х*; х*2) и есть оптимальное решение, а максималь­
ный объем выпуска продукции у' - Дх,*, х*). 

Функция Лагранжа задачи II имеет вид: 
L{xl,x2,...,xii,X2)=f{x[,x2,:..,xJ+X2{C-qlxi-q2x2-..,-qixii). 

Согласно Л. 12. условиями оптимальности будут: 
dL df . . . — 
_ = _ - ^ . = 0 , , = !,*; 

j 1 
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Рис. 16.3 

— = С-д1Х]-...-дЛ=0 

или 

i 

Решая полученную систему уравнений, найдем оптимальное реше­
ние х =со\\хх\х\\...\хп). 

В точке максимума х будут иметь место соотношения, аналогич­
ные соответственным соотношениям в задаче минимизации издержек, а 
именно: 

1) предельные производительности ресурсов пропорциональны их 
ценам с коэффициентом пропорциональности Л*2, т.е. 

J 

2) отношение предельных производительностеи ресурсов равно от­
ношению их цен, т.е. 

э / э / • i Г " • i Т-'-Т- = ЯГ-<1к'> J,k = l,n, )Фк; ох. ах. ' 
1 к 

3) отношение предельных производительностеи ресурсов к их це­
нам равны между собой, т.е. 
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Э/ . . . г -
— :<7,=А2, , = !,„. 

i 

Выясним экономический смысл множителя А*2. Полный дифферен­
циал производственной функции будет 

Э/ . Э/ . Э/ . 
\ 1 п 

Так как в точке максимума х имеет место соотношение 

х. 
i 

dy = Л*2 (gr, dxl+q2 dx2 +... + qn dxn )= A*2 d Z=A2 dC. 

Э х = ^ 7 (/ = U),TO 

._ dy dy . . 
Отсюда получаем —— = —— = A2. dZ dC 
Таким образом, А*2 выражает дополнительный выпуск продукции 

в расчете на единицу общих затрат, т.е. он выражает общую предельную 
производительность ресурсов. 

Из п. 1 с учетом полученных здесь результатов заключаем, что А* и 

А*2 для рассматриваемых задач по смыслу взаимообратные. Поэтому ука­
занные две задачи I и II называют взаимными задачами для производи­
теля. 

Если в качестве С в задаче II взять Z* = Zmin, полученный в 

задаче I при у = у , то максимальный объем выпуска продукции у* = у0, 

1* - 1 

А, —-7Т,' \,2 = —г, а точки оптимума совпадают. 
А, 

!> Пример 2. Найти max \у = Ах^х\ ) при qt х] + q2 х1 = С .' 

Решение. Из условий — = А2^,, —— = X2q2 получаем: 
Эх, 2J1 ' Эх 
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Aax^'lx^=X2qt, A$x«x?2
x = \2q2. 

Отсюда имеем: ay = X1qlxi, $y = X2q2x2, Следовательно, 

_ ay p> 

Используя равенство qxxx +q2x2 = С, находим 

ay &y (a + B)y _ 
" I I 7 2 2 л л л 

Значит, Я *2 = ¥1—. Тогда 

аС 
5 - * -

рс 
1 (a + p V 2 (а + р)? 

/ = ̂ .*),(^Т = аС 
(а + Рк 

PC 
(a + p V 

P̂ 

= Лаарр ^a+JJ 

_ ... (а + р) / т ,. d>> 
Очевидно, Л2 = -—1-££— . Так как К2 = — , то получаем, что в 

точке оптимума -— = (а + р )—, т.е. общая предельная производитель-
аС С 

ность ресурсов пропорциональна средней производительности всех ре­
сурсов, где коэффициентом пропорциональности служит суммарный 
коэффициент эластичности е = a + Р. 

Такой факт справедлив и в общем случае. Действительно, рассмот-
Э/ , . Э/ . . Э/ . . 

римусловия-—= А q —— = k2q , ..., -— = Л2q ,которыесправедаи-
Эл; дх2 • дхп 
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вы в точке максимума. Умножим обе части этих равенств соответствен­
но на х,*, х*,..., х* исложимих: 

df . df » Э/ » -» / . • • . \ , . _ 
-^—х. + ̂ - х , + . . . + ̂ - х =\Ла,х. +а.Хт+... + а х )=А,С. 
Эх,^ Эх, 2 Эх " 2Wl ' 2 2 " "' 2 

I 2 л 

Поделив обе части полученного равенства на у*, получим 

Эх, у' 9x2 у* дха у 2 у 

или е = А* —г . Следовательно, А.* = е— .А так как Л.*, = , то имеем 
2 у 2 С 2 йС 

dy у' 
— - = £ — , 
dC С 

т.е. указанный факт имеет место. • 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Для заданной производственной функции CES у = \х\2 + х'2 ) * 

и цен ресурсов q{ (для xi) и <?2 (для х2) найти функцию затрат ресур­
сов и функцию издержек как функции от объема^ производства продук­
ции. 

( 
2. Найти max 

V 
у = Дх,2 + х2

2) 2 при условии qlxi+ q^ = С. 
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• ЛеИция 17 
Квадратичное программирование 

К задачам квадратичного программирования относят 
специальный класс задач нелинейного программирования, для 
которых целевая функция f{x) -квадратичная, вогнутая, а 
все ограничения линейны. Примером экономической модели 
такой задачи является задача максимизации объема выпуска 
продукции в случае квадратичной производственной функции. 

В матричном виде задача квадратичного программирования запи­
сывается так: 
найти 

/ 
max f(x) = c'x+-x'Dx=fc.x.+-fltd..xx. 

при ограничениях 
7=1 

Ах<Ъ, 
х>0, 

(1) 

(2) 

где 

ца'; 

- симметричная, отрицательно определенная матри-

(ьЛ 

ь 
А = 

V ml 
С 

V п) 
Заметим, что если D - отрицательно определенная матрица, то квад­

ратичная форма x'Dx вогнута. Следовательно, задача (1)-(2) является 
примером задачи вогнутого программирования. 

Примеры квадратичных функций: 

/(х,,х2)= х, + 2х2 -4xf -x\, 

f(xvx2,x^= х,х2 + 2х2х3 -3xf -Ъх\ -Ах]. 

"' можно считать, что xDx< 0 Vxe К1 
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Будем предполагать, что / (х ) - строго вогнута. 

1°. Основная теорема. Применим к задаче (1)-(2) теорему Куна-
Таккера и с ее помощью получим необходимые и достаточные условия 
оптимальности. 

Теорема 1. 

Вектор х > О является оптимальным решением задачи квадратич­
ного программирования (1)-(2) тогда и только тогда, когда существуют 
такие т-мерные векторы А > 0, w > 0 и п-мерпый вектор v > О, что 
выполняются следующие условия: 

1) c + Dx-A"k + v = 0; 
2) b-Ax-w = 0; 
3) v ' x=0 ; 
4) w'X = 0 . 

Доказательство. Составим функцию Л а г р а н ж а для 
задачи (1)-(2): 

L(x,X)=:c'x+-x'Dx+X'(b-Ax). (3) 

Заметим, что имеют место соотношения 

№=bt&£U = 21)Xt (4) 
дх дх 

в справедливости которых можно убедиться непосредственной провер­
кой. 

Применим теорему Куна-Таккера к функции (3) и используем (4). 
Тогда получим: 

ч 9L(X,A) _ , , , ^ n 9L(X,A) 
а) —^—- = с + Dx- А А < 0, причем, если —^ < О, то х .= О, 

Эх dXj ' 
j = l,...,n; 

б) ^ ' ' = Ъ- Ах>0, причем, если ^ ' ^ > 0 , то А. = 0 , 
ЭА ЭА,. ' 

i = \,...,m. 
Введем два вспомогательных вектора v' = (v,;...;vB)>0 и 
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w' = (w- w )>0> причем выберем v. >0,если — - < О и у =0 , 
V 1» ' ml- r j ^ j 

если —^ '- = 0 . Аналогично выберем w. > 0 если > 0 и 
Эх. F ' ЭХ, 

Э£(хД) п w. = 0, если —/• ' = О . дХ. 
Прибавив вектор v к условию а) и вычтя w из б), получаем равен­

ства: 
1) c + Dx-A'X + v = 0; 
2) b-Ax-w = Q-
Сравнив компоненты векторов х и v, а также X и w, получим два 

условия дополняющей нежесткости: 
3) x'v = 0;4) д'^ = 0. (6) 
Теорема 1 доказана. • 
Отметим, что система (5), образующая условия 1) и 2), состоит из 

п + т уравнений с 2(и + т) неизвестными х, X , v и w . Из условий 3) 
и 4) следует, что по меньшей мере п переменных из х, v , а также m 
переменных из набора X, w обращаются в нуль. 

Таким образом, если существует решение задачи (1)-(2), то оно дол­
жно быть одним из базисных решений системы (5). Поскольку для на­
хождения допустимого базисного решения можно применить симплекс-
метод Данцига, то этот метод, как и другие методы ЛП, вполне пригоден 
для решения задач квадратичного программирования. 

2°. Алгоритм решения задачи квадратичного программи­
рования. Перепишем (5) в виде 

Dx-A'X+v = -c, ,_. 
Ах+ w = b. 

Для нахождения начального опорного базиса системы (7) приме­
ним метод искусственного базиса, описанный в Л. 8. Введем искусст­
венные переменные z = col (z,;...; zn) и у = col (у,;...; ут ). В результате 
приходим к следующей системе: 

Dx- AX + v + z = -c, 
(о) 

Ах+ w+y = b. 

147 



Выбрав компоненты векторов z и у одинакового знака со 
знаками соответствующих свободных членов -с, Ь, находим начальное 
базисное решение (без ограничения общности можно всегда 
считать, что -с > О , Ь > О и тогда начальное базисное решение 
col (х, X; v; w; z; у) = col (О; 0; 0; 0; - с; b)). 

А m n 

Составим псевдоцелевую функцию / = £ у. + £ z. и рассмотрим 

следующую вспомогательную задачу: 

/ = 1У,+Ъ 7.->min, (9) 
Dx-J4'A, + v + z = - c , „ „ 

x>0, X>0, v>0, w>0, z>0, 7 > 0 . (И) 
Решаем эту задачу (9)-(11) методом, изложенным в Л. 8., выводя из 

базиса искусственные переменные^ и z и вводя х, X, v и w. 
При этом следует учитывать условия дополняющей нежесткости 

x'v = 0, X'w = 0-
Если удается вывести все искусственные переменные и при этом 

удовлетворяется условие 3) и 4) теоремы 1, то найденное базисное ре­
шение будет оптимальным, откуда можно легко определить решение 
задачи (1)-(2). 

Замечание 1. Иногда, в зависимости от структуры уравнений системы (7), 

удобно вводить в псевдоцелевую функцию f меньше чем (л + т) свободных 
переменных, при этом система (8) примет несколько иной вид. 

> 3°. Пример. Найти 
max/(x,,x2)=max(l0x1 +20x2 + x,x2-2xj2 -2x^j 

при ограничениях 

8-х2>0, 
10-х, -х 2 >0 , 
х,>0, х2>0 
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Решение. Так как здесь квадратичная форма /(х,, х2) вогнута и 
ограничения линейны, то имеем задачу квадратичного программирова­
ния вида (1)-(2). Составим функцию Лагранжа 

Цх[,х2,Х1 Д2)= (1(Ц +20х2 + ххх2-2х^ - 2 ^ ) + 

+ Xl(8-x2)+X2(lO-xl-x2). 
Применив теорему Кунна-Таккера, получим следующие условия: 

— = 10+х,-4х-А <0, 
Э х 2 - 1 2 ' 
Д г 

— = 20+х1-4х2-Х1-Х2<0, ( 1 2 ) 

8-х2>0, 
10-х, >0. 

Перепишем систему (12) в виде 

4x,-Xj+X2>10, 
-х |+4х,+Я1+А2>20, 
x2<S, 
X J + X ^ I O . 

(13) 

Вводим теперь неотрицательные свободные переменные v,, v2, 

w,, w2 и получаем с учетом (13) систему типа (8): 

4xl-x2+k2-vl =10, 
-x] + 4x2 + k]+X2-v2 = 2Q, ^щ 
x2 + wl=S, 
xi+x2 + w2 =10. 

с условиями дополняющей нежесткости ^v, + x2v2 =0, Я,и> +X2w =0-
Для нахождения допустимого базисного решения системы (14) 

применим метод искусственного базиса, причем здесь удобно ввести 
только две переменные ух и у2 в первые два ограничения этой 
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системы (14), образуем псевдоцелевую функцию / = (у, + у2) и рассмот­
рим следующую задачу: 

/ = У1 + У2 -»min, 

4xl-x2+X2-vl+y] = 10, 
-xl+4x2+X{+X2-v2 + y2 =20, 
х2 + w, = 8, 
xt+x2 + w2=№, 

x]>0,x2>0,Xi>0,X2>0,vi>0,v2>0,wt>0,w2>0,yl>0,y2>0. 
Составим первую симплексную таблицу 1 (см. Л. 8). 
Выполнив первый шаг симплекс-преобразования, выводим из ба­

зисных переменных yt и вводим х1. 
Таблица 1 

Базисные 
переменные 

У\ 
п 
yv\ 

W2 

Свободные 
члены 

10 
20 
8 
10 

- 3 0 

* i 

4 
- 1 
0 
1 

- 3 

хг 

- 1 
4 
1 
1 

- 3 

Я.1 

0 
1 
0 
0 

- 1 

^ 2 

1 
1 
0 
0 

- 2 

V ] 

- 1 
0 
0 
0 
1 

v2 

0 
- 1 
0 
0 
1 

У\ 
1 
0 
0 
0 
0 

Уг 

0 
1 
0 
0 
0 

Wi 

0 
0 
1 
0 
0 

Wi 

0 
0 
0 
1 
0 

t 
Выполнив второй шаг симплекс-преобразования, приходим к таб­

лице 2, выводим из базисных переменных у2 и вводим х2. 

Таблица 2 
Базисные 

переменные 

Х\ 

уг 
W\ 

W2 

Свободные 
члены 

2i 
2 

221 
2 

8 
7 ! 

2 
45 
2 

XI 

1 

0 
0 
0 
0 

Х2 

i 
4 

з2 
4 

1 
5 
4 
15 
4 

Я.1 

0 
1 
0 
0 

- 1 

Х2 

5 
4 

0 
1 
4 
5 
4 

Vl 

1 
4 
1 
4 

0 
1 
4 
1 
4 

v2 

0 
-1 

0 
0 
1 

У\ 
1 
4 
1 
4 

0 
I 
4 

3 
4 

Уг 

0 
1 
0 
0 
0 

W] 

0 

0 

г 
0 
0 

W2 

0 

0 
0 
1 
0 

т 
150 



Выполнив очередной шаг симплекс-метода, получаем таблицу 3. 
Таблица 3 

Базисные 
переменные 

Х\ 

Х2 

W\ 

W2 

Свободные 
члены 

4 

6 

2 

0 

0 

* i 

1 

0 

0 

0 

0 

XI 

0 

1 

0 

0 

0 

А.. 

71 
4 
15 
4 
7s 

1 
3 

0 

А* 
1 
3 
1 
3 

1 
3 

2 
3 

0 

Vi 

8 
30 
1 
15 
1 
15 
1 
3 

0 

v2 

1 
15 
4 
15 
4 

75 
1 
3 

0 

У\ 
8 
30 

1 
3 

1 
3 

2 
3 

1 

уг 
1 

15 
4 
15 
4 

~15 
1 
3 

1 

W\ 

0 

0 

1 

0 

0 

W2 

0 

0 

0 

1 

0 

Получено следующее допустимое базисное решение: 

х* = 4, х* = 6, и>* =2, w'2= 0, X* = Я*2 = v* = v* = 0 . 

Так как x^v*{ = 0, x*v* = 0; A,* w" = 0, Х2 w* = 0, то это решение яв­
ляется оптимальным. 

Итак, х* =4, х* =6 -решение исходной задачи, 

/*=тах / (х 1 , х 2 )= / (х* ,х*)=10-4+20-6 + 4 -6 -2 -16-2 -36 = 
= 40 + 120+24-32-72 = 80. 

Замечание 2. Если задача квадратичного программирования наряду с 
п 

ограничениями неравенствами (2) содержит и равенства вида ^а..х. =Ь. , 

то для преобразования их к виду (2) (АхйЬ) следует выразить из этих 
равенств какие-либо базисные переменные через остальные и использовать 
условие неотрицательности для базисных переменных. 

Например, преобразуем ограничения-равенства 

Зх, + х, + х} + х4 = 16, 

- х, + Зх, -х. + х. = 4 
1 2 "3 4 

к указанному виду. Разрешив их относительно х3 и х4, находим 

х3 = 6 — 2xt + х2, х4 = 10 - х( — 2х2. Учитывая условие неотрицательнос­

ти х, > 0, х > 0 , получим ограничения неравенства: 
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2x,-x2 <6, xl+2x2 <10. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Решить следующие задачи квадратичного программирования: 
а) f(x) = х\ + 2х\ - 2х,х2 -2х, -6х2 —>min, 

х1 + х2 < 2, 
- х, + 2х2 < 2, 
х1,х2>0. 

б) f{x)= Jtf -2х, - х 2 —> min, 

2х, + Зх2 < 6, 
2х, + х2 < 4, 
xi,x2 >0. 

в) /(•*)= Зх̂  + х2 + Зх, - 2х2 —> min, 

х, + Ъх2 + х3 + х4 =16, 
Зх,-х 2 -х 3 + х4=4, 
х.>0, у=1Д 

г) / w = -^ + 2х,х3 -Xj—ь min, 

х, + х2 = 4, 
Xj + Xj = 8, 

х. > О, / = 1Д 



• ЛеНция 18 
Некоторые простейшие математические 
модели экономики 

Здесь дано математическое описание некоторых простей­
ших экономических ситуаций. 

Рассмотрим те понятия, которые требуются для отражения суще­
ственных моментов экономического развития. Фундаментальной еди­
ницей экономической системы назовем сектор, в котором производится 
только один вид продукции и который взаимодействует с другими сек­
торами в форме рыночного обмена продукцией и услугами. Сектор не 
обязательно является физическим или юридическим лицом. 

Считаем, что объемы производства в текущем цикле определяют 
объемы производства в следующем, т.е. объемы производства носят ха­
рактер состояния системы. На самом деле объем производства некото­
рого продукта в каждом цикле зависит, прежде всего, от наличия в этом 
цикле ресурсов для его производства, а также зависит от решений субъек­
та деятельности, который присутствует в любой экономической систе­
ме. В связи с этим описание закона функционирования любой 
производственной системы должно содержать не только переменные, 
соответствующие объемам производства, но и переменные, отражаю­
щие динамику ресурсов производства. 

Рассмотрим некоторые простейшие математические модели эко­
номики. 

1°. Модель В.В. Леонтьева. Пусть в экономической системе в 
течение цикла, равного одному году, производится п видов продукции. 
Для производства продукции каждого вида достаточно тех видов про­
дукции, которые производятся в системе. Такую систему называют са­
модостаточной. 

Производимая в течение цикла продукция используется для произ­
водства продукции в этом же цикле, и каждый сектор производит лишь 
один вид продукции. Известна матрица Л прямых затрат. Требуется опи­
сать ограничения, которые связывают объемы производства в каждом 
секторе.' 

Расход /-го вида продукции, когда в системе производится продук-

цияу'-го вида в количестве w., j = 1, п , и удовлетворяется конечный спрос 
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s. , равен £а..и'. + s.. Так как в системе производится продукция /-го 

вида w., то выполняется неравенство ^a.w.+s. <w. или в матричной 

форме A w+ s < w. В случае, когда остаток от производства w- Aw, на­
зываемый чистым выпуском, потребляется полностью, т.е. s = w - Aw, 
то вместо полученного выше неравенства имеем 

w-Aw-s. (1) 
Уравнение (1) называют моделью Леонтьева. 
Если учесть расходы продукции на создание новых производствен­

ных мощностей, т.е. основных фондов в объеме у, то уравнение (1) заме­
нится соотношением w—Aw-By=s (5-некоторая матрица). 

Модель Леонтьева можно использовать для решения следующей 
задачи: какие должны быть объемы производства, чтобы удовлетворить 
величину s° конечного спроса. Решение этой задачи, как легко видеть, 
сводится к нахождению неотрицательного вектора w , удовлетворяю­
щего системе линейных алгебраических уравнений (Е- A)w - s°. 

Отметим, что модель Леонтьева получена в предположениях, кото­
рые не всегда выполняются в реальной экономике, что снижает ее прак­
тическую значимость. 

2°. Задача управления запасами. Для нормальной работы пред­
приятия необходимо иметь как некоторый запас определенного ресурса, 
так и некоторый запас собственной продукции. Продукция, полученная 
в результате некоторого производственного процесса, может идти как 
на продажу, так и служить ресурсом для других процессов на данном 
предприятии. 

Объемы запасов ресурса и продукции рассматриваются во време­
ни, т.е. представляют собой некоторые динамические процессы. Возни­
кает задача управления этими процессами, чтобы в каждый момент вре­
мени запасов было достаточно для удовлетворения спроса, но и не было 
бы излишков, так как на хранение требуются расходы, а также в запасах 
и непроданной продукции замораживается капитал, который не прино­
сит прибыль. Значит, запасы также должны быть ограничены разумны­
ми пределами. 

Дадим математическую модель этой задачи. Процессы будем рас-
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сматривать в дискретном времени к. Введем обозначения: х, (к) - запас 

ресурса на начало к-ro периода; х2 (к) - запас продукции на начало А:-го 

периода; х° и х2 - известные начальные запасы ресурса и продукции; 

ап -количество продукции, получаемой из единицы ресурса; а22 -ко­
личество продукции, идущее на производство единицы продукции на 
этом же предприятии; v(k) - количество ресурса, изымаемое со склада 
в к-ом периоде для использования в производстве; и{к) -поставки ре­
сурса в А>ом периоде для использования в (к+\)-ом цикле; s(k) - изы­
маемое со склада количество продукции в А:-ом периоде для удовлетво­
рения спроса потребителей; с, (х,) - издержки за хранение продукции в 

количестве х, в течение одного периода, с2 (х2) - то же самое для ре­

сурса, с3 (v) - издержки, связанные с изъятием со склада сырья в коли­

честве v(k). 

Так как из количества v(k) производится ап v{k) и на производ­

ство последней идет а22 (а|2v(kj) продукции этого же предприятия, то 
размеры запасов ресурса и продукции по периодам описываются систе­
мой уравнений: 

дц (fc + l)= ДЦ (fe)+ м(А:)- v(fe), (2) 
x2(k+l)=x2(k)+anv(k)-a22a12v(k)-s(k), (3) 

x,(0)=x|°, x2(0) = x». 

Пусть p = (l - a22 )an . Тогда (З) запишется так: 

x2(k + l)=x2(k)+$v(k)-s(k). (4) 

Величины xt (к), x2(k), v(k\ u(k\ s(k) при всех к неотрицательны 
и при этом должно выполняться неравенство 

у{к)<Х]{к). (5) 

Так как спрос s(k) удовлетворяется из объема запасов продукции 

х2 (к) в к-ом цикле, то этих запасов должно быть достаточно, т.е. 
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s(k)<x2{k). (6) 
Зафиксируем число Кн поставим задачу нахождения такой после­

довательности v(0\ v(l\ ..., v(K-l), V(K) , что все условия (2)-(6) бу­
дут выполняться и расходы, связанные с соответствующими изменения­
ми уровней запасов, описываемые функционалом 

будут минимальны. 
3°. Динамическое планирование производства. Как и в п. 2° 

считаем, что время меняется дискретно, по циклам, и циклом в зависи­
мости от масштабов производства выбирается день, неделя, месяц, квар­
тал, год и т.д. Планировать производство предполагается циклически. 

Рассмотрим случай, когда выпускается только один вид продукции 
в количестве и>,. Пусть на срок в Гциклов известен спрос на нее и, (к). 

Требуется запланировать такие объемы и>,(&) выпуска этой 
продукции, чтобы спрос был удовлетворен, но не бьшо слишком 
много нереализованной продукции и не было больших колебаний 
Aw, (k)=wl(k+l)- w, (к) выпуска продукции. 

Запасы z,(fc) продукции подчиняются уравнению 

z, (к+1) = z, (к)+ w, (к)- и, (к). Одной из составляющих целевой функции 

является ^ £ z. (&), где а\ -стоимость хранения единицы продукции. 
к=\ 

Вторая составляющая зависит от Aw, (к), которая может быть как поло­
жительной, так и отрицательной. 

Так как любое число представимо в виде разности двух неотрица­
тельных чисел, то введя переменные а(к)> 0 и P(fc)> 0 , можно напи­
сать w, (k + l)-wt(k) = a(k)-$(k). 

Если целью является ограничение резких наращиваний производ­
ства, то следует минимизировать функцию 

/(z1,a)=fl1i21(*)+a2£o(A:), (8) 
к=\ к=1 

где z,(&) и а(к) удовлетворяют системе уравнений 
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w,(fc+l)=w1(ik)+a(*)-p(fe). 
Если же цель - устранить резкие колебания производства, то зада­

ча сводится к минимизации функции 

/(21,о,р)=а^г1(Л)+а2^(а(Л)+р(А:)). (Ю) 
к=1 к=\ 

Эта задача относится к классу задач параметрического програм­
мирования. 

4°. Параметрическое программирование. Рассмотрим 

задачу (8)-(9). Полагая А = —-, где А измеряет отношение стоимости 

увеличения выпуска продукции на единицу к стоимости хранения еди­
ницы продукции, рассматриваемая задача сводится к задаче 

min{z(l)+... + z, (Г)+ A(a(l)+... + a(tj)} (#) 

при условиях (9). 
Задачей менеджера предприятия является выяснить, какие планы 

производства отвечают различным А . Эта задача относится к классу так 
называемых задач параметрического программирования. Общая поста­
новка задачи параметрического программирования следующая: 

mm(dl+d2x)x (11) 

Ax=b, (12) 
х>0, (13) 

0<А . <А<А , (14) 
mm max» \*-^s 

где d' =co\{d'l;d'2i...;d'j, / = 1,«; A - матрица размера mxn, 

6 = соф,;...;0. 
Считаем, что при всех допустимых А решение задачи линейного 

программирования (11)-(13) существует. Ясно, что в силу того, что мно­
жество допустимых решений является выпуклым многогранником, ин­
тервал значений А разбивается на семейство интервалов, причем для 
всех А в каждом из них оптимальное решение одно и то же. Найдем 
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множество тех Я, для которых x°(A.mjn) является оптимальным реше­
нием. Для этого рассмотрим симплекс-таблицу задачи (11)-(13), соот­
ветствующую . При изменении А, в этой таблице будут изме­
няться только 5, = с,-z,, ..., 5 =с - z , а именно 

сГ2.=с.{х)-Ьк{х)х^а\^Щ-±{а\г\с11У^ 

= -(a.+$l} j = \,n, 
т т 

где а = Е < , Л -</у. Р, =~1d х ~dj • 

В силу оптимальности x°\kmin) выполняется a + PyA.min<0 

V j - \,n . Поэтому система неравенств 

ay+A.p.<0, j = u (15) 

совместна. Максимальное Я, удовлетворяющее (15), определяется как 

^ -R -̂  Л I - * X =min i : B . > 0 =—=•. 

При этом A,mjn < А.,. Если |3 < О для всех j = 1, п , то А,( = +°°. 

Если Я., > A.max, то решение задачи закончено. Пусть А,, < А.тах и 

- оптимальное решение для очень малого v > 0 . Аналогично, 

как и выше, подсчитаем соответствующие ему c\-z\ = -(а,. + Лр,. j и 
рассмотрим систему неравенств 

а | .+ХР,.<0, j = \~h, 

которая является совместной. Если для всех j , j = 1, л , имеем Р,. < 0 , 

то для всех А., А,, < А. < А.щах, решением является х° (А.,). 

Если выполняется А.2 = min(-a l ;./P1; :р1у. >0/>А,гаах, то х°(А,,) 
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также является решением. Если Я2 < А.тах, то процесс продолжаем до 
тех пор, когда при всех А., A.mjn < А. < Хтх, будет определено решение. 

Конечность этого процесса следует из конечности числа граней об­
ласти допустимых решений. Числа X,, А.2, ... называются критически­
ми значениями параметра А., а Х0(А.,), Х°(А.2} ... называют критичес­
кими решениями. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. В модели Леонтьева найти все возможные объемы производства 
w, чтобы удовлетворить величину 5° конечного спроса: 

\)А-
2 4 8 
I I J_ 
4 4 8 

4 4 8 

\ 

J 

'П 
8 
3 
8 
3 
8 к ) 

( 

;2)А = 

< 

2 5 

5 4 

Г->\ 

K*J 

2. Записать задачу (9)-(8/) в виде задачи параметрического програм­
мирования (11)-(14). 

3. Решить задачу параметрического программирования с помощью 
алгоритма, изложенного в п. 4: 

при ограничениях 

гшп[-2л; + x2+A,(-2x1 -4JCJJ 

л;+х3=4000, 
^ + х4 = 6000, 

2 
х, + -х2+х5=6000, 

Хр Л^, X j , Х^, Х5 ^ U, 

1<А,<2. 
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• Лекция 19 
Динамическое программирование 

Изложен метод динамического программирования Р. Беллма-
иа для дискретных процессов оптимального управления; в 
качестве модельного примера рассмотрена задача управле­
ния запасами. 

Рассмотрим управляемый процесс х(к), который описывается урав­
нением 

х(к+1) = /(к,х[к\и(к)), к = к0, к0 + \, ..., к{, (1) 
где на управление и{к) наложено ограничение 

и{к) е U для всех к, (2) 

U - заданное множество. Пусть также задано начальное состояние х°, 
т.е. 4kv)=x0. 

Качество рассматриваемого процесса оценивает функционал 

/(A:0,*0,U[A:oA])= tg{"Ak\u{k)). (3) 

Функции f{k,x,u)vi g (к, х, и) будем считать непрерывными и име­
ющими непрерывные частные производные по и. 

Задача I. 

Требуется для к = к0,к0+1,...,ку найти такое управление и (к), 
стесненное ограничением (2), которое минимизирует функционал (3) на 
множестве процессов х(к), определенных уравнением (1) и начинающихся 

в состоянии х°. 

Управление и0 [к), которое решает задачу I, называют оптималь­
ным. 

Замечание 1. В общем случае х-«-мерный вектор, и-/•-мерный вектор, 
f(k, х, и ) - л-вектор-функция. 
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1°. Уравнение Беллмана. Обозначим через S \к0, х°) следующую 
величину: 

S^0,jc9)=j|nin]/(fe0,*p,«[fe0,Acl}. 

Аналогично определим S для произвольных к и х: 
S(k,x)= minlfcx^lk,/^ j), 

где 

/(fc,;M*[A:A])=£^*0'M/)), 

Согласно определению функции Р. Беллмана S(k, x) имеем 

^M îft g(k,x,u(k))+ Zg(j,*0\u(j)) 
j=k+l 

(4) 

Второе слагаемое в (4) оценивает согласно функционалу (3) про­
цессы в системе (1), начинающие в момент к+\ в состоянии х(к+1),в 
которое переходит система из состояния х(к) при использовании в мо­
мент к управления и (к). 

Найдем уравнение, которому удовлетворяет функция Р. Беллмана 
S{k,x). Пусть и°[&,Ау_ оптимальное управление. Так как х(к+\)за-

к, 
висит от и (к), то функционал £ g {j, x{j), м(у')) также зависит и от и(к). 

J=k+\ 

Обозначим его через /, (A: + 1,M(A:),M[A: + 1,/:1J) . 
Тогда получаем 

S(A:,x)=g(A:,x,M0(*))+/1(A: + l,«0(4"0U + l^1])= 
= g(k,x,u0(k))+ugM]Il{k + l,u0(k),u[k + l,kt])= 

g(k,x,u(k))+ min l(k + l,u(k),u[k + l,k ]) 
u|fc+l,fc,l 

g(kx, u{k))+ rmn Xg(j, x{j), u(j)) . 
«l*+i , t , j J = t + 1 

mm 

mm 
u{k) 
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Отсюда получаем 
S{k,x)=mm[g(k,x,u{k))+s{k+l,x(k+i))]. 

или с учетом (1) 
S(k, x)= min [g (к, х,и (к))+ S{k+l,f{k,x,u(k)) )]. (5) 

и(к) 
Уравнение (5) называется уравнением Беллмана. Уравнение Беллма-

на является рекуррентным по к уравнением в обратном времени. 

2°. О решении уравнения Беллмана. Получение решения и0 (к) 
поставленной задачи I проводится одновременно с вычислением функ­
ции S(k, х). Вначале S(k,x) вычисляется для £ = &, и всех х как реше­
ние задачи 

S{kl,x)=mmg{k],x,u{k})). (6) 

В результате получим значения F°(A:1,X) управления и (А;,) и зна­

чения функции S (/с,, х) для каждого фиксированного х. 

Замечание 2. Отметим, что часто функция g (к., х,и щ )) не зависит от 

и (А:,), так как управление в момент kt не оказывает влияния на процесс 

xij) при j = к0,к +1,...., к . Поэтому обычно в функционале (3) 

выделяется член, не зависящий от и [к.), т.е. 

/ = H^*CO)+^*U*(/M/)). 

Тогда для j — kt сразу получаем решение задачи (6) как S (А:,, х) = g (А:,, х). 

Пусть S(k, x) известна для к'= кх. Тогда в (5) правая часть при 

к = kt полностью определена. Для нахождения S\kt - 1 , х) решаем зада­

чу (5) при к = к]~\ дня всех х. Одновременно вычисляется для каждого 

л: значение оптимального управления i*"0^ -1 ,Х) . Проделав ЭТИ ВЫЧИС-
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ления для каждого к = А:, - 1 , kt - 2,..., к0, получим функции S(k, x) и 

F°{k,x). 

Для получения и0 (к) при к = к1),...,к1, соответствующего началь­

ному состоянию х°, нужно подставить F°(k,x) в уравнение (1) вместо 

и(к) и вычислить его решение х(к;к0,х°),где х[к0;к0,х°)= х° .Тогда 

u°{k)=F°(k,x{k;k0,x0)). 
Метод решения задач оптимального управления, где используются 

функция и уравнение Беллмана, называют методом динамического про­
граммирования. 

Замечание 3. Ограничения на управления могут зависеть от текущего 
момента & и текущего состояния х{к). Тогда уравнение Беллмана имеет 
вид 

S(k,x)= min [g(k,x,u(k))-i-S(k+l,f(k,x,u(k)))]. (7) 

Все остальное по существу сохраняется без изменений. 

3°. Динамическое программирование для задачи управле­
ния запасами. Рассмотрим задачу управления запасами (2)-(7) Л. 18. 
Сведем вначале ограничение (Л. 18.6) на координату состояния этой за­
дачи к некоторому ограничению на управление v(0),..., V(K) . Для вы­
полнения указанного ограничения v(k) нужно выбирать из условия 

х, (к +1) = хг (к)- s(k)+ 3 v(k) > s(k+1) 
или 

v(k)>±(s(k + l)+s(k)~x2(k)). 

Следовательно, учитывая (Л. 18.5), v(k) должно удовлетворять ус­
ловию 

±{s(k + l)+S(k)-x2(k))<v(k)<Xl{k). (8) 
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Обозначим U(k,x) множество тех v, которые удовлетворяют огра­
ничению (8). Функции/и g в данном случае следующие: 

8{к,х,и)=сх {xi{k))+c2 {х2{к))+с^ (v(k)), 

f(k,х,и) =co\(xl +u(k)-v(k); x2 -s(k)+ $v(k)). 
Уравнение Беллмана (7) имеет вид 

S(k, x) = v( min J c , (x,)+ c2 (x2)+ c3 (v(k))+ S(k+1, f{k, x, v)) ]. (9) 

Уравнение (9) является разностным уравнением в обратном време­
ни. Поэтому значение функции S(k, х) для каждогох начинаем ск = К. 
Имеем 

S(K,x)= j n n J c ^ + c 2 y + C 3 ( v ( f c ) ) ] . (10) 

Поскольку сДх,) и t'2(x2) не зависят от V(K) , TO 

минимизация в (10) эквивалентна задаче , min CAV(K)). Пусть 

c3(F°(K,x))= г(дах)с,(у(л:)).Тогда 

5(АГ, х) = с, (х,)+ с2 (х2)+ с-з И * , 4 (П) 

Дальше определим S(k, х) из уравнения (10) для к- К-\. Для про­

стоты предположим, что функции с, (х,), с2 (х2) и с, (v) - однородные 

линейные, т.е. с, =^,х | , с2 = Х2х2, с3 = А,3 v. Тогда получаем уравнение 

S(K~\,XVX2)= min[X,x1+X2x2+A,3v(A'-l)+ 

+ s(K,col{xi-u(K-l)-v{K-\),x2-S(K-\)+Vv(K-l)))] 

или с учетом (11) 

S(K-1,X,X,)= min h.,x+X,x, + XMK-i)+ 

+А.,(л; +м(^-1) - v(A:-l))+A,2(x2 - S ^ - ^ + P V ^ - I ^ + A J F - 0 ^ , ^ ) ] 

Функция, которая минимизируется в (12), - линейная по v(K -1). 
Поэтому, если Л,3-А.|+А.2р>0,то минимум достигается в левой точке 
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ограничений (8), т.е. тогда V(K-1) = — (S(K)+ S(K-1)~Х2) либо, если 

Х3 -X, + А,2(3< 0, то в правой точке ограничений (8), и тогда v(K-l) = х,. 

Тем самым F°(K-l,x) полностью определяется. 

Подставив полученную F°(K-\,X) В (12), определим S(k,x) 
при к = К-\ и для всех х. Продолжая этот процесс решения для 
k = K-2, К-Ъ,...,0 ,найдем F°(k,x) для всех k и х. 

При известной F0 (к, х), используя уравнения (2) и (4) Л. 18, про­

считываем будущее поведение процесса х(к), соответствующее конк­

ретному начальному условию col (х°; х°) при законе управления запаса­

ми v(k) = F° (к, х). Затем принимаем решение об использовании в момент 

к ресурса в количестве v (к) = F° (к, х(к)). Естественно, что при про­
ведении всех этих расчетов нужно использовать персональные компью­
теры. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Решить следующую задачу управления запасами: 

xl(k+l)=x](k)+u(k)-v(k); 

x2(k+l)=x2(k)-^v(k)-s(k); k °,h2' 
(13) 

V(A:)<X,(A:) s{k)<x2{k), (15) 

(14) /(v[0,2])=tflx l(A:)+Ix2(A:)+Iv(A:)> 

k=o{ 4 2 4 
2. С помощью метода динамического программирования решить 

следующую задачу: общая сумма в 4 млн. руб. распределяется между 
тремя предприятиями в количествах, кратных 1 млн. руб; в результате 

выделения средств к-му предприятию в размере и оно дает доход I (и), 

к = \,2,Ъ, величина которого может быть найдена из таблицы 1. 
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Таблица 1 
и 

/.(и) 
Ш) 
/з(н) 

0 
0 
0 
0 

1 
5 
4 
7 

2 
9 
8 
9 

3 
11 
12 
10 

4 
12 
14 
11 

Распределить средства между предприятиями так, чтобы их сум­
марный доход бьш максимальным. 
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• ЛеИция 20 
Принцип максимума Понтрягина и 
односекторная модель оптимального 
экономического роста 

Сформулирован принцип максимума Понтрягина и с его по­
мощью дано решение одной динамической задачи рацио­
нального ведения хозяйства, отражающую односекторную 
модель оптимального экономического роста. 

1°. Принцип максимума Понтрягина. Рассмотрим систему уп­
равления, состояние которой в каждый момент времени задается век­
тором-столбцом фазовых координат x{t) = col(x, if); -..;хп (/)). Поведе­
нием системы можно управлять с помощью управляющих параметров 
и = col (и, ;...; иг), где ие U, U- область допустимых значений управ­
ляющих параметров. 

Поведение системы описывается системой дифференциальных 
уравнений 

-5- = f,{x,u,t\i = u . (1) 

Если задан некоторый закон управления u = u(t), то 
уравнение (1) приобретает вид 

^• = f.(x,u(t),t\i = l^_ (2) 

Считаем, что параметры объекта (2) таковы, что при любых на­
чальных условиях х\())-х0 однозначно определяется решение систе­
мы (2), т.е. ее поведение. 

Управление и = u(t) называется допустимым, если оно кусочно-
непрерывно для всех рассматриваемых 6<t<T (из некоторого от­
резка времени), кроме конечного числа моментов времени, в которых 
u{t) может иметь разрывы первого рода, причем в каждый такой мо­
мент т считаем 
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м(т)=м(т-0) = Ити(*). 
/—>т 
/<х 

Целью управления является максимизация (минимизация) неко­
торого интегрального функционала от фазовой и управляющей траек­
торий: 

maxf/0(x(4M(40d' = J/„(^W«*('),')d^ Р ) 
о о 

при этом Л(Г)>Л^, где х7 некоторый заданный вектор, u'{t) 

[u'(t)e и)- оптимальное управление, x(t) - соответствующая ему 
оптимальная траектория. 

Обозначим xQ(t)=\f0{4tlu(t\t)dt. Тогда -^-± = f0(x,u,t), 

*0(о)=0. 
Для решения поставленной задачи введем сопряженные перемен­

ные Vo(0> VivA •••> V„ (0 и построим функцию Гамильтона (гамиль­
тониан) 

Н(\^,х,и,1)=^./.(х,и,1), (4) 
;'=0 

где \|/=со1(ч/0;\|/];...;\|/я). 
Сопряженной называют систему дифференциальных уравнений 

dV, ЭЯ . „ 
dr Эх w 

i 

dw„ Правая часть (4) не зависит от х0; поэтому — - = 0 и, значит, 
df 

\|/0 = const. 
При определенных начальных условиях и заданном управлении 

u(t) можно вначале найти однозначное решение системы (2), а затем 
найти решение сопряженной системы (5). 

При постоянных \|/, х, t гамильтониан Нявляется только функ­
цией управляющего параметра ueU • Обозначим 
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М(ш, х, t)- max#(i|/, х, и, t). 

Принцип максимума Понтрягина для задачи с интегральным кри­
терием качества (3) формулируется следующим образом. 

Если допустимое управление u'(t) оптимально в рассматривае­
мой задаче, то существует такое ненулевое решение y(t) сопряжен­
ной системы, что выполняются условия: 

1) при любом fe[0,r] гамильтониан H{y(t),x(t),u,t) как функ­

ция переменной и достигает в точке и' -и' (/) максимума, т.е. 

2) в конечный момент времени Т имеем \\f\T) > О , 

±v,{t)U(T)->f]=o-
1=0 

Кроме того W0 равно нулю или единице (ведь \|/0 = const). Если 

у 0 = 0 , т о V(f)=col(v0;v l(r)...;\|/(i(0)^0 при всех /. 
Отметим, что принцип максимума Понтрягина есть необходимое 

условие оптимальности. Вопрос о существовании допустимых (опти­
мальных) управлений каждый раз решается в соответствии с конкрет­
ной ситуацией. 

2°. Односекторная модель оптимального экономического 
роста. Основное уравнение такой модели имеет вид 

^=f(k)-di+v)k-c(t), 4>)=v (6) 
at 

Здесь 

к = — - фондовооруженность (L - число занятых, К - фонды); 

i \ с ( 0 / \ 
c\t)- —-— - среднедушевое потребление (C{t j - фонд непроизвод-

ственного потребления); v, ц - экзогенные параметры, которые на­

ходятся в следующих границах: —1 < v < 1, 0 < ц < 1. 
В качестве управляющего параметра системы (1) рассматривает-
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ся удельное потребление c(t). Считаем, что c(t) - любая кусочно-
непрерывная функция, удовлетворяющая граничному условию 

0<c_<c{t)<f(k{t)), (7) 
где с - предельно допустимая нижняя граница удельного потребле­
ния. 

Задача управляющего органа экономической системы - так уп­
равлять системой с помощью налогово-кредитной политики или ди­
ректив, меняя c(t), чтобы за длительный интервал времени дисконти­
рованная полезность от потребления была бы наибольшей: 

]e-&'u{c(t))dt->max, (8) 
о 

где 5 -параметр дисконтирования, с помощью которого будущие по­
лезности приводятся к настоящему времени исходя из положения, что 
ближайшее потребление более важно чем отдаленное; и(с) - функция 
полезности потребления. 

Относительно функции полезности предполагается следующее: 
это положительно возрастающая функция с убывающей предельной 
полезностью (и(с)>0, и'(с)>0, и*(с)<0),т.е. и(с) - строго вогнутая 
монотонно возрастающая функция. Допустим еще, что штш'(с)= «>, 

с-»0 v 

шпи'(с)=0 . 
с—и» 

Таким образом, задача об оптимальном росте для односектор-
ной замкнутой экономической системы с бесконечным горизонтом 
управления и положительной нормой дисконтирования следующая: 

т а х | Л ( с ( 0 ) < 1 / , 

^ = f(k)-(n + v)k-c, ФЬ* 0 , (9) 
at 

0<c<c(t)<f(k). 
Такая задача является задачей оптимального управления, в кото­

рой единственным управляющим параметром является удельное по­
требление с, единственный фазовой координатой - фондовооружен­
ность к, а целевой функционал - интеграл благосостояния. Решением 
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этой задачи служит оптимальная пара \с' (t), к' (t)}, для которой благо­

состояние максимально. 
3°. Решение задачи (9) с помощью принципа максимума 

Потрягина. Для упрощения задачи положим вначале с = 0, а затем 
вернемся к этому ограничению. 

В соответствии с принципом максимума строим гамильтониан 
Н = е-" {u(c)+q[f(k)-Xk-c]}, 

где q - сопряженная (двойственная) переменная у, (/) = e'b'q(t), кото­
рую можно интерпретировать как теневую цену (приростных) фондов, 
X = ц + v . Таким образом, выражение в фигурных скобках - ценность 
удельного конечного выпуска (и(с) - ценность той части, которая ис­
пользована на непроизводственное потребление; q \f\k)-Xk - с] - цен­
ность той части, которая использована на расширение фондов). Умно­
жением на е"5' эта ценность приведена к настоящему моменту времени. 

Согласно принципу максимума оптимальное управление макси­
мизирует гамильтониан в каждый момент времени, значит 

*JL = [u'(c)-q]e->'=0, 
ос 

откуда 
u'(c)=q. (Ю) 

Таким образом, теневая цена капитальных вложений вдоль опти­
мальной траектории равна предельной полезности. 

Дифференциальное уравнение для сопряженной переменной за­
писывается согласно (5) следующим образом: 

d(e-s'q(t))^ дН 
d/ дк ' 

поэтому 

^=-и*)-<ио)] , . (11) 

Поскольку на оптимальной траектории выполняется соотношение 
(10), то, дифференцируя его, получим 
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dq „/ \dc -J- = u \c)—, dt w d r ' 

поэтому 

dt и dc _ cu" dc 
и dt cu' dt 

-a(c) d; 
(12) 

где a(c)- cu '(c) 
Л) 

> О -эластичность предельной полезности, которая 

характеризует кривизну функции полезности. 
Подставляя (11), (12) в (10) получаем 

% = ̂ \/'(к)-Ь + Ф, dt a\c) 

^ = f(k)-xk-c, *(o)=v 
(13) 

Найдем теперь стационарные траектории с* = const, к' - const 

dc* dk' (для них = 0 , = 0), удовлетворяющие (13): 
dt dt 

/"(*•)= Л + 8 , с* = f{k')-Xk'. (14) 
Как следует из (14), такие траектории существуют, единственны 

и удовлетворяют следующему неравенству: 0 < с' < f(k'). Это траек­
тория сбалансированного роста, причем выпуск, инвестиции, потреб­
ление растут одинаковыми темпами, равными темпу роста трудовых 
ресурсов. 

Уравнения (13) с начальным условием к(р)=к0 определяют тра­
ектории, среди которых находятся и оптимальные k'(t) и с*(/),при 
этом 

limc*(r)=c*, \imk'(t) = k'. (15) 

Докажем последнее утверждение для случая, когда и(с) = с и 
с<с(0</(А:(0).Тогда гамильтониан //примет вид 
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H = e-bi{{\-q)c + q\f{k)-U\}. (16) 
Так как Н в этом случае линейно зависит от с, то его максимум 

по с зависит от знака (1 - q) и достигается при следующем релейном 
изменении с: 

'(0= 
с, q>\, 
c(f\ q=\, (17) 
f{k(t)\ q<\, 

причем значение c{t) при q = 1 будет уточнено ниже. 
Как следует из (11), канонические уравнения для прямой и со­

пряженных переменных имеют вид: 

^• = f(k)-Xk-c, k(0) = k0, 
dt (18) 

и именно из участков решений этих уравнений состоят оптимальные 
траектории. 

Из (18) находим стационарные точки (при = —— = 0): 
dt dt 

f(k')=l + 5, c=f{k')-lk', q'=\, (19) 

причем q' =1 вытекает из двух условий: с одной стороны, q* = const, 

так как —— = 0, а, с другой стороны, с* Фс, с* * f\k*), поэтому со-
dt 

гласно (17) q' =1. Решение первого из уравнений (19) существует, 

поскольку f'{0) = °° и f"(k) <0 . Добавок 8 в первом уравнении (19) 
можно рассматривать как плату за будущее. 

Иследуемпри с<с* поведение оптимальных траекторий k'(t), 

q*{t) в плоскости фазовой и сопряженной переменных (k,q), точнее, 
в первом квадранте этой плоскости к > 0, q ̂  0. Используемые даль-
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ше стационарные оптимальные значения фондовооруженности к' и 

удельного потребления с* определяются из (19). 
1. Вначале рассмотрим Область q > 1. Здесь c'{t) = c, поэтому 

первое уравнение (18) запишется так: 

^L = f(k)~Xk-c,k(0)=ko (20) 
ш 

Его траектории имеют разный вид при к0 < кх, к0> &,, где к{ -

меньший корень уравнения f(k)-Xk-c = 0, причем кх<к*, посколь­

ку с < с*. При к0 < кх фондовооруженность убывает и, следовательно, 

удаляется от стационарного значения /с*, а при к0 > к^ - возрастает и 

поэтому приближается к стационарному значению к* • 

Итак, при к{ < кй < к" решение уравнения (20) k*(t) непрерывно 

возрастает, пока не достигнет в точке /* стационарного 

значения &*(?*)=&*. Кроме того, при к^<к<к* согласно второму 

уравнению (18) — < 0, т.е. q монотонно убывает (q > l), поэтому и 

при t = t* значение £*(?*)=#* =1 , и в (17) значение c'(t) при q' =1 

надо заменить на с* = f\k*)- Хк*. 

Если к0>к', то согласно второму уравнению (18) — > 0, по-
dt 

этому q удаляется от стационарного значения q* = 1, т.е. нет сходимо­
сти траекторий к стационарным. 

2. Рассмотрим теперь область q < 1. Здесь c*(l)- f(k(t)), т.е. на 
потребление работают все фонды (нет ни расширения, ни даже восста­
новления фондов), при этом первое уравнение (18) принимает вид 

^j = -Xk,k{0) = k0, 
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т.е. к' (t) = к0е ъ . Следовательно, фондовооруженность уменьшается 

\к0 > к*) до тех пор, пока не достигнет в точке t -1\ стационарного 

уровня ке~и =к* ,q при этом возрастает (так как — > 0 при к>к'), 
dt 

пока не достигнет при t = t* стационарного уровня q = 1, при этом 

с* (*j) = с* . Если же kg < k*, то нет сходимости к стационарным траек­
ториям. 

На рис. 20.1 и 20.2 показаны оптимальные траектории 
фондовооруженности и удельного потребления для тех случаев, когда 
имеет место сходимость к стационарным траекториям. 

Рис. 20.2 

Таким образом, получаем следующую картину оптимального уп­
равления. При q > 1, kL<k0<k' фондовооруженность непрерывно 
растет за счет того, что удельное потребление удерживается на пре­
дельно низком уровне. Как только в момент /* фондовооруженность 
достигает стационарного значения, система переходит на стационар­
ный режим: имеет место такое воспроизводство, которое позволяет 
поддерживать фондовооруженность на стационарном уровне к удель­

ное потребление постоянно и равно /{k'j-'kk*, q -\ • При q<\, 

к0 > к' в фонды не поступает никаких вложений, поэтому фондовоо­
руженность сокращается за счет износа и за счет увеличения числа 
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занятых по закону к" (t) = к^'^, X = ц + v , потребление также сокра­
щается по закону c*(t)= f\k0e'x') пока фондовооруженность не дос­
тигнет в момент t стационарного значения к', после чего система 
входит в стационарный режим. Во всех остальных случаях система не 
достигает стационарного режима. 

&Задание для самостоятельной работы 

1. Исследовать детально задачу (9) в случае, когда и(с)=с, с = О, 

a f(k) = Ак", где А - коэффициент нейтрального технического про­
гресса, a - коэффициент эластичности по труду. 
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• ЛеНция 21 
Многокритериальные задачи оптимизации в 
экономике 

Даны понятия многокритериальной задачи оптимизации и 
оптимальности по Парето;рассмотрен ящик Эджворта. 

1°. Понятие многокритериальной задачи оптимизации. На­
помним, что рассматриваемые ранее задачи математического програм­
мирования формулировалась так: найти точки х' е X, доставляющие 
экстремум (максимум или минимум) функции z = f(x). 

Здесь Х- множество допустимых значений, гДх) выражает за­
висимость единственного критерия оптимальности от принимаемого 
решения х и роль лица, которое принимает решение (ЛПР), заключает­
ся в описании -множества X и целевой функции Дх). 

В многокритериальной задаче оптимизации имеется несколько це­
левых функций z, = /J (х\..., zm = fm (x), которые достигают своих мак­
симальных значений в различных точках допустимого множества X. В 
этом случае ЛПР нужно не только описать допустимую область X, 
задать целевые функции, но и указать принцип окончательного реше­
ния. Значит в решении подобного рода задач существенно возрастает 
роль субъективного фактора, т.е. роль ЛПР. 

[> Пример 1. Для выпуска двух видов продукции используется три 
вида ресурсов. Известна матрица норм расхода А, цены Q на ресурсы, 
цены реализации Р продукции и запасы В ресурсов: 

(пЛ 
и 

v 3 1 

, б = (1; 2; 3), Р=(14; 10), В 
(ЮЛ 

15 
39 

V J 
Если планируется произвести х единиц продукции, то стоимость 

потребных ресурсов QAX, предполагаемая выручка Рх и тогда при­
быль w='Px-QAx. 

Желая добиться максимума выручки и прибыли одновременно, 
получаем следующую задачу оптимизации с двумя целевыми функ­
циями: 
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Px—»max, 
(Р - 0уфс —» max, 

Ax=b, х>0 
или в развернутой форме 

z, =14л| +10л:2 —»тах, 

z2 = 2 д̂  + 3 дс2 —> max, 

xl+2x2<2Q, 

х;+х2<15, 

Зх,+л:2<39, 

хх, х2>0. 
Изобразим допустимое множество А'графически (рис. 21.1). Оно 

представляет собой пятиугольник OABCD и, значит, максимумы обе­
их функций достигаются в какой-либо из точек (вершин) А, В, С, D. 

Рис. 21.1 

Составим таблицу: 

Вершина 
Zl 

Z2 

Л(0;10) 
100 
30 

В(10;5) 
190 
35 

С(12;3) 
198 
33 

£»(13;0) 
182 
26 * 

Из таблицы видно, что максимальное значение z = 198, а соот-
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ветствующее ему оптимальное решение С(12; 3); максимальное зна­
чение гг =35 и ему соответствует оптимальное решение 5(10; 5). 

Окончательный выбор наилучшего решения за ЛПР. • 
2°. Оптимальность по Парето. Понятие оптимальности по 

Парето является одним из наиважнейших в экономической теории. Рас­
смотрим многокритериальную задачу оптимизации с т целевыми фун­
кциями zv...,zm и допустимым множеством X. 

Принцип доминирования. Пусть х , х - два допустимых реше­
ния. Скажем, что Xх доминирует х2, если z.(x')> z.(x2) для всех 

/ = 1,/и и найдется такое к (1<&<т), что гДх')> гДх2). 

Если х1 доминирует х2, то ни при каком разумном подходе х2 

нельзя признать наилучшим решением? 
Решение х называется недоминируемым, если нет решения х, 

которое доминировало бы х'. 
Значит, наилучшее решение нужно искать среди недоминируе­

мых. 
Множество недоминируемых решений называется множеством 

Парето или множеством оптимальности по Парето. 
Таким образом, в многокритериальной задаче оптимизации наи­

лучшее решение следует искать во множестве Парето. 

t> Пример 2. Рассмотрим в плоскости Оху множество X, изобра­
женное на рис. 21.2, и считаем, что два игрока играют в следующую 
игру. Партия игры состоит в том, что они указывают совместно пару 
чисел Vv*2}. Если точка col(x,;x2)e X, то первый игрок получает 

сумму х,, а второй - х2. Затем играется следующая партия и т.д. Каж­
дый из игроков хочет выиграть как можно больше, но для этого они 
вынуждены взаимодействовать и играть совместно, обдумывая свои 
ходы. 

Ясно, что точка col(x[;Xj) доминирует точку col(x,;x2), если 

х,' > х, и х2 > х2 или х' > х, и х\>хг. Из рис. 21.2 видно, что для 
такого множества X множество Парето есть ломаная СРЕ. • 
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/ \ р 

/ х ^ ^ ^ 
А 

^ 
О х, 

Рис. 21.2 
[> Пример 3. Найти множество Парето в задаче из примера 1. 

Решение. В случае линейных целевых функций для проверки, 
что точка Ае X будет оптимальной по Парето, нужно через эту точку 
провести прямые Z,, 1^, перпендикулярные соответственно градиен­
там целевых функций, т.е. векторам col (l4;10) и col (2;3). Каждая та­
кая прямая разбивает плоскость Ох1х2 на две полуплоскости. Пусть 
Ц и 1^ -те полуплоскости, которые расположены от своих прямых в 

направлении соответственных градиентов. Если ^ п £, пересекается 
с допустимым множеством А'только по исследуемой точке, то она -
оптимальная по Парето. Поэтому, в данной задаче множество Парето 
есть отрезок ВС. • 

3°. Модель обмена, цены. Рассмотрим полностью натураль­
ный рынок, где нет денег и куда люди приходят со своими товарами на 
обмен (период сильной инфляции или военное время). Все ходят по 
рынку, как бы что поменять. Ясно, что такие обмены могут оказаться 
выгодными обеим меняющимся сторонам. Подчеркнем, что вначале 
люди ходят и присматриваются, прицениваются, обговаривают усло­
вия обмена, но обмена пока не совершают, т.е. происходит, таким об­
разом, обмен информацией. При этом условия сделок, вообще гово­
ря, меняются. Но вот ближе к закрытию рынка все более или менее 
уже утрясается и условия сделок перестают меняться. Тогда соверша­
ются все сделки, и люди расходятся. 

Еще раз подчеркнем, что каждый совершает обмены исключи-
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тельно в соответствии со своей системой предпочтений. Эти сис­
темы предпочтений или функции полезностей участников обме­
на и задают критерии оптимизации. Если и. - функция полезно­
сти г-го участника, то получаем л-критериальную задачу 
оптимизации, к которой применимо понятие оптимальности по 
Парето. 

Ясно, что окончательное распределение оптимально по Парето по 
этим критериям и ни для одного участника оно не хуже первоначаль­
ного. 

Математически доказано, что обязательно сложится такая систе­
ма цен, что если каждый участник продаст свой первоначальный на­
бор вещей по этим ценам, то на вырученные деньги он купит набор, 
являющийся наилучшим в смысле его системы предпочтений. 

Далее ограничимся только двумя участниками обмена с двумя 
видами товаров. 

Пусть и. - функция полезности /-го участника, г = 1,2, а и>. -
количествоу'-го товара у обоих участников. Обозначим х = col (х,; х2) 
- собственность первого, тогда остальное количество товаров 
(w - х) = col (и», - х,; w2 - хг) находится у второго. Если х° = col (х,0; х°) 

- начальная собственность первого, то \w- x°) есть начальная соб­
ственность второго. 

Если все эти данные изобразить в системе координат Ох1х2, то 
как раз получится так называемый ящик Эджворта. Любая точка 
col (х,; х2) соответствует распределению товаров: столько у первого и 

остальное col (и>, - х,; и>2 - х2) - у второго. Сплошные кривые линии -
это кривые безразличия первого (линии уровня его функции полезно­
сти), пунктирные линии обозначают кривые безразличия второго 
(рис. 21.3). 

Ящик Эджворта дает возможность ответить на вопрос: каково 
конечное распределение, т.е. после всевозможных обменов, для дан­
ного начального. 

Из рис. 21.3 видно, что точка В доминирует А, так как 
и1(в)>и{(А) и и2(в)>и1(л). Поэтому понятно, что если состояние 

участников есть точка А\а]; а2), то они охотно перейдут в точку В\рх; Ъ2) 
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*2А 
W(w\\W-i) 

Рис. 21.3 

- для этого первый отдаст второму аг -Ъг единиц второго това­
ра в обмен на Ъх - а, единиц первого товара. 

Значит, если начальное состояние участников есть точка А, 
то конечным состоянием эта точка быть не может, так как из 
теории известно, что окончательное распределение оптимально 
по Парето. 

Естественно возникает задача нахождения оптимальных по Паре-
то точек в этом ящике Эджворта, которую можно решать следующим 
образом. 

Рассмотрим произвольную точку С. Пусть У]{с)= 

= \K:ul(K)>u1{c)} и *?(С)={*:И1(*)>И1(С)}, К2(с) = 

= {К:и2(к)>и2(с)\ и V2
+{C)={K:U2(K)>U2(C)}. Очевидно следую­

щее 

Утверждение 1. 

Точка С оптимальна по Парето, если и только если оба множе­
ства У*(С)ГЛУ2{С), Vx(c)nVZ(c) пусты. 

Если функции полезности дифференцируемы, то имеет место 

Утверждение 2. 

Точка С является оптимальной по Парето, если кривые безразли-
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чия участников, проведенные через эту точку, имеют общую касатель­
ную. 

Это утверждение примем без доказательства и используем его 
для решения примеров. 

[> Пример 4. Пусть участники имеют одинаковые функции полезно­
сти их\хх,х2)= иг\хх,х2)= х1 х2. Найти множество Парето и указать, как 
находить конечное распределение. 

Решение. Ясно, что кривые безразличия участников, проведен­
ные через точку D(a; b), имеют общую касательную тогда и 
только тогда, когда нормальные векторы к этим кривым 
коллинеарны. Нормальный вектор к кривой ф(л,,х2)= С будет 

grad<p = col тг",~ 

Кривая безразличия первого участника, проходящая через точку 
D, задается уравнением х,х2 = с,, где с, = ab; соответствующая кри­
вая второго участника имеет уравнение (w, -xl)[w2-x2)=c2, где 
c2={wx-a){w2-b). 

Нормальный вектор к первой кривой есть col (х,; х,), ко второй -

со1(-(и>, -xl);-{w2 -х , ) ) , а в точке D соответственно co\(a;b) и 

col(-(w, -a);-(w2-byj. Из условия их коллинеарности получаем 

_w2 
Ь {w2 -b) b_ x 
— - 7 \ или — - , т.е. все точки, оптимальные по Парето, рас-
а \wx-a) a w{ 

положены на отрезке, соединяющем начало координат с точкой 
W[ws; w2 ) (рис. 21.3). 

Значит, если х - начальное распределение, то окончатель­
ное распределение, как правило, не единственно и множество 
конечных распределений находится так: проведя через точку на­
чального состояния х кривые безразличия участников Кх и К2, 
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получаем "линзу" KtКг .Пересечение этой линзы с отрезком OW 
и есть для заданного начального распределения множество воз­
можных конечных распределений. 

Отметим, что в математической теории доказано также сле­
дующее: если х° - начальное распределение первого участника, а 
[w-x°) - второго, то сложатся такие цены р = col(pt;p2), что на­
чальное и конечное у распределение связаны соотношением 
р'х° = р'у. Такое состояние называют равновесным, а соответству­
ющие ему цены - равновесными. 

Пусть в данном примере 4 для начального распределения л:0 цены 

равновесия/»,^-точка равновесия. Тогда первый имеет доход z, = р'х° 
и в пределах этого дохода "купит" (обменяет) себе конечное распреде­
ление^. Значит, конечное распределение у должно быть точкой спроса 
функции полезности м, (отношение предельной полезности товара к 

его цене есть величина постоянная) при ценах/? и доходе z,. В частно-

ста, имеем — - — . Но для конечного распределения должно выпол-
Рг Ух 

няться . Поэтому — = — или /», и», = p2 w2. Таким образом, У2 _ W2 „ Pi * , 
. Поэтому — 

Ух wx Рг wx 
равновесные цены в данном случае обратно пропорциональны об­
щему количеству товара на рынке, т.е. равновесные цены обеспе­
чивают равенство стоимостей товаров на рынке. 

Так как —- = —-, то для данного начального состояния (точка А) 
Рг "х 

конечное состояние находим так: проводим через точку А прямую ли­
нию, параллельную второй диагонали. Пересечение этой линии с пер­
вой диагональю и есть искомое конечное равновесное состояние (точ­
ка А'). U 

£5 Задания для самостоятельной работы 

1. Для двухкритериальной задачи 
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х, + Зх2 —> max, 

2х, + х2 —> max, 

х,+2х2<8, 

8х,+3х2<24, 

х,, х2>0 
найти оптимальное решение по первому критерию, при уровне притя­
заний по второму в 0.7 от его максимума на допустимом множестве. 

2. Исследовать ящик Эджворта для следующих пар функций по­
лезности: 

а) и,(х,,хг)= иг(х,,х,')= 2х, + Зх2; 

б) M1(x|,x2)=min{x1,2x2}, м2(х1,х2)=2х|+3х2. 
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Часть 2 

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И 
СТОХАСТИЧЕСКИЕ ЭКОНОМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

• ЛеНция 22 
Основные понятия теории вероятностей 

Рассматриваются предмет теории вероятностей, собы­
тия и действия над ними; даются определения вероятно­
сти и элементы комбинаторики. 

1°. Предмет теории вероятностей. Большое количество явле­
ний и фактов, встречающихся в повседневной жизни, имеют случай­
ную природу. Например, появление герба при бросании монеты явля­
ется случайным событием, однако, при многократном бросании монеты 
выясняется, что примерно в половине случаев выпадает герб. Когда 
рассматриваются массовые количества однородных явлений или фак­
тов, то вскрываются определенные закономерности. Изучение этих 
закономерностей и составляет предмет теории вероятностей и ос­
нованной на ней математической статистики. При этом изучаемые 
явления рассматриваются в абстрактной форме, независимо от их кон­
кретной природы, что дает возможность использования определенно­
го математического аппарата. Установленные общие закономерности 
и положения могут применятся к широкому классу явлений. 

2°. Случайные события и соотношения между ними. Пер­
вичным понятием теории вероятностей является понятие события. 
Описательное понятие события заключается лишь в том, что это неко­
торое явление, которое может произойти или не произойти при выпол­
нении определенного комплекса условий G. События обозначаются 
буквами А, В, С; Ув - множество всех событий, возникающих при 
выполнении комплекса условий G . Среди событий из <# выделяют 0 
- невозможное событие, которое заведомо не происходит, и Q, -
достоверное событие, которое происходит всегда. Рассмотрим про­
стой пример. Пусть Q = {1,2,3,4,5,6} - множество чисел к, из кото­
рых каждое соответствует цифре к, выпадающей при бросании иг­
ральной кости. Тогда событиями будут любые подмножества Q , 
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например, А - {l} - выпадение цифры 1, В = {2,4,6 } - выпадение 
четной цифры и т.д. При этом D. является достоверным событием. 
Если fl = (Jo)a , где события toa уже не представимы в виде суммы 

a 

некоторых событий, то ша называются элементарными событиями. 

В приведенном примере Q = (J03*, где (йк - выпадение цифры к. 

Введем операции над событиями. Суммой событий С = А<иВ 
называется такое событие С, которое происходит тогда и только тогда, 
когда происходит или событие А или событие В. Произведением со­
бытий An В называется такое событие С, которое происходит тогда, 
когда происходит и событие А и событие В. Если АпВ = 0 , то 
говорят, что А и В несовместные события. Разностью событий 
С= А\В называется событие С, которое происходит тогда, когда про­
исходит событие А, но не происходит событие В. Дополнением к 

событию А называется событие А = Q \ А, т.е. которое происходит 
лишь тогда, когда не происходит событие А. Если появление собы­
тия А влечет за собой появление события В, то говорят, что А со­
держится в В. Если Ас. В и В с А,то А = В. Рассматривая элемен­
тарные события <оа, получим, что если и>ае А->(пае В. 

При решении задач, относящихся к событиям, полезно использо­
вать графические представления операций над множествами, изоб­
раженные на рис. 22.1. 

Рис. 22.1 
[> Пример 1. Доказать, что АиВ= An В. 
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Решение. Пусть соеЛи.8, тогда cog ЛиЯ-»сог А и 

соё 5->сое А и сое Z?-»coe АглВ, значит, Ли2?с АпБ. С дру­

гой стороны, если с о е Л п 5 , то сое А и сое 5—»сойЛ и 

cog £->сое Ли2?->сое А<иВ,значит, АглВа АиВ. П 

3°. Частота и вероятность. Пусть при проведении N испыта­
ний некоторое событие А появилось т раз. Отношение — называ­
ется частотой события А. Многочисленные эксперименты такого 
рода показывают, что при большом N это отношение остается при­
мерно постоянным. На этом факте основано статистическое опреде­
ление вероятности, которое заключается в том, что за вероятность 
принимается постоянная величина, вокруг которой колеблются значе­
ния частот при неограниченном возрастании числа N. 

Если число элементарных событий п конечно и они равновоз-
можны, то говорят о классическом определении вероятности. Если 

т 

А - [J®k 'то з а вероятность события Л принимается число 

Р(А)=™. (1) 
п 

Другими словами, вероятность события А равна отношению 
числа исходов, благоприятствующих появлению события, к числу всех 
исходов данного эксперимента. Из определения вероятности следует, 
что Р(0)=О, Р{а) = 1 и 0<Р(А)<\. 

4°. Элементы комбинаторики. При решении дискретных веро­
ятностных задач постоянно приходится иметь дело с выбором из неко­
торого множества объектов подмножества элементов с заданными свой­
ствами. Такие задачи выбора называются комбинаторными. 

Сформулируем основное правило комбинаторики - правило ум­
ножения: если некоторый выбор А можно осуществить п различными 
способами, а для каждого из этих способов некоторый другой выбор 
В можно сделать т способами, то выбор А и В (с указанным поряд­
ком) можно сделать пт способами. 

Множество называется упорядоченным, если для любых двух 
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его элементов а и Ъ определено отношение порядка а < Ъ или 
Ь < а • Каждое множество можно упорядочить различными способа­
ми. Когда в одном и том же множестве определяется разными спосо­
бами отношение порядка, то получаются разные упорядоченные мно­
жества. Например, из множества, состоящего из трех элементов 
А - \а,Ъ,с } можно получить 6 различных упорядоченных множеств: 
A^={a,b,c), A2={a,c,b}, Ai={b,a,c}, A4={b,c,a}, 4 = { с . « ^ } , 
4, ={с,Ь,а}. 

Пусть некоторое множество содержит п элементов. Каждое его 
упорядоченное подмножество, состоящее из к элементов, называет­
ся размещением из п элементов по к. Через А* обозначают число 
всех таких размещений из п элементов по к элементов. Первый эле­
мент ̂ -элементного подмножества можно выбрать п способами, вто­
рой (п - 1) способами и т.д. Пользуясь правилом умножения, получа­
ем 

Ак
п=п{п-\){п-2)...{п-{к-\)). (2) 

Произведение всех натуральных чисел от / до п обозначим л!, 
т.е. 

л!=1-2-...(и-1)-и. (3) 
Используя это обозначение, имеем 

при этом, считая 0!= 1, заключаем, что формула (4) справедлива так­
же при к = 0 и к-п . 

Размещение из п элементов по п элементов называется переста­
новкой из элементов. Так как каждая перестановка содержит все 
элементы множества, то разные элементы отличаются друг от друга 
только порядком элементов. Количество всех перестановок из п эле­
ментов равно 

Р =Ап = и!. (5) 
Пусть задано множество, состоящее из п элементов. Каждое 

его подмножество, содержащее к элементов, называется сочета­
нием из п элементов по к элементов. Число всех сочетаний из п 
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п элементов по к элементов. Число всех сочетаний из п элементов 
по к элементов обозначается С*. Образуем все возможные не­
упорядоченные подмножества, которые содержат к элементов. Их 
количество есть С*. Из каждого полученного подмножества сде­
лаем все упорядоченные множества, которых будет в к\ раз боль­
ше, так как каждое множество, состоящее из к элементов можно 
упорядочить к\ способами. Таким образом, А^=Спк\, откуда 

* At n\ (6) 
л 

нии: 

" к\ {п-к).к\-
Приведем две полезные формулы для вычисления числа сочета-

к _п(п-\)...(п-к + \) Ск=сп-к ( 7 ) 

к\ ' " " ' 
Р* Пример 2. Три товарища независимо друг от друга возвращают­
ся из дачи электричкой, содержащей 8 вагонов. Какова вероятность, 
что они окажутся в разных вагонах? 

Решение. Согласно классическому определению вероятности 

т А! 2\ 
Р = — . Находим п - 83 и т = At, тогда Р = -Ц- = — . • 

и * 83 32 

1̂* ПримерЗ. Из колоды 52 карт наугад извлекаются 4 карты. Како­
ва вероятность, что они окажутся одной масти? 

Решение. 

т
 п = С* т = 4-С4 Р = 1 ^ = — • • 

п С 4165 

-ef Задания для самостоятельной работы 

1. Показать, что Ли В = О. \ [А п В). 
2. Трое товарищей садятся в лифт 9-этажного дома. Какова веро­

ятность того, что они выйдут на разных этажах? 
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3. За круглым столом рассаживаются 12 человек, среди кото­
рых 6 мужчин и 6 женщин. Какова вероятность того, что за сто­
лом мужчины будут чередоваться с женщинами? 

4. В партии из 100 изделий содержится 12 бракованных. 
Наугад выбираются 3 изделия. Какова вероятность того, что 
среди них окажется одно бракованное? 
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• Лекция 23 
Геометрическая вероятность. Теоремы 
сложения и умножения вероятностей, условная 
вероятность 

Дано определение геометрической вероятности; рассмот­
рены теоремы сложения и умножения вероятностей, неза­
висимость событий. 

1°. Геометрическая вероятность. В тех случаях, когда про­
странство элементарных событий О, содержит бесконечно много эле­
ментарных событий, часто возникает понятие геометрической веро­
ятности, которое заключается в следующем. 

Достоверным событием (пространством элементарных событий) 
является некоторая область й в и-мерном пространстве. Событиями 
являются подмножества А с Q , а их вероятности определяются как 
отношение объемов 

Р(А)-^ (1) 

Заметим, что при этих определениях 0 < Р\А)< Р[0,)< 1, и если 
Л с Я , то Р(А)<Р(В). 

t> Пример 1. Задача о встрече. Два товарища договорились встре­
титься в промежутке одного часа, причем каждый из них, приходя на 
встречу, ожидает второго не более 20 минут. Какова вероятность того, 
что встреча состоится? 

Решение. Пусть tt момент прихода одного из партнеров, t2 -

второго. В качестве О, возьмем единичный квадрат в плоскости \t{,t2 ) 
(рис. 23.1). 

Событием является любая область, содержащаяся в Q., а вероят­
ность события А есть площадь области 

V ' ф) 1 V ' 
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Рис. 23.1 

Условие встречи задается неравенством и, - /2 < —, которое оп­

ределяет область Л, заштрихованную на рисунке. Тогда 

Р{А)=3(А)^-2.ЩЛ. П 

2°. Теорема сложения. Найдем вероятность суммы событий, 
используя классическое определение вероятности. Пусть в результате 
некоторого эксперимента, состоящего из и исходов, событию А бла­
гоприятствуют /и, исходов, а событию В - тг исходов. Если при 
этом одновременному появлению событий А и В благоприятствуют к 
исходов, то, очевидно, событию AKJB будут благоприятствовать 

т1+т2-к исходов. Тогда Р{А^В)^ПЧ+т^ • Так как 
п 

Р(А) - — , Р(В)=— и р(А О В) = - , то получим формулу 
п п п 

P(AKJ Я)= Р(А)+ Р{В)- Р(АП В). (2) 

Если события А и В несовместны, то из (2) получим теорему 
сложения: 

Р(АиВ)=Р(А)+Р(в), (3) 
т.е. для несовместных событий вероятность суммы событий равна сум­
ме вероятностей. 
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Так как A\jA = Q. и АпА = 0, то F{A\JА)= Р{А)+ Р\А)= 1 и 

Р(А)=\-Р(А). 

t> Пример 2. Из группы студентов 10 % знают английский язык, 
5 % - французский и 1 % оба языка. Какова вероятность того, 
что наугад выбранный студент не знает ни одного иностранного 
языка? 

Решение. 
Р = 1-(0.1 + 0.05-0.01)=0.86. • 

3°. Условная вероятность. На практике часто возникают ситу­
ации, когда заранее известно, что некоторое событие В произошло. В 
этом случае В становится достоверным событием, а вероятности всех 
событий некоторым образом меняются. Тогда говорят об условных 

вероятностях, Р\/р) - вероятность события А при условии, что В 
произошло. Пусть имеется всего п исходов, из них т исходов благо­
приятствуют появлению события В, а к исходов благоприятствуют по­
явлению события Аг\В (рис. 23.2). 

Рис. 23.2 
Если В произошло, то количество всех возможных исходов 

будет равно т, из них благоприятствующих событию А будет к 
исходов. Поэтому 

М _ к _ п _ Р{АъВ) 
В'~ т ~~ т ~ р{в) • 

п 
т 

Получаем формулу для вычисления условных вероятностей: 
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Эта формула справедлива, если Р(в) ? О, так как если р(в)=о, 
то нет никакого смысла говорить о том, что В произошло. 

Из (4) находим 

Р(АПВ)=Р(УВ)-Р(В). (5) 

Очевидно, что в силу симметрии 
Р(АПВ)=Р(В/А).Р(А). 

Если Ру/п)- Р{А) , то говорят, что события А и В независимы. В 

этом случае 
Р{А^В)=Р{А) -Р{В), (6) 

и мы получаем теорему умножения вероятностей: если события А 
и В независимы, то вероятность произведения событий равна про­
изведению вероятностей. 

[> Пример 3. Среди изделий, выпускаемых заводом, 5 % бракован­
ных, из работоспособных изделий 95 % соответствуют ГОСТу. Како­
ва вероятность того, что наугад взятое изделие будет удовлетворять 
требованиям ГОСТа? 

Решение. Пусть А - событие, заключающееся в том, что изделие 
удовлетворяет ГОСТу, 5-изделие работоспособное. Тогда требуемая 
вероятность будет равна 

Р(АП В) =р(ув)-Р(в)= 0.95(1 -0.05) =0.9025 . • 

О Пример 4. При приеме сообщений каждый символ искажается с 
вероятностью 0.01. Какова вероятность того, что слово из 5 букв будет 
передано правильно? 

Решение. Считая передачи сигналов независимыми событиями, 
получим, используя теорему умножения вероятностей, 

/> = (l-0.0l)5 =0.951. • 
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^Задания для самостоятельной работы 

1. Цена единицы продукта первого вида колеблется на рынке в 
пределах 1.5-2 у.е., а второго вида - в пределах 3 - 5 у.е. Покупатель 
желает приобрести два вида продуктов. Какова вероятность того, что 
ему придется платить не более 6 у.е.? 

2. Игрок в спортлото 6 из 36 выигрывает, если при зачеркивании 
6 клеток из 36, имеющихся в карточке, он угадывает 3, 4, 5 или 6 
номеров. Найти вероятность выигрыша одной отмеченной карточки. 

3. Из колоды в 36 карт вытаскиваются 2 карты. Какова вероят­
ность того, что первая будет черной масти, а вторая - красной? 

4. Студент знает 25 из 30 вопросов первой части предмета и 20 из 
30 второй части. На экзамене были заданы два вопроса из первой ча­
сти и один вопрос из второй. Какова вероятность того, что он ответит 
на все вопросы? 

5. Фирма № 1 может потерпеть крах в течение года в результате 
действий конкурентов с вероятностью 0.1; фирма № 2 за это же время 
может обанкротиться с вероятностью 0.2. Операции обеих фирм про­
изводятся независимо друг от друга. Найти вероятность того, что в 
конце года обе фирмы будут функционировать нормально. 
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• Лекция 24 
Испытания Бернулли. Формулы полной 
вероятности и Байеса 

Рассмотрены формулы Бернулли, полной вероятности, Бай­
еса. 

1°. Формула Бернулли. Пусть имеется п независимых испыта­
ний, в каждом из которых появляется событие А с вероятностью р и 
А - с вероятностью q, p + q = \ . Такие испытания называются испы­
таниями Бернулли. Если происходит событие А, то говорят, что име­
ет место успех. Найдем Ря (т) - вероятность т успехов из п испыта­
ний. 

Каждый исход испытаний можно представить последовательнос­

тью Ю1. = <А...АА...А 
[ т п-т 

, в которой содержится ровно т событий А и 

(и - т) событий А . Число таких последовательностей равно числу 
способов выбрать т элементов из п элементов, не отличающихся по­
рядком, т.е. числу сочетаний С". Вероятность появления каждой та­
кой последовательности, ввиду независимости испытаний, равна про­
изведению вероятностей, т.е. рmq"'m. Так как события cot несовместны, 
то по теореме сложения получим, что 

p>)=cvy- m . (1) 
Эта формула носит название формулы Бернулли. 

р> Пример 1. Завод выпускает изделия, из которых 5 % являются 
бракованными. Для проверки взяты 5 изделий. Какова вероятность того, 
что среди них окажется не менее двух бракованных? 

Решение. Будем считать успехом, если изделие бракованное. Тогда 

вероятность успеха р = — , a q - — . Можно считать, что имеются 

п = 5 испытаний Бернулли с вероятностью успеха/?. Пусть И - число 
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успехов, а В - событие, состоящее в том, что ц > 2. Требуется найти 
вероятность Р(в) = Р(ц > 2). Получаем 

Р(ц>2) = 1-Р(ц<2) = 1-Р(ц = 0,ц^1) = 1-[р(ц = 0)+Р(р1 = 1)] = 

= 1-Р5(0)-Р5(1) = 1 - С 
( 1 "\ 

v 2 0 , 
V19V 

v 20 y 
- С 

v 20 y 

19 
, 2 0 , 

= 1- 1*1 -10 
20 

19* 
205 = 0.634. • 

2°. Наиболее вероятное число успехов. Определим наибо­
лее вероятное число успехов в и испытаниях Бернулли. Для этого рас­
смотрим Ря (т) как функцию от т и сравним значения вероятностей 

Р » и Р > + 1): 

Рп(т)<Pn(m+l)-> Cymq"-m < cym+lq"-m+> -> 

и! и! ар 
— » — у \а<~/ w \Р~> < > 

ni\n-m} \m + l)\n-m+l) n-m m+\ 
-> qm + q<pn-pm-^(p + q)m<np-q , 

так как p + q = l ,TO m<np-q. 
Значит, при m<np-q указанная функция Р (т) возрастает, а при 

m>np-q убывает. Тогда максимум Ри(т) достигается при т, рав­
ном 

m = [np-q]+l. (2) 

!> Пример 2. По данным наблюдений доля солнечных дней в июле 
составляет 70 %. Найти наиболее вероятное количество солнечных 
дней. 

Решение. Можно считать, что имеются я = 30 испытаний Бернул­
ли с вероятностью успеха/г = 0.7. Тогда q = 0.3 и наиболее вероятное 
значение т будет равно 

т = [30-0.7-0.3]+1 = 21. • 

198 



3°. Формула полной вероятности. Пусть имеется набор та­
ких событий В1,В2,...,Вп, что В.глВ.=0, ^ U J B 2 U . . . U 5 =f l , 
т.е. сумма попарно несовместных событий составляет достовер­
ное событие. В этом случае говорят, что события Bt,B2,...,Bn 

составляют полную группу событий. Эти события разбивают про­
странство Q. на непересекающиеся множества (рис. 24.1). 

Рис. 24.1 
Пусть А произвольное событие. Тогда А можно представить 

в виде суммы несовместных событий: 
Л = (Лп5,)и(ЛпЯ 2 )и. . .и(ЛпЯн ) . 

Тогда имеем 

По формуле условной вероятности 
р{АпВк)=Р{А/Вк)р{Вк), 

поэтому 

P{A)=±l{AIBk)p{Bk). (3) 
J c = l 

Полученная формула называется формулой полной вероятнос­
ти. 

[> Пример 3. На экзамене студенту предварительно задается один 
из 20 вопросов. Если он правильно ответит, то с вероятностью 
0.8 может сдать экзамен, а если нет, то вероятность сдать экзамен 
равна 0.2. Студент освоил 80 % всех вопросов. Какова вероят­
ность в результате получить положительную оценку? 

Решение. Пусть Вх - событие, состоящее в том, что студенту 
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попадется известный ему вопрос, а В2 - неизвестный, А - положи­

тельный исход экзамена. События Вх и В2 образуют полную группу 

событий, так как 5, nfi2 = 0 , В{иВ2=£1. По условию задачи 
ф , ) = 0 . 8 ; Р{В2)=0.2; ф / Я , ) = 0 . 8 ; Р[А1В2)=0.2. 

Тогда по формуле полной вероятности получим 
Р{А) = Р[А1 ВХ )Р(В1 )+ Р(А/ В2)Р(В2)= 0.8• 0.8 + 0.2• 0.2 = 0.68. • 

4°. Формула Байеса. Рассмотрим ситуацию, когда исход собы­
тия А зависит от некоторых других событий Bt, В2,..., Вп, составляю­
щих полную группу событий, и событие А произошло. 

Возникает вопрос, какое из событий (гипотез) В., влекущих по­
явление события Л более вероятно? 

Для определения вероятностей гипотез и решения этой задачи 
служит формула Байеса (формула апостериорных вероятностей): 

fJB,,A)= ^ / « , Ж ) (4) 

Доказательство. Так как события В., i = \,n образуют пол­
ную группу событий, то по формуле полной вероятности 

P{A) = ±F{AIB)r{B). 

Используя формулы для условных вероятностей, получим 

ЫВ / A - H ^ J = ^ / * J j f o J _ PJAIBk)p{Bk) 
V * Р{Л) Р{А) ±!{А1В)1{В) 

1=1 

Вычисляя вероятности гипотез В., можно определить наиболее 
вероятную гипотезу. • 

[> Пример 4. Во время боевых действий самолет противника выпус-
каег три помехи для дезинформации системы ПВО. Оператор ПВО от­
личает самолет от помехи с вероятностью 0.9. Точка на экране была 
принята за самолет. Что более вероятно: появление самолета или по­
мехи? 
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Решение. Пусть А - событие, заключающее в себе принятое ре­
шение, Вх - появление самолета, Вг- помехи. Тогда 

ф,)=1 ; ф 2 ) = | ; ф/я,)=о.9; ф/я2)=о.1. 

Pi AI И iPiR I 
и по формуле Байеса Р[В1/А)= 4-г——, где 

Р{А) 

Р{А) = Р(А/В, )Р{В1)+ Р{А/ В2 )Р(В2). 

„/ ч „/„ , ,\ 0.90.25 
Получим /<Л)=0.90.25+0.10.75 = 0.3, Щ/А)= 0.3 

0.75, Р\В21 А)= — '•— = 0.25 , откуда следует, что более вероятно 0.10.75 
0.3 

появление самолета. • 

&Задания для самостоятельной работы 
1. Имеется п = 5 испытаний Бернулли с вероятностью успеха 

3 
Р — —. Найти вероятность того, что число успехов будет больше числа 

неуспехов. 
2. Всхожесть семян данного сорта растений оценивается вероят­

ностью 0.8. Какова вероятность, что из 5 посеянных семян взойдут не 
менее 3? 

3. В магазин поступили 40 холодильников первого завода и 60 -
второго завода. Первый завод допускает брак 1 %, второй - 0.5 %. 
Покупатель случайным образом выбирает холодильник. Какова веро­
ятность того, что он выберет исправный агрегат? 

4. В результате трех бросаний игральной кости была получена 
сумма цифр, равная 17. Какова вероятность того, что при последнем 
бросании выпала цифра 6? 

5. Прибор состоит из двух узлов, которые в течение времени Т 
отказывают с вероятностямир1 = 0Л,р2 = 0.05. Работа каждого узла 
необходима для работы прибора в целом. После испытаний в течение 
времени Гприбор отказал. Найти вероятность того, что отказал пер­
вый узел, а второй исправен. 
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• Лекция 25 
Нечеткие множества и матрицы инциденций 

Даны понятия нечетких множеств, матрицы инциденций 
и нечетких матриц. 

1°. Элементы теории нечетких множеств. 
1°.1 Нечеткие понятия. В классических подходах к решению 

задач отсутствуют такие термины, как неясность, неопределенность, 
нечеткость или неточность. Однако, в реальном мире мы неминуемо 
сталкиваемся с множеством случаев, когда невозможно избежать про­
блемы учета неясностей и неточных данных о событиях, характеристи­
ках и оценках. В 1965 г. Л. Заде предложил теорию нечетких или раз­
мытых множеств, получившую также название нечеткой логики. 
Теория нечетких множеств дала схему решения проблем, в которых 
субъективное суждение или оценка играют существенную роль 
при оценке фактора неясности или неопределенности. Нечеткая 
логика, как следует из названия, предполагает неточные, прибли­
зительные оценки. 

Рассмотрим метод определения таких понятий. Пусть Q- произ­
вольное множество объектов или событий. Нечетким множеством А 
называется множество упорядоченных пар 

A = {x,iLA(x)l xeQ, (1) 

где \i (x) определяет функцию принадлежности, которая указывает 
предполагаемую степень принадлежности элемента этому множеству, 
О < |j.Л(х)< 1. Если все ц л(х)е {0,1}, т.е. равны либо 0 либо 1, то не­
четкое множество становится обычным четким множеством, а 
функция ц^(х) - обычной булевой функцией. Однако, если цл(х) 

может принимать значения из отрезка [0,1J, то цА{х) = 0 означа­

ет, что хг А, а цА(х) = 1 - что хе А, при этом любое значение 

0<ц^(х)<1 определяет степень принадлежности х множеству А, 
тогда А - нечеткое множество. 

[> Пример 1. Пусть Q - рост человека, колеблющийся и преде­
лах от 1.5 м до 2.2 м. Нечеткое множество А описывает понятие 
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высокий , как оно представляется лицу, определяющему это 
понятие. Нечеткое множество А задается таблицей: 

Рост* 

и» 
1.5-1.6 

0 
1.6-1.7 

0.2 
1.7-1.8 

0.4 
1.8-1.9 

0.6 
1.9-2.0 

0.8 
2.0-2.1 

1 
2.1-2.2 

1 

или графиком: 

1 

0.8 

0.6 Т 

0.4 

0.2 

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 х 

Рис. 25.1 
Приведенный пример является примером нечеткого числа. П 
В общем случае функция принадлежности определяется экс­

пертом, и у каждого специалиста эта функция может иметь раз­
личный вид. 

1°.2. Операции над нечеткими множествами. Над нечетки­
ми множествами вводятся следующие операции (рис. 25.2-25.5): 

- Вложение 

Рис. 25.2 

4 с Я ^ ц » < ц д ( 4 V x e g ' 
Дополнение 

ц-(х)<1-ц,(4 VxeQ 

(2) 

(3) 
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и* 
1-

ИГ« 

Рис. 25.3 

Объединение 
»**,,(*)= maxJM.^x), цв(х)} V хе Q 

Рис. 25.4 
Пересечение 

V-A^B(х)=тт{цА(х), iiB(x)i V хе Q. 

(4) 

(5) 

Рис. 25.5 
Кроме того, вводится операция степени функции принадлеж­

ности 

На рис. 25.6 представлены наиболее часто используемые сте-

пени li2
A(x) - кривая 1, \iA(x) - кривая 2, цА(х) - кривая 3. Из 

рисунка видно, что \i2
A(x) сужает диапазон определения, поэтому 
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ц | 
1 " ^^ч £/ J X ^ 

А 
Рис. 25.6 

можно сказать, что \ь2
А{х) - это "больше, чем", а ц*(х) расширя-

I 
ет диапазон, поэтому \i2

A(x) - "почти что". 
Термин "нечеткое число" используется для обозначения не­

точно определенных величин, таких как "около 5". Нечеткое число 
- это множество А = {х,цт(х)}, где хе R, a \im We [0,1]. 

Р> Пример 2. Число больных туберкулезом в процентах для жи­
телей района в определенном возрасте есть нечеткое число т , , 
определяемое таблицей, 
а число сердечно-сосудистых заболеваний - нечеткое число т2: 

X 

<pm,M 

X 

Ф,„>) 

1 
0.8 

1 
0 

2 
0.9 

2 
.0.2 

3 
0.8 

3 
0.6 

4 
0.5 

4 
0.7 

5 
0.5 

5 
0.9 

6 
0 

6 
0.7 

7 
0 

7 
0 

Определить число жителей, не страдающих этими заболева­
ниями. 

Решение. Искомое число есть нечеткое число т, для которого 

Фт(100-х) = 1-фиии2 (x)=l-max{(pmi ( 4 Ф,„2 (*)} 
и которое определяется следующей таблицей: 

205 



X 

Ф*,М 
99 
0.2 

98 
0.1 

97 
0.2 

96 
0.3 

95 
0.1 

94 
0.3 

93 
1 • 

1°.3 Матрица инциденций. Пусть А = \а., г = \,т }-множество 
объектов, которые некоторым образом воздействуют на множество 

В = \b., j = 1,п ] других объектов. Тогда говорят, что А имеет инци-
денцию на В. Если при этом элемент а. влияет на элемент Ь., то гово­
рят, что имеет место инциденция а. на Ъ. и записывают \iya.,b. )= 1, 

и если этой инциденций не существует, то значение ц( а., Ь. )= 0 . Со­

вокупность значений |xia.,b.) образуют матрицу инциденций. 
Матрицу инциденций иногда удобно представлять в виде графа. 

Например, матрице 

V= 

0 1 0 0 1 
1 0 0 1 1 
0 0 1 0 1 
1 1 0 0 0 

(7) 

будет соответствовать граф (рис. 25.7) 

аг 

аг 

Рис. 25.7 
Если а. имеют инциденцию на Ь., то говорят, что Ь. находится 

"под влиянием" а.. Если матрицу (7) транспонировать, то-получим 
матрицу влияний: 
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ж= 
о 1 о i 
1 0 0 1 
0 0 1 0 
0 1 0 0 
1 1 1 0 

(8) 

р> Пример 3. Пусть А = В и множество А состоит из элементов: а, -
прибыль предприятия, а2 - налоги, аъ - себестоимость единицы про­
дукции, а4 - основные фонды. 

Экономист мог бы составить следующую матрицу инциденции: 

1 1 0 1 
1 1 0 0 
1 0 1 0 
1 0 1 1 

• • 

Рассмотрим теперь инциденцию множества А на множество В и 
инциденцию множества В на третье множество С. Операция, позволя­
ющая определить инциденцию А на С, зная инциденции А на В и В на С, 
называется композицией maxmin. Легко установить, что 

v{anckhv{Aanbj)AAbj>ck))' (9) 
j 

где знак v означает выбор максимального, а знак л - минимального 
из двух элементов. 

[> Пример 4. Пусть 

v{AB)--

НайтиК(ДС). 

Решение. Пользуясь правилом композиции, получим 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

0 1 0" 
0 1 1 
0 0 1 
0 1 0 

, Кдс)= 

"1 
0 
1 
0 
1 

0 
0 
1 
1 
0 

0 
0 
0 
1 
0 
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Кдс)= 
1 1 1 
1 1 1 
1 О О 
о 1 1 

• 

1°.4 Нечеткая матрица. Матрица V, строки которой представ­
ляют значения некоторой функции принадлежности, называется нечет­
кой матрицей. Если отношения инцидентности являются нечеткими, 
то соответствующая матрица инцидентности V будет нечеткой матри­
цей, элементы которой могут принимать любые значения между 0 и 1, 
т.е. 

> ( x , x , ) e [ 0 , l ] v ( x , x . ) e K . 

#f Задания для самостоятельной работы 

1. Изделие состоит из двух элементов и выходит из строя, если 
выходит из строя хотя бы один элемент. Время работы (в днях) до по­
ломки первого и второго элементов есть нечеткие числа w, и т2, зада­
ваемые таблицами: 

X 

Ф,„,М 
60 
1 

75 
0.8 

90 
0.2 

120 
0 

X 

Ф - , М 

60 
1 

75 
0.7 

90 
0.5 

120 
0 

Определить время работы изделия. 
2. Даны две нечеткие матрицы инциденций А на В и В на С: 

1 0.9 0.5 0 " 
0 0 0.5 08 
1 0.5 0 0 

а) Изобразить графы инциденций для каждой из матриц. 
б) Найти композицию maxmin, определяющую инциденций 

А на С. 

0.3 0.8 Г 
1 0 0 

0.5 0.5 1 
• V2-
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• ЛеНция 26 
Использование матрицы инциденций при 
исследовании скрытых воздействий в 
финансовой и производственной областях 

Рассматриваются инциденций второго порядка и примеры 
их применения при исследовании скрытых воздействий. 

1°. Инциденций второго порядка. Рассмотрим инциденцию 
множества А на множество В, которую обозначим М и инциденцию 
множества В на третье множество С - Мвс. Последовательное приме­
нение двух инциденций приводит к инциденций второго порядка, ко­
торая обозначается 

М =М оМ (1) 
АС АВ ВС к ' 

При вычислении инциденций второго порядка по формуле (1) 
следует помнить, что число столбцов матрицы МАВ должно равняться 
числу строк матрицы Мвс 

Матрица М называется рефлексивной, если ее диагональ состо­
ит из единиц. Если все элементы матрицы М ; не больше соответству­
ющих элементов матрицы М2 , то этот факт записывается в виде 
Мх с М2. Пусть Е- единичная матрица, М - нечеткая матрица, А и 

В - рефлексивные нечеткие матрицы, определяющие инциденций А 

на А и В на В соответственно, т.е. А = МАА, В = МВВ. 

Так как Еа А и £ с 5 , т о получим 

M = M°EczMoB и M=EoM<zA°M. 
Тогда 

MaAoMoB. (2) 
Матрицей, задающей воздействия первого и второго порядков, 

является 
М*=А°Мо£ (3) 

и скрытые воздействия обнаруживаются после вычисления 
Ь^М*-М. (4) 

Вычисления по формуле (4) возможны, так как согласно (2) и 
(3), МсМ*. 
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2°. Пример исследования скрытых воздействий с помощью 
матриц инциденции. Рассмотрим 6 секторов, определяющих жиз­
недеятельность людей: 1) население; 2) сельское хозяйство; 3) про­
мышленность; 4) энергетика, 5) наука и техника, 6) здравоохранение. 

Построим квадратнуюматрицу, строки и столбцы которой соот­
ветствуют введенным секторам, а элементы представляют оценки экс­
пертов. 

Таблица 1 
м 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

1 

1 
0.4 
0.2 
0 
0.3 
0.6 

2 

0.3 
1 
0.2 
0.1 
0.4 
0.1 

3 
0.5 
0.3 
1 
1 
1 
0.1 

4 
0.7 
0.2 
0.2 
1 
1 
0.1 

5 
0.6 
0.1 
0.3 
0.2 
1 
0.2 

6 
0.9 
0.8 
0.1 
0 
0.6 
1 

В таблице 1 приведены инциденции, оцененные экспертами. Эти 
оценки составляют рефлексивную нечеткую матрицу. Так, наука и тех­
ника имеет инциденцию на промышленность, оцениваемую 1, а на здра­
воохранение - 0.6 и т.д. Вычислим инциденции второго порядка 
М* = М° М по формуле композиций maxmin Л. 25.9. 

Затем вычислим матрицу D = М* - М с целью выявления воз­
действий второго порядка. Получим матрицы, представленные в таб­
лице 2. 

Таблица 2 

м* 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

1 2 3 4 5 6 
1 0.4 0.7 0.7 0.6 0.9 
0.6 1 0.4 0.4 0.4 0.8 
0.3 0.3 1 0.3 0.3 0.3 
0.2 0.2 1 1 0.3 0.2 
0.6 0.4 1 1 1 0.6 
0.6 0.3 0.5 0.6 0.6 1 

D 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

1 2 3 4 5 6 

0 0.1 0.2 0 0 0 
0.2 0 0.1 0.2 0.3 0 
0.1 0.1 0 0.1 0 0.2 
0.2 0.1 0 0 0.1 0.2 
0.3 0 0 0 0 0 
0 0.2 0.4 0.5 0.4 0 

Анализ элементов матрицы D позволяет установить скрытые воз­
действия, инциденции второго порядка. Выпишем наиболее значимые 
из них: 

(6 —> 4) здравоохранение - энергетика; 
(6 —> 3) здравоохранение-промышленность; 
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(6 —> 5) здравоохранение - наука и техника; 
(2 —» 5) сельское хозяйство - наука и техника; 
(5 —> 1) сельское хозяйство - население. 
Восстановим теперь промежуточные инциденции, с помощью ко­

торых можно обнаружить скрытые воздействия. Для этого использу­
ем таблицу 1 и определим наибольшие из минимумов между каждым 
элементом строки и элементом выхода. Получим: 

(б-»4) 

(6-*3) 

(6-»5) 

(2->5) 

0.6 
6 -> 

6 
0.6 

6 _» 

г 
О 

0.6 
6 -> 

f. 
О 

0.4 
2 -> 

^ 
Z 

0.6 
5 -» 

5 

1 
0.1 

1 
0.1 

1 
0.2 

1 
0.1 

6 
0.3 

0.7 
-> 4 

^ 4 
0.5 
-> 3 

^ т у ' J 

0.6 
-» 5 

N с 
У -> 

0.6 
-» 5 

N с 
? -> 

0.6 

- > 1 

— • > ! 

0.6 

0.1 

0.5 

0.1 

0.6 

0.2 

0.4 

0.1 

0.6 

0.3 

0.6-

0.5-

0.6-

0.4-

0.6-

-0.1 =0.5 

-0.1 = 0.4 

-0.2 = 0.4 

-0.1=0.3 

-0.3 = 0.3 

(5->1) 

Интерпретируем эти результаты. 
(6 —» 4): Здравоохранение непосредственно почти не влияет на 

энергетику, но это влияние проявляется через население. Точно также 
здравоохранение непосредственно слабо влияет на промышленность 
и науку и технику, но это влияние опять таки сказывается через насе­
ление. 
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(2 —> 5): Сельское хозяйство не влияет непосредственно 
на науку и технику, но это влияние сказывается через население. Из 
(5 —> 1) видно, что наука и техника влияет на население через здраво­
охранение. 

3°. Пример исследования скрытых воздействий в произ­
водственной области. Рассмотрим модель функционирования пред­
приятия, у которого входными факторами являются: 

а, - модернизация производственного оборудования; 
а2 - расширение ассортимента и объема товарных запасов; 
аъ - выпуск новых товаров; 
а4 - расширение торговой сети; 
а5 - мероприятия по рекламе; 

а выходными факторами: 
bt - рост числа продаж (в физических единицах); 
Ь2 - изменение продажных цен; 
Ъъ - конкурентоспособность; 
Ь4 - качество продукции; 
Ь5 - территориальное распределение. 
Предполагается, что в данной модели параметры а. влияют сами 

на себя, так же и выходные факторы связаны взаимовлиянием, и, ко­
нечно, входные факторы влияют на выходные. С помощью экспертов 
были составлены нечеткие матрицы An В инциденцийЛ на Л и 5 на 
В, приведенные в таблице 3. 

Таблица 3 

м 
а\ 
а2 

аъ 
а4 

as 

6, Ъг Ъг ъ, Ьь 
0.9 0.3 0.1 0.9 0 
0.8 0.2 0.3 0 0.6 
1 0 0.8 0 0.6 
0.1 0.2 0.7 0 1 
1 0.6 0.7 0 0.1 

AM 
1 
2 
3 
4 
5 

1 2 3 4 5 

0.9 0.3 0.5 0.9 0.6 
0.8 0.2 0.4 0 0.6 
1 0.6 0.8 0.7 0.6 
0.9 0.6 0.7 0.5 1 
1 0.6 0.7 0 0.7 . 

Экспертами также была составлена матрица М инциденций А на 
В. Инциденций второго порядка находятся с помощью матрицы 

М*=АоМ°В. (5) 
С помощью правила композиций вычисляем матрицу А°М. Мат­

рицы Ми А о М образуют следующие таблицы: 
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Я] 

а2 
аг 
а4 

as 

а\ 
1 
0 
0.7 
0.5 
0 

а2 

0.7 
1 
0.9 
0.8 
0 

аз 
0.5 
0.1 
1 
0.7 
0.4 

U4 

0.1 
0.4 
0.5 
1 
0.7 

as 
0 
0 
0.8 
0.9 
1 

Таблица 4 
Ь\ Ъг Ъъ b4 bs 

Ъх 
Ьг 
Ъъ 
Ы 
bs 

1 
1 
0.8 
1 
1 

0.6 
1 
0.3 
1 
0 

1 0 
1 0.1 
1 0 
0.9 1 
0.2 0 

0.4 
0 
0.6 
1 
1 

Далее, используя формулу (5), вычисляем матрицу М* и нахо­
дим разность матриц D. 

Таблица 5 
М" 

1 
2 
3 
4 
5 

1 2 3 4 5 
0.9 0.9 0.9 0.9 0.6 
0.8 0.6 0.8 0.1 0.6 
1 0.7 1 0.7 0.6 
1 0.6 0.9 0.5 1 
1 0.6 1 0.5 0.7 

Б 
1 
2 
3 
4 
5 

1 
0 
0 
0 
0 
0 

2 3 4 5 
0.6 0.8 0 0.6 
0.4 0.5 0.1 0 
0.7 0.2 0.7 0 
0.4 0.2 0.5 0 
0 0.3 0.5 0.6 

Матрица D позволяет установить скрытые воздействия. Рассмот­
рим наиболее значимые из них: 

(1 -» 3) модернизация оборудования - конкурентоспособность; 
(3 -> 2) выпуск новых товаров - изменение продажных цен; 
(3 -» 4) выпуск новых товаров - качество продукции; 
(1 -» 2) модернизация оборудования - изменение цен; 
(1 -» 5) модернизация оборудования-территориальное распреде­

ление; 
(5 -^ 5) мероприятия по рекламе-территориальное распределе­

ние. 
Для обнаружения скрытых воздействий установим промежуточ­

ные инциденции. Просматривая все пути, ведущие от входа к выходу, 
и выбирая наибольшие из минимумов между каждым элементом вхо­
да и элементом выхода, определим инциденции для пары (1 -» 3): 

1 
1 

—» 
1 

—» 
0.5 

1 
0.9 

0.3 

0.8 

1 
1 0.9 

0.3 

213 



1 -> 3 -> 3 • ->• 3 0.5 
1 0.9 0.9 

1 -> 1 -» 4 -> 3 0.9 

Выберем наиболее существенные из них и сравним с инциденци-

ями матрицы М. 
1 0.9 1 

1 —> 1 _> 1 _> 3 0.9 
1 0.9 0.9 

1 -> 1 -> 4 -> 3 0.9 
0.1 

1 > 3 0.1 0 .9-0 .1=0.8 

Аналогичные сравнения проводим для остальных пар. 
0.7 0.9 1 

(3->2) 3 -> 1 _> 4 -> 2 0.7 
0 

3 > 2 0 
0.7 0.9 1 

(3->4) 3 -» 1 -> 4 -> 4 0.7 
0 

3 > 4 0 0.7 - 0 = 0.7 
1 0.9 1 

(1->2) 1 -> 1 -> 4 -> 2 0.9 
0.3 

1 > 2 0.3 0.9-0.3 = 0.6 
0.7 0.8 1 

(1 -> 5) 1 -» 2 -» 5 -» 5 0.7 
0.1 

1 > 5 0.1 0 .7-0 .1=0.6 
0.7 1 1 

(5->5) 5 -> 4 _» 5 -» 5 0.7 
0.1 

5 > 5 0.1 0 .7-0 .1=0.6 
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Выводы. Модернизация оборудования влияет на конкурентоспо­
собность через рост числа продажи и качество продукции, выпуск 
новых товаров влияет на изменение продажных цен через модерниза­
цию оборудования и качество продукции; выпуск новых товаров вли­
яет также на качество продукции через модернизацию производства; 
модернизация производства влияет на изменение цен через качество 
продукции и на территориальное распределение через расширение ас­
сортимента и объема товарных запасов; мероприятия по рекламе вли­
яют на территориальное распределение через расширение торговой сети. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. С помощью графов инциденций доказать ассоциативность опе­
рации (АОВ)°С = Ао(в°С) для матриц инциденций. 

2. Определить скрытые влияния для следующей задачи в финан­
совой области. 

Финансовая система предприятия описывается следующими фак­
торами: ах - прибыль; а2 - наличность; а} - основной финансовый ка­
питал; а4 - основной материальный капитал; bf — кредит у поставщи­
ков; Ь2 - долгосрочные кредиты; Ьъ - прирост капитала; Ь4 
-платежеспособность по акциям. Параметры at - a4 считаются вход­
ными, Ь{ - ЬА выходными. Заданы матрицы инциденций А, В, М: 

1 0 0 0.2" 
0 1 0.6 0.4 

0.8 0.5 1 0 ' 
0.9 0.9 1 1 

1 0.6 
0 0.5 

0.2 0.4 
0.8 0.8 

А = 

1 0.1 0.5 0.4 
0.1 1 0.8 0.1 
0.2 0.2 1 0 
0 0.1 0 1 

В-

0.2 
0.7 
0.1 
0 

0.5 
0.4 
0.6 
0.6 
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• ЛеНция 27 
Случайные величины и законы их 
распределения 

Вводится понятие случайной величины; рассматриваются 
функции распределения и плотности вероятностей; изуча­
ются дискретные и непрерывные случайные величины; опре­
деляется независимость случайных величин. 

1°. Случайные величины. Случайной величиной Х(оз), юе£2, 
называется функция, определенная на множестве элементарных собы­
тий £2 . Случайная величина является функцией элементарных исхо­
дов (о, поэтому говорят, что случайная величина - это величина, зна­
чения которой зависят от случая. 

Примеры случайных величин. 
1. Число грузовых машин, проезжающих за один час через кон­

трольный пост ГАИ. 
2. Время ожидания в очереди. 
3. Момент отказа технической системы. 
4. Число бракованных изделий, выпускаемых предприятием за 

определенное время. 
Совокупность вероятностей 

Р{а<Х((й)<Ь} (1) 
для различных а и Ъ называется распределением случайной величины. 

2°. Функция распределения. Рассматривая для любого х ве­
роятность события {Х\(о)< х\, получим некоторую функцию действи­
тельной переменной, которая называется функцией распределения: 

Fx (x) = F(x) = Р{ Х((й) <х}. (2) 
Функция распределения однозначно задает распределение слу­

чайной величины, так как по ней находятся вероятности вида 
P{a<X((a)<b}=F(b)-F(a). (3) 

Выведем эту формулу. Событие { Х(<х>)< b } равно сумме несов­
местных событий {А"(со)<а} и {а < А"(со)<b}. Поэтому 

Р{х(а>) < Ь} = фГ(со) < а}- Р{а < Х((й) <b}. (4) 
Учитывая определение функции F(x), получим 
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F(b)= F(a)+ P{a < X{(a)<b }, 
откуда и следует (3). 

Рассмотрим основные свойства функции распределения. 
1. 0<F(x)<l . (5) 
Действительно, так как значения функции распределения есть ве­

роятности, то неравенство (5) выполняется. 
2. Функция распределения есть монотонно неубывающая функ­

ция, 
a<b^F(a)<F{b). (6) 

Этот факт следует из равенства (4). 
Кроме того, функция распределения удовлетворяет следующим 

свойствам: 
3. limF(x) = 0, limF(x)=l. (7) 
4. Функция распределения непрерывна слева. 
Можно показать, что любая действительная функция, удовлетво­

ряющая перечисленным выше свойствам свойствам, является функ­
цией распределения некоторой случайной величины. 

О Пример 1. Предприятие выпускает изделия, среди которых 60 % 
стандартных. Наугад выбираются 5 изделий. Найти функцию распре­
деления числа стандартных изделий в выборке. 

Решение. Можно считать, что имеются п = 5 испытаний Бернул-
ли с вероятностью успеха/7 = 0.6, тогда q = 0.4. Найдем вероятности т 

успехов (т = 0,5 ) по формуле Бернулли: 

Р,(0)= С5° 0.6° 0.45 =0.01024; Р5(1)=С\ 0.61 0.44 = 0.0768 ; 

Р5(2)=С5
2-0.620.43 =0.2304; Р5(з)=С30.630.42 =0.3456; 

Р5(4)=С5
40.640.4' =0.2592; Р5 (5) = С5

5 0.65 -0.4° =0.07776 . 
Тогда: 

при х < 0 , 
F(x)=P{m<x}=0; 

при0<х<1 
F(x)= P{m<x}= P{m = 0}= 0.01024; 
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при 1<лг<2 
F(x)= P{m<x}= P{m = 0,m = l}= Р5(0)+ Р5(1)=0МШ ; 

при 2 < х < 3 
F(x)= Р{т = 0,т = \,т = 2 }= 0.08704+ ^(2)= 0.31744 ; 

приЗ<х<4 
F(x)= i>{m< х}= Р{т = 0,1,2,3 }= 0.31744 + Р5(з) = 0.66304 ; 

при4<х<5 
F(x)=P{m<x}= P{m = 0,1,2,3,4}= 0.66304 + Р5(4) =0.92224 ; 

при х>5 
F{x)= Р{т < х}= Р{т = 0,1,2,3, 4,5 }= 0.92224 + 0.07776 = 1. 
График функции F\x) имеет вид, изображенный на рис. 27.1: 

F(x)~ 

<^=(t 

^ r -

Н 1-
0 1 2 3 4 5 

Рис. 27.1 • 
\> Пример 2. Функция распределения случайной величины X есть 
Fx(x). Найти функцию распределения случайной величины 
Y=a + aX, a>0. 

Решение. 

F(x) = P{Y< Х}= Р{а + аХ < х}= Р \ X < х-а = F. 'х-а^ 
V G ) • 

3°. Дискретные случайные величины. Случайная величина X 
называется дискретной, если она принимает конечное или счетное мно­
жество значений х, / = 1,2,...;. Распределение дискретной случай­
ной величины задается набором значений и их вероятностей: 

Pi = p{x = Xi\ / = 1,2 (8) 
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где £/>,. =1. 
i 

Если число значений X конечно и равно п, то распределение X 
задается таблицей: 

X. 
1 

Pi 

^ 
р, 

Х2 

Pi 

X и 

Р„ 

Функция F(x), изображенная на рис. 27.1, представляет собой 
типичный пример функции распределения дискретной случайной ве­
личины. 

4°. Непрерывные случайные величины. Случайная величи­
на называется непрерывной, если ее функция распределения F(x) не­
прерывна. Для непрерывной случайной величины .Yвероятность того, 
что она примет конкретное числовое значение, равна нулю. 

Действительно, 
{Х = хй}с{х0<х<х()+Ах}, 

а тогда P{X = xJ<P{x0 < X<x0 +AX\=F(X0 + AX)-F(X0)^0 при 
Длг->0. 

Значит Р{х = х0}= 0. 
Плотностью вероятности случайной величины (по аналогии с 

плотностью физических величин) называется предел 

Рх(х)= р(*)= Шп *{***<*+**> ( 9 ) 

Плотность имеет смысл только для случайных величин, у кото­
рых функция распределения имеет производную ^(х). Тогда предел 
в (9) существует и 

p(x)=F'(x). (Ю) 
Из (10) следует, что 

F{x)= }P(t)dt. (11) 

Формулы (10) и (11) определяют связь между функцией распре­
деления и ее плотностью. 

Из определения плотности следует, что 
Р{х< X < х+Ах}= Р(Х)АХ+ О(ДХ) , 
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т.е. вероятность того, что случайная величина попадает в малень­
кий интервал, приблизительно равна плотности вероятности, 
умноженной на длину этого интервала. Плотность вероятности 
полностью задает распределение вероятностей, так как из (11) 
следует ,что 

Р{а < $ < Ъ}= F{b)- F{a)=] p(x)d x. (12) 

Из (9) и (11) следуют основные свойства плотности вероятно­
стей: 

1) р(х)>0, 

2) *]р{х)йх=\. 

(13) 

(14) 

На рис. 27.2 приведены типичные графики функции распределе­
ния и плотности вероятностей для непрерывной случайной величины. 

F(x)i 
1 . 

ад 

F(x) • 

1 

0 а Ь 

^~ р\а<Х: 

X 

Я*) а 

p{a<X<b) 

Рис. 27.2 

С> Пример 3. Пусть X имеет плотность Рх (х); найти плотность 

случайной величины Y=a + aX, с > 0 . 

Решение. Воспользовавшись примером 2, найдем 

FY(x)=Fx 
( х-а^ 

к а J 
,тогда 

PY(X)=F;(X)=-LF'X 
'•х-а^ 

= - Л х-а 
• 

D> Пример 4. Система состоит из трех элементов и отказывает, если 
отказывает хотя бы один из них. Моменты отказов элементов не зави­
сят друг от друга. Проверка в момент времени Гпоказала, что систе­
ма неработоспособна. Считая, что отказы элементов могут происхо-
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дить в любой момент времени Т, найти функцию распределения 
момента отказа системы. 

Решение. Пусть т,, т2, т3 - моменты отказов элементов, а т 
- момент отказа системы. Тогда 

F(x)= Р{С < х}= 1 — Р{т > х}= 1 - P\zi > х,х2 > х,х} > х}= 

=1-Jp{x1 >Х}Р{С2 >х}р{с2 > л}= 1 - T-xYT-xYT-x 

= 1- ( х^3 

1 - - и 

=1- 1-* 
т 

5°. Независимые случайные величины. Случайные величи­
ны Xi и %2 называются независимыми, если для любых интервалов 
J l 5 12 справедливо 

p{xt eIrX2eI2}= р{Х} е /,\Р{Х2 el2\. (15) 
Таким образом, случайные величины независимы, если собы­

тия, связанные с ними, независимы. 
Для независимых случайных величин 

p{Xl<x],X2<x2\=F]{x])F2{x2). 

-^Задания для самостоятельной работы 

1. В разыгрываемой лотерее из 40 билетов имеется 5 выигрыш­
ных. Найти функцию распределения для числа выигрышных билетов 
из 5 купленных. 

2. В объединении имеются два предприятия. Прибыль в у. е. пер­
вого предприятия в год есть дискретная случайная величина с распре­
делением 

X. 
1 

Pi 

20000 
0.15 

30000 
0.3 

ого, соответственно, 

У, 
Р> 

20000 
0.1 

30000 
0.2 

40000 
0.4 

40000 
0.3 

50000 
0.1 

50000 
0.2 

60000 
0.05 

60000 
0.2 

221 



Найти закон распределения прибыли объединения. 
3. Годовая прибыль в у.е. предприятия определяется случай­

ной величиной X с плотностью распределения 

„/ ч 3-(80x-^-1500) ,Л о/ \ Л , Л 
Р(х) = —i = '- при 30<х<50 и РЫ=0 при х<30 и 

V ; 4000 
х > 50. Найти функцию распределения и вероятность Р{х>40}. 
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• Лекция 28 
Числовые характеристики случайных величин 

Даны определения и изучены свойства математического 
ожидания и дисперсии; введены понятия моды, медианы, 
асимметрии и эксцесса. 

1°. Математическое ожидание случайной величины. Про­
стейшей характеристикой случайной величины является ее матема­
тическое ожидание или среднее значение. Для дискретной случай­
ной величины математическое ожидание определяется как 

мх=^хкРк, (1) 
к 

где хк - значения случайной величины, а рк -их вероятности. 
Для непрерывной случайной величины, имеющей плотность р(х), 

математическое ожидание определим так: 
МХ= jxp(x)dx. (2) 

\ 
п 

обычным средним значением: 

Если р. = — , к — \,п, то математическое ожидание совпадает с 
п 

MZ=£—=^—. 
ы\ п п 

Далее, в зависимости от рассматриваемой ситуации, для матема­
тического ожидания случайной величины Л'могут применяться следу­
ющие обозначения: MX, М(Х), М[Х\, X, а, а^ т, тх. 

Установим свойства математического ожидания (доказательства 
проведем для дискретных случайных величин). 

1. М{сХ)=сМХ. (3) 

Доказательство. М(сХ)=^схкрк =с^хкрк =сМХ. 
. к к 

2. Мс=с. (4) 
Доказательство. Для константы Р{Х = с}= 1 и МХ= с•• 1 = с . 
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з. M(X+Y)=MX+MY. <5> 

Доказательство. Пусть Р{Х = x}= p., PJ7= y.\= q., тогда 

M(X+Y) = ZY(xi + yj)p{x = xi,Y=y.}=Zxi3:p{Y=yj\X=xi}>< 

ХР{Х = Х,}+1,ЪР\Х = Х, | Y= yj}p{Y= y j = E w -1 + Z J ^ 1 = 

4. Если Хн У независимы, то 
M(XY)=MXMY. (6) 

Доказательство. M(XY) = XZ^Уу-Р^ = xt>Y - Vj\= 
' /' 

= 22 * ^ { x = *« № = УЛ = XI д д о ^ = M * • M y . 
i j i j 

[> Пример 1. Найти математическое ожидание первого успеха в се­
рии испытаний Бернулли с вероятностью успехар 

Решение. Момент первого успеха есть дискретная случайная ве­

личина X, принимающая значения I, 2,... (счетное множество значе­

ний) с вероятностями P\X-k\=qk'xp. Тогда MX=Y,kpqk'x = 
k=\ 

. Так как 1*4 ~ ~г^~ , то, дифференцируя это равенство, / = г * 
*=i *=i v-q 

получим 

±kf*-l-g + q- l 
Й * {\-q-f (l-qf • 

Отсюда 

MY Р Р 1 

(l-q) p p '-, 

t> Пример 2. Найти среднее значение момента отказа в примере 
Л. 27.4. 
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Решение. Так как F(x)=\-

з ' • ' 

1 - - , то плотность распределе­

ния равна р(х)= 1—J при 0<х< Т.Тогда 

Jft = J* | 1 - | Л=[* = 0-«)Г]= 

3TJ(l-u)u2du = 3T 
3 4 - 4 Г - ° 

t> Пример 3. При сборке прибора для наиболее точной подгонки 
основной детали может потребоваться (в зависимости от удачи) 1,2, 
3,4 или 5 проб соответственно с вероятностями 0.07,0.21,0.55,0.16, 
0.01. Требуется обеспечить сборщика необходимым количеством де­
талей для сборки 30 приборов. Сколько деталей надо отпустить сбор­
щику? 

Решение. Число проб, необходимых для сборки прибора, есть 
случайная величина Хс законом (рядом) распределения 

X. 
1 

р, 

1 

0.07 

2 

0.21 

3 

0.55 

4 

0.16 

5 

0.01 

Среднее число проб, необходимых для сборки одного прибора, 
равноMA-=10.07 + 20.21 + 30.55 + 40.16 + 50.01 = 2.83. Следова­
тельно, для сборки 30 деталей необходимо иметь п = 30 • 2.83 = 85 де­
талей. • 

2°. Дисперсия случайной величины. Другой важной характе­
ристикой случайной величины X является дисперсия, определяемая 
как 

DX=M{X-MXf. (7) 
Из определения следует, что DX > 0 и дисперсия есть среднее 

значение квадрата отклонения случайной величины от своего средне­
го значения и, таким образом, является мерой рассеивания случайной 
величины. Среднеквадратичным отклонением называется величина 
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a = ^M(X~MXf =fDX, (8) 
которая более характерно представляет меру рассеивания случайной 
величины. 

Далее дисперсия случайной величины X, в зависимости от рас­
сматриваемой ситуации, может обозначаться так: DX, D(X), ЩХ], D^ 

а2,о\. 
Из (7) находим: 

DX = М(Х - МХ)2 = М[х2 - 2X • МХ+ {MX)2 ] = МX2 - 2МХМХ+ 

+ м[(МХ)2]= MX2 - 2(MXf + {MXf = MX2 - (MX)2 • 
Получена формула 

DX=MX2~{MXy, (9) 
которая является более удобной для практических вычислений. 

Свойства дисперсии 

1. Дисперсия константы равна 0, т.е. 

Dc=M{c-Mcf = M{c-cf = 0 . 
2. Константавыноситсяиз-под знака дисперсии в квадрате.т.е 

D(cX) = M[cX- M(cX)Y = M[c{X- MX)? = c2DX. 
3. Если X и Y независимы, то дисперсия суммы равна сумме 

дисперсий. 
Имеем 
D(X + Y) = М[Х + Y- М(Х + Y)f = М[(Х - Мх )+ (Y~ MY)} = 

= м{х ~Mxf + м[{х - мх )(r- MY)]+ M(Y- MYf = 
= DX+M(X-MX)M(Y-MY)+DY=DX+O+DY. 

P> Пример 4. Пусть X - случайная величина, закон (ряд) распреде-

X 
/ 

Pi 

0 

я 
1 

р ления которой равен | n \ n \, где q = 1 - р. Найти математическое 
* i 

ожидание и дисперсию. 
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Решение. По определению MX=^xtp. = 0(l-p)+l• р-р- Так 

как Хг - X, то дисперсия равна DX= MX1 - (MX)2 = р - р2 = рд • • 

£> Пример 5. Функция распределения случайной величины X имеет 
вид F{x) = а-Ье'х, х> О, где Ъ > 0 • Определить а, Ъ, MX, DX. 

Решение. Так как limine) =1 ,то а=1. ПЛОТНОСТЬ вероятности 

случайной величины равна р\х)-Ье~х. Определим b из условия 

j p (x)dx = 1. Получим 
о 

]be'xdx=[-be-xY=b = \, Щ, = ]хр{х)йх=]хе'хйх= [-е'хх]°°о + 
О 0 0 

+ fe-vdx = l, M,2 =]x2e-xdx = [-X^e-*]™ + 2]e~xdx=2. 
0 0 0 

Тогда DZ = MX2 -{MXJ =\. • 

3°. Мода и медиана. В статистических расчетах часто встреча­
ются такие характеристики непрерывных распределений, как мода и 
медиана. 

Модой называется точка максимума плотности вероятности, а ме­
дианой - число, которое делит распределение на две равные части. 
Если Р{Х<а}=Р{Х>а] , то число а является медианой распределе­
ния. 

4°. Моменты, асимметрия и эксцесс случайной величины. 

Начальным моментом к-го порядка vk случайной величины X назы­

вается математическое ожидание величины Хк, т.е. 
vk = M(xk). (Ю) 

Для Дискретной величины 

vt = 2>fo; С") 
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для непрерывной случайной величины Не плотностью р(х) имеем 
(12) 

v t = jxkp(x)dx. 

Центральным моментом к-го порядка Мч случайной величины 

Называется математическое ожидание величины (Х-МХу , т.е. 
(13) 

^к = м\х~МХ)к]. 
Для дискретной случайной величины (14) 

n t = E ( * - M A > , ; 

для непрерывной ^ еч 

\ik = ](x-MXfp(x)dx. 

При к = 1 имеем ц̂  = м(х-МХ)=0 , при к = 2 получаем 

]i2 = M(X-MXj=DX. 
Асимметрией называется выражение 

<x = - f - , 
о 

а эксцессом 

а 
Асимметрия характеризует степень отклонения плотности вероят­

ности от симметричной. Эксцесс характеризует остроту пика макси­
мума плотности вероятности. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Из партии в 20 изделий, среди которых имеются 5 нестандарт­
ных, выбирают случайным образом для проверки их качества 3 изде­
лия. Найти математическое ожидание и среднеквадратичное отклоне­
ние для случайной величины А"нестандартных изделий, содержащихся 
в выборке. 

2. Автомобиль проезжает подряд три светофора, дающие незави­
симо друг от друга зеленый сигнал в течение 1.5 мин. и красный в 

228 



течение 1.2 мин. Найти математическое ожидание, дисперсию и сред­
неквадратичное отклонение случайной величины А'числа остановок 
автомобиля. 

3. Непрерывная случайная величина X имеет функцию распреде­
ления 

0, при х < 1; 
F\x)= • a + bavcsmx, при -1<х<1; 

1, при х>\. 
Найти параметры а и b, MXuDX. 
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• Лекция 29 
Принятие решений в условиях 
неопределенности 

Вводятся матрицы последствий и рисков; изучается приня­
тие решений в условиях полной и частичной неопределенно­
сти; рассмотрен байесовский подход к принятию решений. 

1°. Матрицы последствий и рисков. Для разрешения проблем, 
встающих перед коллективом, руководитель (менеджер) обязан при­
нимать некоторые решения. В теории принятия решений есть специаль­
ный термин: ЛПР -лицо, принимающее решение. 

Принять решение - это решить некоторую экстремальную зада­
чу, т.е. найти экстремум некоторой целевой функции при определен­
ных ограничениях. Например, математическое программирование пред­
ставляет целый класс таких экстремальных задач. Позже для принятия 
решений будет рассмотрено так называемое стохастическое програм­
мирование, которое использует методы теории вероятностей и матема­
тической статистики. 

Не все случайное "измеряется" вероятностью. Неопределенность 
есть более широкое понятие. Неопределенность того, какой цифрой 
вверх ляжет игральный кубок, отличается от неопределенности того, 
каково будет состояние экономики Республики Беларусь через 25 лет. 
Короче говоря, уникальные единичные случайные явления связаны с 
неопределенностью, массовые случайные явления обязательно допус­
кают некоторые закономерности вероятностного характера. 

Пусть ЛПР рассматривает несколько возможных решений 
i = 1,2, ...,т. Ситуация неопределенна, т.е. имеется в наличии какой-то 

из вариантов j = 1,2,... п, Если будет принято /-ое решение, а ситуация 

естьу'-ая, то фирма, возглавляемая ЛПР, получит доход q... Матрица 

Q = (#.. ) называется матрицей поЬледствий или матрицей возмож­
ных решений. Возникает естественный вопрос: какое решение нужно 
принять ЛПР? В этой ситуации полной неопределенности можно выс­
казать лишь некоторые рекомендации предварительного характера. Они 
не обязательно будут приняты ЛПР, так как многое будет зависеть, на­
пример, от его склонности к риску. Но как оценить риск в данной 
ситуации? 
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Допустим, что нужно оценить риск, который несет i-oe решение, 
хотя неизвестна реальная ситуация. Но если бы ее знали, то выбрали 
бы наилучшее решение, т.е. приносящее наибольший доход, а это зна­
чит при у'-ой ситуации было бы принято решение, дающее доход 

g. - гшщ... Значит, принимая i-oe решение, мы рискуем получить не 

q , а только q , т.е. принятие /-го решения несет риск недобрать 

Гу - 4j ~ Чу . Матрица i?=(г.) называется матрицей рисков. 

О Пример 1. Пусть матрица последствий Q -

'4 
5 
8 
2 

2 
3 
5 
I 

8 
7 
4 
4 

П 
6 
10 
8 

Со­

ставить матрицу рисков. 

Решение. Имеем q, - та&щп = 8 , q2 = 5, q3 - 8, q4 -10. Следо­

вательно, матрица рисков R = 

fA 3 0 9"\ 
3 2 1 4 
0 0 4 0 
6 4 4 2 

• 

Несомненно, что риск - одна из важнейших категорий предпри­
нимательской деятельности, неотъемлемая черта этой деятельности. 
Риск - понятие многогранное и далее нам придется не раз с ним встре­
титься. 

2°. Принятие решений в условиях полной неопределенно­
сти. Некоторыми ориентирами могут служить следующие правила-ре­
комендации. 

Правило Валъда (правило крайнего пессимизма). Рассматривая 
г'-ое решение, считаем, что на самом деле ситуация складывается са­
мая плохая, т.е. приносящая самый малый доход а. - min</,y. Теперь 

выберем решение ia с наибольшим а. . Итак, правило Вальда реко-
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мендует принять такое решение /' , что а. = таха. = т а я mmq. . 
'о i ' i \ j У J 

Для примера 1 имеем: а , = 1 , а2=Ъ, а 3 = 4 , а 4 = 1 , 

а = maxjl, 3,4, l} = 4. Значит, правило Вальда рекомендует принять тре-
тье решение. 

Правило Сэвиджа (правило минимального риска). При исполь­
зовании этого правила анализируем матрицу рисков R = \г..). Рассмат­
ривая г'-ое решение, считаем, что на самом деле складывается ситуа­
ция максимального риска Ъ. = тахг. . Но теперь уж выбираем решение 

/,, с наименьшим Ь. • Таким образом, правило Сэвиджа рекомендует 

принять такое решение и, что Ь. = min6 = min maxr. . 

В частности, для примера 1 имеем: 6, = 9, Ь2=4, Ьъ = 4, 64 = 6, 

b. = min(9, 4,4, б}= 4. Значит, правило Сэвиджа рекомендует второе 
или третье решение. 

Правило Гурвица (взвешивающее пессимистический и оптимис­
тический подходы к ситуации). Принимается решение /, на котором 

достигается максимум ^ ЩЩу + у ~ X)max<jr.. t г д е о < X < 1. Значе­
ние X выбирается из субъективных соображений. Если X приближа­
ется к единице, то правило Гурвица приближается к правилу Вальда, 
при приближении X к нулю правило Гурвица приближается к так на­
зываемому правилу "розового оптимизма". 

Для примера 1 при X = — правило Гурвица рекомендует третье 

решение. 
3°. Принятие решений в условиях частичной неопределен­

ности. Допустим, что в рассматриваемой схеме известны вероятнос­
ти р. того, что реальная ситуация развивается по варианту/Такое 
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положение называют частичной неопределенностью. В этом случае 
для принятия решения можно выбрать одно из следующих правил. 

Правило максимизации среднего ожидаемого дохода. Доход, ко­
торый получит фирма при реализации /-го решения, является случай­

ной величиной (?. с рядом распределения % 
Л 

\ 
р. . Математи­

ческое ожидание MQ. и есть средний ожидаемы доход, который 

обозначим Q.. Итак, правило рекомендует принять решение, которое 
приносит максимальный средний ожидаемый доход. 

Пусть, например, в схеме из л. 2 вероятности р следующие: 

1 1 1 1 — 2 3 — 31 — 43 
* = Г Р> = 6> Р> = 6- *< = б-Т°Гда 6 l = T ' °>=Т' Q ' = T' 
— 19 43 
И4 - — . Максимальный средний ожидаемый доход равен — и он о о 
соответствует третьему решению. 

Правило минимизации среднего ожидаемого риска. Риск фир­
мы при реализации /-го решения является случайной величиной R с 

г ... г 
рядом распределения ~г zj— . Математическое ожидание MR 

- средний ожидаемый риск R . Правило рекомендует принять реше­
ние с минимальным средним ожидаемым риском. 

При указанных выше вероятностях для примера 1 получим: i^ = 4, 

^ 2 = — , ^ = — , ^ 4 = " Т - Минимальный средний ожидаемый риск ра­

вен — и соответствует третьему решению. 

Отметим, что иногда в условиях полной неопределенности при­
меняют правило Лапласаравновозможности, которое состоит в том, 
что в приведенной схеме вероятности р считают равными и после 
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этого выбирают какое-нибудь из двух сформулированных выше пра­
вил-рекомендаций принятия решений. 

4°. Риск как среднее квадратическое отклонение. Дадим 
еще одно понятие риска. Рассмотрим какую-нибудь операцию, доход 

которой есть случайная величина Q,aQ = MQ - средний ожидаемы 

=^ф-о! доход. Среднее квадратическое отклонение а„ 

- это мера разбросанности возможных значений дохода вокруг сред­
него ожидаемого дохода. Найдем риски г. (в новом определении) до­
ходов б,, для примера 1 с вероятностями р. из п. 3. 

Ряды распределения, средние ожидаемые доходы и новые риски: 

б,: 
4 

1 
2 

2 

1 
6 

8 

1 
6 

1 

1 
6 

— 23 Q = ±1 = 3.83 ' ' 6 , г, = 2 . 2 . 

б2: 
5 

1 
2 

3 

1 
6 

7 

1 
6 

6 

1 
6 

, £ = ^ = 5.16, г, «1.2; о 

б,: 
8 

1 
2 

5 

1 
6 

4 

1 
6 

10 

1 
6 

, е з = ^ = 7.16, г, «2.1; 
о 

й»: 
2 

1 
2 

1 

1 
6 

4 

1 
6 

8 

1 
6 

е 4 = 1 ^ = 3.16,'г4 =2 .3 . 

Нанесем средние ожидаемые доходы и риски на плоскость - до­
ход Q = q откладываем по горизонтали, а риски - по вертикали 
(рис. 29.1). 
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2.3 
2.2 
2.1 

1.2 

-+• - И 
3.16 3.83 5.16 

Рис. 29.1 
7.16 

Получили четыре точки. Чем правее точка {q; r), тем более до­
ходная операция, чем точка выше - тем более она рисковая. Значит, 
нужно выбирать точку правее и ниже. Точка (q'; /) доминирует точку 

(q; г), если q > q и г' < г . 
В нашем случае вторая операция доминирует первую и четвер­

тую; третья доминирует также первую и четвертую. Но вторая и третья 
операции несравнимы -доходность третьей больше, но риск ее тоже 
больше. 

Точка, не доминирующая никакой другой, называется оптималь­
ной по Парето, а множество всех таких точек называется множе­
ством оптимальности по Парето (см. Л. 21). Ясно, что если из рас­
смотренных операций надо выбирать лучшую, то ее обязательно надо 
выбрать из операций, оптимальных по Парето. 

Для нахождения лучшей операции иногда применяют подходя­
щую взвешивающую формулу, которая для пар (q; r) дает одно число 
и определяет лучшую операцию. Например, если взять взвешиваю­
щую формулу Е\@, r)= 5Q-r , то в рассматриваемом выше случае 

имеем: £ ( д , г3)= 35.8-2.1 = 33.7, Е{@2, Г2)= 25.8-1.2 = 24.6, и луч­
шей в указанном смысле будет третья операция. 

5°. Байесовский подход к принятию решений. Рассмотрим 
следующий пример. 
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[> Пример 2. Экспериментатор показал два совершенно одинако­
вых на вид мешочка и сказал, что в одном 80 % белых фасолин 
и 20 % коричневых (назовем этот мешочек белым), а в другом 80 % 
коричневых фасолин и 20 % белых (назовем этот мешочек коричне­
вым). Затем он унес оба мешочка, потом вернулся с одним и предло­
жил угадать какой это мешочек. Если угадаете, то получаете 10 долл., 
не угадаете - ничего не получите. Ясно, что ваш выигрыш Fслучаен 

и имеет ряд распределения 
10 

1 
2 

0 

1 
2 

, При этом средний выигрыш в 

расчете на одну игру равен MV=V = 10- — + 0— = 5 долл. Через 

некоторое время экспериментатор усложнил игру. Он предложил вам 
вытащить одну фасолину, увидеть ее цвет и после этого сказать, какой 
это мешочек. Но за это он попросил уплатить предварительно 1 долл. 
Возникает вопрос: надо ли платить? 

Решение. Подсчитаем, надо ли платить. Теперь мы уже не будем 
наугад говорить, какой мешочек перед нами, а скажем, что перед нами 
мешочек цвета вытащенной фасоли (это называется "решающее пра­
вило"). Какова вероятность угадывания? Ясно, что эта вероятность 
равна вероятности вытащить из мешочка фасолину того же цвета и, 
очевидно, равна 0.8 • 

В примере 2 - суть байесовского подхода к принятию решения. 
Допустим, что предприниматель раздумывает над выбросом на 

рынок нового перспективного товара. Но он не знает, "пойдет" ли то­
вар. Для уточнения ситуации он производит пробную партию и смот­
рит, как она раскупается. После этого ситуация становится более оп­
ределенной, т.е. более прогнозируемой. Для уточнения ситуации можно 
выпустить еще одну пробую партию и проанализировать какие-нибудь 
другие моменты. 

В общем, байесовский подход выглядит так. Пусть имеется веро­
ятностный прогноз ситуации S: P(S = н)= р . Имея такой прогноз, 

можно найти средний ожидаемый доход Q или средний ожидаемый 

риск R и т.д. Рассмотрим возможность проведения пробной опера-
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ции, которая может уточнить распределение вероятностей \р }, и но­

вое распределение вероятностей есть W. \. Новому распределению ве­

роятностей соответствуют новый ожидаемый доход Q', средний ожи­

даемый риск 1( и т.д. Если ЛПР решит, что при таком уточнении 

пробная операция оправдывается (например, если увеличение средне­

го ожидаемого дохода превышает затраты на проведение пробной опе­

рации), то он ее проводит. Новое распределение вероятностей W } 

обычно находят по формулам Байеса. 

& Задания для самостоятельной работы 

1. Для матриц последствий Л, = 
3 2 8Ч 

4 6 3 
7 5 4 J 

и ^ = 

'5 2 8 4Ч 

2 3 4 12 
8 5 3 10 
1 4 2 8 / 

составить матрицу рисков и определить какие решения рекомендуют 

правила Вальда, Сэвиджа, Гурвица при А = — . 
4 

2. Пусть в случае матрицы \ распределение вероятностей сле-

1 1 1 „ „ 
дующее: р1 = —, р2 = —, ръ = — . Найти решение, максимизирующее 
средний ожидаемый доход, минимизирующее средний ожидаемый 
риск. Пробная операция сместила распределение вероятностей так: 

, 1 , 1 , 3 „ 
/ ? , = - , р2 = — , ръ - — . При какой стоимости пробной операции ее 

8 8 4 
проведение целесообразно, если в качестве критерия взять средний 
ожидаемый доход? 

3. Рассмотреть три различных операции со случайным доходом. 
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- 5 
0.3 

0 
0.2 

5 
0.2 

10 
0.3 

- 5 
0.1 

0 
0.2 

- 5 
0.5 

10 
0.2 

- 5 
0.3 

0 
0.2 

- 5 
0.2 

10 
0.3 

Вычислить для всех операций ожидаемый доход Q, среднее квад-
ратическое отклонение г. Изобразить указанные операции графически 
и с помощью взвешивающей формулы E\J2,rj~l0Q-r найти луч­
шую и худшую операции. 
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• ЛеИция 30 
Основные вероятностные распределения 

Изучены биномиальный закон распределения, распределение 
Пуассона, равномерное и показательное распределения; вве­
дено понятие функции надежности системы. 

1°. Биномиальный закон распределения. Биномиальный за­
кон есть закон распределения числа успехов в п независимых испыта­
ниях Бернулли. 

Дискретная случайная величина Xраспределена по биномиаль­
ному закону, если она принимает целые значения т - О,1, 2,..., п с 
вероятностями, определяемыми формулой Бернулли 

Р{Х = т}=Рп{т)=С:Р
тГт, (1) 

где 0<р<1, p + q-l. 

При этом fJpmqn~m ={p + qj =\. 
Л1=0 

Найдем математическое ожидание и дисперсию введенного рас­
пределения. Для этого рассмотрим функцию 

f{p)=±pmq"-m = {p+qy. 
Дифференцируя эту функцию пор, получим 

±трт-1
Ч

п- = n{p + q)n'] -> ±трт
Ч""" = np{p + g)-1 . (2) 

/л=1 ш=0 

Так как/? + q = 1, а левая часть (2) есть MX, то будем иметь 
МХ= пр. (3) 

Продифференцировав равенство (2) пор и умножив результат на 
р, получим 

tm2p",q'^=nplp + q),-1 + p{n-l){p + q'r2], 
т=0 

а так какр + q - 1, то М\Х2)- np\l + р(п-\)]. 
Тогда дисперсия равна 

DX= М(Х2)-(MX)2 =np + n(n-l)p2 -n2p2 =np(\-p)=npq, 
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DX=npq. (4) 

О Пример 1. В цехе находятся 10 станков, каждый из которых нахо­
дится в рабочем состоянии с вероятностью 0.9. Каково среднее значе­
ние работающих станков? 

Решение. 
т = пр = 100.9 = 9 . О 

2°. Закон Пуассона. Рассмотрим следующую задачу: счетчик 
улавливает космические частицы, которые появляются независимо друг 
от друга, причем вероятность появления одной частицы за время At 
равна ЯД/ + о(д?), Я > 0, а вероятность появления двух и более частиц 

равна о(Д/). Требуется найти вероятность рк (t) появления к частиц за 
время наблюдений /. 

Пусть {к, t} - событие, заключающееся в том, что в течении вре­
мени t счетчик зарегистрирует ровно к частиц. Тогда, очевидно, 

P{k,t + At}=P{k,t}P{0,At}+P{k-l,t}P$,At}+P{l,At,l>2}. 

Отсюда следует уравнение для рку): 

Рк (/ + At) = рк (/)(1 - Рх (д/)+ о(Д/))+ рк., (/)/>, (д/)+ о(Д/)-> 

рк (t + At) = Рк (0(1 - ЯДг)+ Рк_х {fyAt + o(At) -> 

Устремив At —» О, получим дифференциальное уравнение 
для/7,(0 (Л:>0): 

P'k(l)=-bpk(t)+-kpk_M). (5) 
При к = 0 получается уравнение 

/>;(')=^о(0. (б) 
Легко проверить, что решением системы уравнений (5), (6) при 

начальных условиях Jp0(o) = 1, рк(о)=0 (к > 0) будут функции 

При t = 1 получим формулу Пуассона 
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Л = — , * = <U2, . . . . (7) 

Случайная величина ^называется распределенной по закону Пу­
ассона, если она принимает целые неотрицательные значения к с ве­
роятностями рк, определяемыми формулой (7). 

» v v A V x _XVA* -Л х , 
Заметим, что 2,Рк = Ъ—— = е L,— ~e e =1. к=о к=о к\ к=о к\ 
Найдем числовые характеристики этого распределения. 

- кке'х - А*~'<ГХ - Л"е~Л 

МХ= Х £ ^ - = А £ 9 - А - = А Х ^ ^ = А1 = А <ыо к\ к=\ \k-ly. я=о я! 
Для вычисления дисперсии рассмотрим функцию 

*=о /с! 

Дифференцируя это равенство по А , получим 
ке-

2 
^2А*-'е-Л AAV"X 

Й й 
=!-> 

1 £^*£l_ A = 1 _, IM(Z2)-A =1 -» M(Z2)=A(I+A). 
X к=о к\ А 

Тогда дисперсия .ШГ будет равна: 
DX=M(x2)-(Mxf = А + А 2 - А 2 = А . 

Таким образом, для закона Пуассона математическое ожидание 
и дисперсия равны параметру распределения: 

МХ=Х, DX = \ . (8) 

[> Пример 2. При движении по проселочной дороге автомобиль ис­
пытывает в среднем 60 толчков в течении 1 часа. Какова вероятность 
того, что за 30 с. не будет ни одного толчка? 

Решение. Число толчков в течении времени t есть случайная ве­
личина, распределенная по закону Пуассона с параметром А?, где 
А = 1, t (мин.). Тогда 
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Pk = 
_e~kW. 

k\ 
• pQ=e-K,=e 2=0.61. • 

3°. Равномерное распределение. Случайная величина X на­
зывается равномерно распределенной на отрезке [a,b], если ее фун­
кция распределения есть 

F(x)=\ 

О, х<а; 
х-а 
Ь-а 
1, х>Ъ. 

, а<х<Ь; (9) 

Плотность распределения равномерной случайной величины есть 

1 
(10) р(х) = -, а<х<Ь; 

Ь-а 
0, х<а, х>Ь. 

На рис. 30.1 приведены графики функций F(x) и р(х). 

ы> к 

ю 
А 
а b X 

ж)* 
Ь-а 

V 

0 -с 1 X 

Рис. 30.1 
Из выражения для плотности видно, что для равномерно рас­

пределенной случайной величины вероятность попадания в лю­
бой интервал, содержащийся в [a,b], пропорциональна длине 
этого интервала. 

Найдем числовые характеристики распределения. 
1 Ь2-а2 а + Ь *~ ь 1 МХ= \xp(x)dx= \х &х-

' Ь-а Ь-а 2 (И) 

M(z2Wf—!— x2dx 
V ' ib-a b-a 3 

1 Ъг-аг a2+ab + b2 

Тогда 

9Л9. 



[> Пример 3. Интервал движения троллейбуса равен 15 минут. Како­
ва вероятность того, что пассажир, приходя на остановку троллейбу­
са в случайный момент времени, будет ожидать транспорт не более 
5 минут? Найти среднее время ожидания. 

Решение. Пусть Х- время ожидания. Очевидно, случайная вели­
чина X распределена равномерно на отрезке [ОД 5]. Тогда 

Р{Х < 5}= F(5)= — = - , а МХ= ^ ^ = 7.5 (мин). • 
i J w 15 3 2 

4°. Показательное распределение. Показательное распреде­
ление является одним из основных распределений в теории массового 
обслуживания и теории надежности. Функция распределения в этом 
случае имеет вид 

F(x)=P{X<x}=l-e-Xx, х>0, (13) 
где Л. > 0, а плотность вероятности 

р(х)=Хе-Хх. (14) 

Пусть v,, v2,... случайные моменты времени, в которые проис­
ходит некоторое событие Л (например, отказ некоторой системы), а X 
- случайная величина - число появлений события А за время t. Поток 
событий называется простейшим, если А" распределена по закону Пу­
ассона. 

Найдем вероятность того, что время до появления первого собы­
тия будет меньше /. 

P{v^<t}=l-P{v,>t}=l-p0(t) = l-e-x', 

т.е. момент времени v, распределен по показательному закону. Мож­
но показать, что в случае простейшего потока все интервалы между 
наступлениями события Л, т.е. величины vt+1 -vk также распределе­
ны по показательному закону. 

Вычислим числовые характеристики распределения. 
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MX= J дЛ*-** d x = [- хе**] ~ + ]е-* d х = | > (15) 
о о Л,' 

Af(x2)= J x 2 ^ ^ d x = [ - x V u ] ~ +2\хеХх&х=^1, 
о о Л, 

DZ = М{Х2)- (MX)2 = \ , о{х) = 1 (16) 
А. л 

ДЛЯ показательного распределения математическое ожидание и 
1 

среднеквадратичное отклонение равны — , гДе 0 < А, - параметр рас-
А 

пределения. 
5°. Функция надежности. Пусть v - момент отказа некоторой 

технической системы. Функция надежности R(t) определяется как ве­
роятность того, что система будет работать безотказно до момента вре­
мени /, т.е. 

R(t)=Pfy>t}. (17) 
В частности, если поток отказов простейший, то случайная вели­

чина v распределена по показательному закону и 
R{t)=Xe-k'. (18) 

^Задания для самостоятельной работы 

1. В цехе имеются 6 одинаковых станков, коэффициент использо­
вания каждого из которых равен 0.7. Найти вероятность того, что в 
некоторый момент работают 3 станка. 

2. Среднее число вызовов на АТС за время / = 5 мин. равно 30. 
Найти вероятность того, что за 1 мин. поступит не более двух вызовов. 

3. На остановке человек ожидает автобуса. Для поездки ему под­
ходят 2 маршрута, интервал движения автобусов одного маршрута -
30 мин., а второго -15 мин. Какова вероятность, что его время ожида­
ния не превосходит 5 мин.? 

4. Для зерноуборочного комплекса момент отказа считается рас­
пределенным по показательному закону. В технической документации 
устанавливается норма надежности: в 90% случаях отказ не должен 
происходить в течение 80 часов работы. Найти среднее время безот­
казной работы и функцию надежности комплекса. 
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• Лекция 31 
Нормальное распределение 

Рассмотрен закон нормального распределения, вычислены 
его основные характеристики и приведен способ их оценки. 

1°. Функция распределения и плотность. Нормальное рас­
пределение играет наиболее значительную роль в прикладных задачах 
теории вероятностей и в частности в экономике. Случайная величина 
X называется распределенной по нормальному закону с параметрами 
а и а (записывают Хе N(a, о)), если ее функция распределения име­
ет вид: 

В соответствии с этим, плотность вероятности нормально распре­
деленной величины будет равна 

Покажем, что функция (2) действительно является плотностью, 
i 2 ' 

г' 
+оо I +оо tf / J V 

т.е. что J / (x)dx=l . Пусть / - .— J e x p j - - i\&t > послезаме^ 

t-a 1 +°° ( t2 | 
ны и = получим / = ,— | ехр\ \dt. Вычислим выражение 

a yjlnL { 2 J 
I2 I2 12Л.,2 

1 +~ _iL 1 +~ J2- 1 +~+~ 'l +'l 
I2 = -^je 2 dt^-^je 2dt2=—j je 2 dttdt2. 

•J 2K -~ v2n-~ 2TC_^_M 

Рассматриваем последний интеграл как двойной и сделаем в нем 
переход к полярным координатам, ts=r cos ф, t2 = r sin ф. Якобиан пре­
образования равен г. Получим 

/ 2 = _ L ^ J e 2 rd r = — -2я— / г 2 dr2 = 
27t о о £& ** о 
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--•2е 2 

2 
= ! - » / = !. 

Графики функции распределения F(x) иДх) плотности име­
ют вид, показанный на рис. 31.1. 

При больших а кривая плотности становится более поло-

K*)h 
Fix) , 

1 . 

0 5 

\ 

^ 
0 

а-0.1 

Р* 
о*1 

о-10 

Рис. 31.1 

гой, а чем меньше а, тем острее пик функции в точке х = а, при 
о"—»0 f(x)-*6(x-a), 5(x) - функция Дирака. 

Если а = О, а = 1, то говорят, что Х\Х0) имеет стандартное 
нормальное распределение. В этом случае функция распределения 

F\x) (F{x)=-~ + Ф(Х))И ПЛОТНОСТЬ ф(х) определяются так: 

Ф 
1 •*-*е 2 . (3) 

У12П О VZTI 

Функция Ф\х) называется стандартной функцией Лапласа, а 
ф(д;) часто называют малой функцией Лапласа. Значения этих фун­
кций при х>0 приведены в таблицах нормального распределе­
ния. Очевидно, ф(-.х)=-ф(;к). При пользовании таблицами сле­
дует отличать ф(х) от функции F(x), которая определяется как 

F(*) = -iJe"2.df= 2 

42% -х v2n о 
л 

dr. (4) 
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Функция F(x) равна вероятности Р{Х<х} и на рис. 31.2 
представлена площадью заштрихованной области от -оо до х, а 
F\x) равна Р{-х< X <х} и представлена площадью криволиней­
ной трапеции от -х до х. 

-х х 
Рис. 31.2 

Связь между функциями ф(х) и F(x) выражается формулами 

ФМ = ̂ ' ^*) = 2ф(*)- (5) 
Таким образом, получаем 

Р{\ X | < х}= F(x) = 2Ф(х). (6) 

Если Р\Х0 < t }= а , то t - F'1 (а) и значение / называется кван­

тилем распределения уровня а . Из (5) следует, что если F(t) = а , 

1 + а 
то t является квантилем уровня . 

Из примера Л. 27.2 следует, что если Хъв N[p,l), то 

X = аХа+ае N(a,a). Обратно, если XeN(a,a), то 

X0 = (*Z^eN(0,l). 

С> Пример 1. В технических приложениях часто встречается "пра­
вило трех сигм", согласно которому значениями нормальной слу­
чайной величины, отличающимися от среднего значения больше 
чем на За, пренебрегают. Найдем вероятность этого события. 
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4|^-a|>3a}=l-p{|^|<3J = l-Pflz0|<3}= 

= 1 - F(l) = 1 - 0.9973 = 0.0027 . • 

2°. Параметры нормального распределения. Вычислим чис­
ловые характеристики нормального распределения. 

МХ= м{сХ0+а)= оМХ0+а = а + -== \ хе 2 dx= a , 
л/2л — 

так как подинтегральная функция нечетная. Очевидно, что МХ0 = 0 . 

м(х2 )= м\аХ0 + aj \= м(а2 X"- + 2ааХ0 + а2 )= а2м(х2)+ 2ааМХ0 + 

+ Md= О2М(Х1 )+ а2 =—+f x V ^ dx+a2 =-—Jxde~ +a2 = 
2л _м ' 2л _„ 

л/2л хе >/2л-. 
J e 2 dx+д2 =а2+а2 

Тогда /)ЛГ= лфг2)-(МА)2 = a2 +a2 -a2 = а2. 
Таким образом, 

МХ=а, DX=a2- С7) 
Параметры а и а нормального распределения равны математи­

ческому ожиданию и среднеквадратичному отклонению. Для опреде­
ления закона нормального распределения достаточно найти параметры 
а и a, так как они однозначно определяют плотность распределения. 

Путем несложных вычислений можно показать, что асимметрия 
и эксцесс для нормального распределения равны нулю. Эти парамет­
ры характеризуют меру отклонения распределения случайной величи­
ны от нормального. 

t> Пример 2. Отклонения диаметров подшипников от своего номи­
нального значения подчинены нормальному закону. Выборочные дан­
ные показали, что в 90 % случаев эти отклонения не превосходят 1.5 
Мк. Определить величину рассеивания значений диаметров. 
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Решение. Из условия задачи следует, что р\\ Х-МХ\ < 1.5 }= 0.9 . 
Тогда 

Х-MX < — \ = 0.9^Р\ *.1*м = 0.9 

1.5 Используя таблицу П. 2, находим -^— = 1.65, откуда а = 0 91 • П 
о 

3°. Определение характеристик нормального распределе­
ния. На практике параметры нормального распределения, как и любо­
го другого, находятся по экспериментальным данным. Пусть имеется 
выборка из и значений х1,х2,...,ха случайной величины Хе N(a,a). 
Эти значения можно рассматривать как независимые одинаково рас­
пределенные случайные величины. В качестве оценок для а и а есте­
ственно взять величины 

(8) 
И ,=1 П ,=1 

Посмотрим, насколько хороши такие оценки. Считая х. случай­

ными величинами, получим, что х и о также есть некоторые слу­
чайные величины. 

Определим их средние значения. 

Мх= М — 2JX. = — ZJMX -—па = а . 
m=i ' j n ,=i ' п 

Среднее значение оценки совпадает с истинным значением, та­

кую оценку считаем удовлетворительной. Далее, пусть yt - х.-а, тогда 

у. также будут независимыми случайными величинами со средними 

My. = 0 и дисперсиями Dy! = а2 . Вычислим 

М±(х;-х^ =М±(у +а — ±(ук+4\ = М± 1 » 
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- Г , 
i = i П А=1 Л ^*=I J /=l|_ /I ^1=1 t=l 

так 

П k=ll=i 

как M(y.^.j= My.My. = 0. 

2 2n , 1 2П -, 1 2 / i\ 2 
—а ' +—па -\n-l)a 
п п 

л л 

Поэтому Ма2 Фа2 и оценку а2 из (8) следует подправить. В 

качестве оценки для а1 берут величину 

Л — I /=1 
(9) 

тогда Ms2 = о2 . 

Ж Задания для самостоятельной работы 

1. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 
параметрами 1,0.5. Найти вероятности Р{Х>0}, Р{0<Х<2}. 

2. Нагрузка на вал двигателя распределена по нормальному 
ну с параметрами a = 450, о = 30. Найти пределы, в которых из 
ется нагрузка с вероятностью 0.9. 

3. Случайная величина Х>0 распределена по логарифмически 
нормальному закону, если ее логарифм есть нормальная случайная 
величина. 

Пусть In Хе N(a,b). НайтиMX,DX. 

зако-
изменя-
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• Лекция 32 
Закон больших чисел и локальные предельные 
теоремы 

Доказано неравенство Чебышева и установлен закон боль­
ших чисел; сформулирован усиленный закон больших чисел; 
приведены локальная предельная теорема Муавра-Лапласа 
и теорема Пуассона. 

1°. Неравенство Чебышева. Нормальный закон является уни­
версальным в том смысле, что при сложении большого числа доста­
точно произвольных случайных величин получается нормальное рас­
пределение. Этот факт устанавливают так называемые законы больших 
чисел. 

Для доказательства важных теорем закона больших чисел выве­
дем сначала неравенство Чебышева. 

Неравенство Чебышева. 
Пусть X произвольная случайная величина со средним MX и конеч­

ной дисперсией DX. Тогда 

р{\Х-МХ\>г}<^. (1) 
8 

Доказательство (для непрерывной случайной величины с 
плотностью р(х)). 

DX = м[(Х - МХ)2]= J(x-MXfp(x)dx = \{х-МХ)г p(x)dx+ 
-°° |д--Д/Д|<е 

+ j(x-MXfp(x)dx> l(x-MXfp(x)dx>e2 \p(x)dx = 
| X-MX\>E I x-MX\i.z | x-MX\>e 

= г2р{\Х-МХ\>г]. 
Отсюда следует неравенство (1). • 
2°. Закон больших чисел в форме Чебышева. 
Пусть случайные величины Хг Х2,...,Хп,... попарно независимы 

и их дисперсии ограничены одним и тем лее числом с. Тогда для любого 
е>0 
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limP •±Xk—±MX. 
И И * Л*=1 * 

<е (2) 

1 А Доказательство. Обозначим Г = — £ ЛГ . 

Тогда A/Y = А/ Г1 " ^ 1 " 
£Jf t = —S-^-^it и, так как'АГ^ попарно неза-. И *=1 I И *=1 

висимы, то 

DY=c(l-±xX-L±DXk<~nc=-. 
ynk=\ к) п\• к=\ п2 п 

Применим к случайной величине Yn неравенство Чебышева. 

Р\\Y-MY > е [ < — ^ < — т - > 0 при и->оо. 

Тогда 
р { | У - М 7 | < е } = 1 - р { | У ; - М 7 | > е Ь 1 п р и » ^ о = . 

Подставляя вместо Yn и A/Yn их выражения, получим соотноше­
ние (2). В частном случае, если все Хк одинаково распределены и 

МХк = a , то из (2) получим 

И т Р -£*-« 
И*=1 

< Е •1 (3) 

Тогда говорят, что последовательность случайных величин 

Y ]=•[ — £, XЛ стремится к своему среднему значению а по веро-
[пш J 

ятности, • 
3.Теорема Бернулли. 
Пусть имеется п испытаний Берпулли с вероятностью успеха р, 

где т - число успехов, aq = 1 —р. 
Тогда для любого е > О 
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т 
Р 

п 

< е ^ ~ » 1 , п—>°°, (4) 

т.е. частота события А стремится к его вероятности при неограничен­
ном увеличении числа испытаний. 

Эта теорема дает обоснование стохастическому определению ве­
роятности, т.е. при больших п за вероятность события можно принять 
его частоту. 

Доказательство. Рассмотрим неравенство Чебышева для схе­
мы независимых испытаний Бернулли. Здесь т - число успехов, и, 
заменяя в (1) е на пг , получим 

т 
Р 

п 

<г\>\- £1 
2 

(5) 
пг 

Переходя в (5) к пределу при п —) °° , получим теорему Бернул­
ли. • 

[> Пример 1. При штамповке пластинок из пластмассы по данным 
ОТК брак составляет 3 %. Оценить вероятность того, что при про­
смотре партии в 10000 пластинок, выявится отклонение от установ­
ленного процента брака меньше, чем на 1 %. 

Решение. Здесь следует определить 

Р0-Р 
т р 
п 

<г\ при р = 0.03, е = 0.01, п = 1 000. 

По теореме Бернулли искомая вероятность 

P0>h РЯ pq 0.03-0.97 n 0 Q 1 
— I , где -£-т = 7 = 0.291. 
пе2 т2 1000 0.012 

Получаем р0> 0.709. • 

4°. Усиленный закон больших чисел. Закон больших чисел 
(2) утверждает, что 

1 ±Хк--$МХк->0 (6) 

по вероятности. Усиленный закон больших чисел утверждает, что со­
отношение (6) выполняется с вероятностью 1, т.е. 
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р\-±Хк--±МХк-*о\ = 1. (7) 

Вывод этого закона опускаем. 
5°. Локальная предельная теорема Муавра-Лапласа. Рас­

смотрим п испытаний Бернулли с вероятностью успеха/; и неуспеха q. 
Пусть X есть число успехов в п испытаниях. Вероятность 
Рп (т) = Р{х = т} выражается формулой Бернулли, Л. 24.1. Однако, 
при больших п вычисления по этой формуле становятся практически 
невозможными. Для вычисления вероятностей Рп{т) = р™ использу­
ют предельные теоремы. 

Предельная теорема Муавра-Лапласа. 

При п—>°° 
( 1 U 

Н ^ " : пг I е хР1~ 
уЦПу/прд 

(8) 

т—пр 
где х= . равномерно для всех т , для которых х находится в конеч-

•Jnpq 

ныхпределах а<х<Ъ. 

t> Пример 2. При массовом производстве изделий при штамповке 
вероятность брака равна 0.7. Какова вероятность того, что из 100 взя­
тых наугад изделий окажется 20 бракованных? 

Решение. Непосредственный подсчет вероятности С^О^О.в80 

весьма затруднителен. Используем предельную теорему Муавра-Лап­
ласа. Тогда 

U * » = , , ' e x p j f - 1 0 0 - " - 2 ] , ' .0.0997. 
V2W100-0.2-0.8 [л/ЮОО.2 0.8 J л/2л-4 

6°. Теорема Пуассона, Если в серии испытаний Бернулли р = Р„ 

зависит от номера испытаний таким образом, что прп -» а при п —> °°, 
то 
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lim 
n—»*° № ake~° 

k\ 
= 0 (9) 

Доказательство. Имеем 

P(k)=Ck
nP

kq" 
n(n-i)...(n-k + l){ a f. a 

a 
Id v "; 

И 1 — ... 
n 

k\ 

k-\\ 

1-
n \ 

( 
1 - -

V n 

~*~j7e При П—>oo. 

П 
Из этой теоремы следует, что если р мало, а п велико, как что 

пр =а,то 

№= 
k -a 

а е 
к\ 

(10) 

О Пример 3. Завод отправил потребителю партию из 200 изделий. 
Вероятность повреждения в пути равна 0.01. Найти вероятность того, 
что поврежденных изделий будет не более 3. 

Решение. Здесь р = 0.01, п - 200, и для вычисления вероятнос­
тей применим теорему Пуассона. 

а = пр = 2; 

Р{11<3}=^Р5(к)=е-2 +2e~2 +2e~2 + V 2 = ^ = 0.85/''. П 
*=о 3 Зе 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Число телевизоров повышенного качества составляет в сред­
нем 40 % общего их выпуска. Пользуясь неравенством Чебышева, 
оценить вероятность того, что в партии из 500 телевизоров доля повы­
шенных по качеству отличается от средней не более, чем на 0.06. 

2. Вероятность изготовления размеров деталей в пределах допус­
ка равна 0.85. НаДти вероятность того, что из 100 деталей половина 
окажется в номинале. 
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3. В порту каждые сутки может появиться одно большегрузное 

судно с вероятностью р = — . Вероятность появления более одного 

судна пренебрежимо мала. Найти вероятность того, что за месяц (30 
дней) порт посетят не более 5 судов. 
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• Лекция 33 
Центральная предельная теорема. 
Применения закона больших чисел и 
центральной предельной теоремы 

Сформулированы центральная предельная теорема (ЦПТ) и 
ее следствие - интегральная теорема Муавра-Лапласа; ука­
заны применения закона больших чисел и ЦПТ. 

1°. Центральная предельная теорема. Эта теорема устанав­
ливает предельное распределение сумм большого числа случайных 
величин и ее простейшая форма следующая. 

Пусть Х^,.:.,Х(,... - независимые и одинаково распределенные 

случайные величины, MX.-a, DX. =a2 (i = 1,2,...); У =Х-^и- Тогда ы 
при п —> о» равномерно по а и {3 имеем 

f 
Р а<-

v 

Y -па \ 
а4п <Р 1 Р JL 

Л/2Я а 
\е 2 dx. О) 

Это значит, что закон распределения случайной величины 
Yn-na 

Г неограниченно приближается к нормальному заколу с пара-
o"vn 

метрами 0,1. Итак, универсальность нормального закона распределе­
ния заключается в том, что при соответствующей пормироте после­
довательность независимых случайных величин стремится к 
нормальному закону. 

[> Пример 1. Количество тонн цемента, взятое задень с цементного 
склада, является случайной величиной с рядом распределения 

. С какой вероятностью 2 000 т цемента хватит на квар-
0 

I 
4 

20 

1 
2 

40 

1 
4 

тал (90 дней)? 
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Решение. Пусть X. - случайное количество цемента, взятое 
в z'-ый день со склада. Считаем, что эти величины независимы 
и одинаково распределены с указанным выше рядом распределения. 
Тогда MX. = 20 , DX. - 200 . В соответствии с ЦПТ закон распределе-
ния их суммы за квартал Y90 - приближенно нормальный с 
параметрами М^)=90 -20 = 1800, Z>(j^)=90-200 = 18 000 и 

ar = Jl8000 = 134 . 

<- Ллг „-vwvrt 1 J2000-1800 Следовательно, Fy^ < 2000;= — + Ф\ = 0.93, где 

ф(х)= je'idt. 
>/2я о 

П 

2°. Интегральная теорема Муавра-Лапласа. Оказывается, что 
при больших п нормированное биноминальное распределение стре­
мится к нормальному. Этот факт отражает интегральная предельная 
теорема Муавра-Лапласа, являющаяся следствием ЦПТ. 

Пусть имеется п испытаний Бернулли с вероятностью успеха 
р; т - число успехов. Тогда для любых а и р* при п —> «> справедливо 

РШ^Ш-<^\ 1 % 
yfnpq 

> - = = j e ~ 2 &х = ф($)-ф(а). 
л/2я а 

(2) 

Для доказательства этой теоремы отметим, что число т можно 
представить суммой п независимых и одинаково распределенных слу­
чайных величин, после чего надо воспользоваться ЦПТ. 

Используя соотношение (2), получим несколько формул, удоб­
ных для практических вычислений вероятностей при больших я. 

Преобразовывая события в левой части (2), находим: 

Р { а < т < | 3 } = Ф W 
4щщ 

-Ф а-пр 
v 4ПРЯ / 

_ 1 
~2 

F h-np] 
yfnpq 

-F 
г V 

а-пр 
Jnpli j 

(3) 

Р^\т-пр\<а)=2Ф 
( \ а 
Jnpq 

= F 
( \ а 
Jnpq (4) 
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т 
р 

п 

<а!- = 2Ф а. 
ч 

= F а. (5) 

1 « i l 
Здесь F(x) = -j=]e 2 dt. 

л/2я -v 

О Пример 2. Вероятность попадания в цель из скорострельного ору­
дия равна 0.8. Найти вероятность того, что при 900 выстрелах число 
попаданий будет заключено в границах от 690 до 740. 

Решение. Имеем: /> = 0.8; <? = 0.2; и =900; а = 690; (3 = 740. 

$-пр _ 740-900-0.8 _ 740-720 
~npq л/900-0.8-0.2 12 

Тогда iLJZ= '," ™»-"-° = ' - " ^ " = 1.667, а-пр 

= -2.5'. 

npq 

_ 690 -720 
12 

Из формулы (3) получаем 
P{690<m< 740}= Ф(1.667)- ф(-2.5) = 0.905-(l- 0.988) = 0.893. • 

[> Пример 3. При вытачивании болтов наблюдается в среднем 10 % 
брака. Исследуется партия из 400 болтов. Найти с вероятностью 0.9 
пределы, в которых заключено число бракованных болтов в этой партии. 

Решение. Используем формулу (4). Здесь /7 = 0.1; q = Q.9; 

и = 400; Л) =0.9. 

Тогда пр = 40; Jnpq = V400-0.10.9 =6 ; F ~/сЛ 
, 3 6 , 

= 0.9. 

а Используя таблицу П. 2, определим — = 1.64, т.е. а = 59.04. С 
36 

требуемой вероятностью р0 имеем \т-пр\<<х, т.е. 

|m-40|<59.04->0<n?<100. Q 

t> Пример 4. Каково должно быть п, чтобы с вероятностьюр0 от-
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клонение частоты от вероятности появления события А в п испытаниях 
Бернулли в вероятностью успеха/) не превосходила е ? 

Решение. Из таблиц функции F{x) по заданной вероятности р0 

определим квантиль t функции F\x), т.е. такое значение t , что 

F\t ) - р0 . Из формулы (5) получим £ J — = t , откуда находим п. 
" V и ° • 
Рассмотрим некоторые применения закона больших чисел и ЦПТ. 
3°. Усреднение влияния независимых факторов. Закон 

больших чисел утверждает, что при очень большом числе случайных 
явлений их результат перестает быть случайным и может быть пред­
ставлен с большей степенью определенности. 

Пусть, например, крупный банк ведет множество финансовых опе­
раций: на межбанковском рынке кредитует другие банки и сам зани­
мает деньги, принимает и выдает вклады физических лиц, продает и 
покупает акции и облигации и т. п. При этом проигрыш по некоторым 
направлениям компенсируется выигрышем на других, что обеспечи­
вает банку устойчивое финансовое положение. 

Указанная стратегия банка представляет, по существу, единствен­
ный разумный вариант на финансовом рынке. Научное название этого 
принципа - принцип диверсификации ("разнообразия"). Он означает, 
что нужно проводить разнообразные, не связанные друг с другом опе­
рации, тогда убытки от одних операций будут более или менее покрыты 
прибылью от других операций. Отметим, что следование этому прин­
ципу не принесет максимально большого дохода, но зато обеспечит 
устойчивую работу, некоторый средний доход и убережет от больших 
убытков. 

Математическим выражением этого принципа является следую­
щее утверждение: пусть Хх,...,Хп -независимые, одинаково рас­
пределенные случайные величины с математическим ожиданием а 
и средним квадратическим отклонением а. Пусть X - их среднее 

арифметическое; тогда МХ=а, ax=—j=. 
•Jn 

Если случайные величины X. трактовать как случайные доходы 
от некоторых независимых и примерно одинаковых по масштабам опе-
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рации, а среднее квадратическое отклонение как величину риска, то 
получаем следующий вывод о диверсификации: при усреднении ре­
зультатов независимых и примерно одинаковых по масштабности 
операций средний доход также усредняется, а риск однозначно 
уменьшается, т.е. диверсификация ведет к усреднению дохода и к 
уменьшению риска. 

Рассмотрим, например, две независимые операции со случай­

ным доходом: Q{ = 
-10 
0.1 

0 
0.1 

10 
0.5 

20 
0.3 .4" -10 

0.1 
0 

0.2 
10 
0.3 

20 
0.4 

Вычислим средние доходы и риски: Qx =10, Dg,= 80, a, =8.9; 

Q2 = 10, DQ2= 100, а2 = 10. Вместо проведения только одной какой-
нибудь операции (на обе не хватает средств), вложим половину денег 
в каждую операцию, т.е. проведем операцию Q = 0.52, + 0.5Q2. 

Получаем 6 = 10, DQ={DQADQIJM = A5. 
A A A 

Значит, 

а = v45 = 6.4 . Итак, ожидаемый средний доход остался прежним, а 
риск стал меньше минимального из рисков операций. 

4°. Страхование. Поясним некоторые термины страхования. 
Страхователь (или застрахованный) - тот, кто страхуется. Страхов­
щик - тот, кто страхует. 

Страховая сумма - сумма денежных средств, на которую заст­
раховано имущество, жизнь, здоровье страхователя. Эта сумма вып­
лачивается страховщиком страхователю при наступлении страхового 
случая. Размер страховой суммы зависит от очень многих обстоя­
тельств и варьируется в весьма широких пределах. Выплата страховой 
суммы называется страховым возмещением. 

Страховой тариф - плата с единицы страховой суммы. Тариф 
состоит из нетто-ставки, предназначенной для выплат страховых сумм, 
и нагрузки к нетто-ставке, необходимой для обеспечения рентабельно­
сти работы страховщика. Плата со всей страховой суммы называется 
страховым платежом - платится страхователем страховщику. 

Теория страхования базируется на следующей аксиоме. 

Аксиома. 

Среднее суммарное страховое возмещение (по всем страховым 
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договорам) должно быть равно суммарным страховым платежам по 
нетто-ставкам. 

0 
р 

1 
ч 

Пусть, например, разрабатывается кампания по страхованию дач­
ных домиков от пожара сроком на один год на одну и ту же сумму S в 
дачном товариществе. Предполагаем, что будет заключено довольно 
много договоров страхования. Какую назначить нетто-ставку и нагрузку 
к ней? 

Считаем для простоты, что все п членов товарищества заключат 
договоры страхования, а вероятность сгореть за год одна и та же для 
всех домиков и равна/?. Определим случайную величину X., прини­
мающую два значения 1 и 0 в зависимости от того, сгорит ли г'-ый 
домик или нет. Тогда все X. независимы, одинаково распределены с 

рядом распределения , математическим ожиданием М[Х.)= р 

и дисперсией D\X.)= pq . 
Число домов, сгораемых в данном товариществе за год, есть слу-

п 

чайная величина X = £ X.,. Имеем МХ^ пр, DX= npq, а = yjnpq , 

и по ЦПТ случайная величина ̂ распределена по нормальному зако­
ну. 

Суммарное страховое возмещение Z= XS, где 5 - страховая сум­
ма. Математическое ожидание Z будет MX- S - npS, и столько же стра­
ховщик должен получить со всех страхователей; значит, нетто-ставка 

npS равна — - = р . nS 
Итак, по крайней мере, в теоретическом плане нетто-ставка есть 

вероятность страхового случая. 
Определим нагрузку к нетто-ставке. Так как суммарное страхо­

вое возмещение Z= XS - случайная величина, то при страховом та­
рифе t, равном нетто-ставкер, страховщик получит со всех страхова­
телей сумму Е = pnS. Из свойств нормального распределения 

P{Z > Е}= — . Другими словами, в половине случаев страховщик бу-
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дет в убытке. Естественно ему это не подходит, и он сам должен "под­
страховаться", т.е. он должен назначить тариф t больше, чем непо­
ставка. Пусть страховщик задался вероятностью Y того, чтобы сум­
марное страховое возмещение оказалось меньше суммарных 
страховых платежей Et - tnS. Тогда нужно найти t из условия 

P(z< Et )= у . Имеем 

P{Z< Et}= P{XS< tnS}= P{X < tn}= Ф 
nt-np 1 

( 
т.е. Ф nt-np 

Jnpq 
= Y — • Отсюда получаем (t-p)Jn~ _ 

•Тм = v , значит, 

t = p + Гп , где значение v определяется из равенства 0(v) = Y " 2 " 

Последняя формула и есть основа для формирования тарифа. При этом 
в среднем суммарные страховые платежи превысят суммарное стра­

ховое возмещение на величину 
nSVifpq 

SvJnpq , с учетом которой 

тариф может еще увеличиться или уменьшиться для обеспечения не­
обходимой рентабельности работы страховщика. 

Реально страховщик не располагает величиной р, а знает только 
статистику числа сгоревших дачных домиков в этом товариществе в 

разные годы, т.е. он имеет ряд х1, , xf числа сгоревших домиков. 
Поэтому приходится неизвестные величины, т.е. прежде всегор, заме­
нять их статистическими оценками. В частности, вместор использует­

ся ее оценка-частота р -
х1 +... + Х, 

_ 
В реальности страховщики действуют от достигнутого. Это зна­

чит, что в зависимости от конкретных обстоятельств они увеличивают 
или уменьшают тариф. Например, если предстоящее лето прогнозиру­
ется очень жарким и сухим, то тариф может быть увеличен. 

В заключение этого пункта отметим, что вопросами страхования 
жизни и здоровья людей занимается так называемая актуарная мате­
матика, которая представляет собой серьезную и строгую теорию. 
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jgf Задания для самостоятельной работы 

1. Найти вероятность того, что при 900 бросаниях монеты число 
гербов будет менее 450. 

2. Из 900 малых предприятий, каждое в течение года может обан­
кротиться с вероятностью 0.2. Найти вероятность того, что число дей­
ствующих малых предприятий в конце года будет заключено в преде­
лах от 690 до 740. 

3. При массовом производстве продукции 5 % выходит в брак. 
Сколько изделий нужно отобрать, чтобы с вероятностью 0.99 можно 
бьшо утверждать, что среди них доля брака отличается от 5 % не более 
чем на 1 %. 

4. Каждый двадцатый кредит не возвращается в срок. В этом году 
банк планирует выдать около 300 кредитов. Найти вероятность того, 
что только не более 10 кредитов не будут возвращены в срок. 

5. Каждый десятый проданный телевизор возвращают обратно в 
магазин. В прошедший месяц было продано примерно 1000 телевизо­
ров. Найти вероятность того, что возвращено будет не менее 70 теле­
визоров. 
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• Лекция 34 
Системы случайных величин 

Изучены системы случайных величин, ковариация и корреля­
ция, функции случайных величин. 

1°. Системы случайных величин. Часто результат опыта опи­
сывается не одной случайной величиной X, а несколькими случайны­
ми величинами Л",, Хг,..., Хп. 

В этом случае говорят, что указанные случайные величины обра­
зуют систему \ХЛ, Х2,..., Хп). 

Систему двух случайных величин [X, Y) можно изобразить слу­
чайной точкой на плоскости. 

Событие, состоящее в попадании случайной точки (Х; У) в об­

ласть D обозначим в виде [X; Y) с D . 
Закон распределения системы двух дискретных случайных вели­

чин можно задать в виде таблицы 1. 
Таблица 1 

"V Y 
X \ . 

Х\ 

хг 

%т 

yi 

Рп 
Pi\ 

Рт\ 

Уг 

Рп 
Рп 

PmL 

Уп 

Pin 
Pin 

'. 
Ртп 

Здесь х{ < хг <... < хт, yt < у2 <... < уп; р - вероятность собы­

тия, заключающегося в одновременном выполнении равенств X = х., 

У-У)ут.е. р.. = р\х = х; Y= у \, при этом £ Е Р0- = 1 • Таблица мо­

жет содержать бесконечное множество строк и столбцов. 
Закон распределения системы непрерывных случайных величин 

(А-, У) будем задавать с помощью плотности вероятностиУ(л:,̂ ). 
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Вероятность попадания случайной точки \Х; У) в область D опре­
деляется равенством 

P{(X;Y)<zD}=jjf(x,y)dxdy. 
D 

Функция J{x,y) обладает следующими свойствами: 
1°. f(x,y)>0. 

2°. JJf(x,y)dxdy = l_ 

Если все случайные точки (X; Y) принадлежат некоторой конеч­

ной области D0, то условие 2° примет вид }J/(x, y)dxd у = 1. 

Математические ожидания дискретных случайных величин Хи У, 
входящих в систему, определяются так: 

тх =MX=t±*Л ,mY = MY=ttУ}Р, , (1) 

а соответствующие характеристики непрерывных случайных величин 
- по формулам 

mx=MX=*JJxf{x,y)dxdy, mr=MY=JJyf(x,y)dxdy. (2) 

Точку \тх;тг) называют точкой рассеивания системы случай­
ных величин [X, Y). 

Отметим, что если случайные величины Хи ^независимы и из­
вестны их законы распределения, то математические ожидания тх и 

ту можно найти проще, если использовать соответствующие форму­
лы из Л. 28. 

Дисперсии дискретных случайных величин Хн У определяются 
формулами 

DX=t±p{x,-mxY, DY=±±Pij(y.-mY} , (3) 
i=l >1 /=U=1 

а дисперсии непрерывных случайных величин X, Y, входящих в систе­
му, находятся по формулам 
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DX=+JJ{x-mJf(x,y)dxdy, DY=J+f{y-mY)2f(x,y)dxdy. (4) 

Средние квадратичные отклонения случайных величин Хн У оп­
ределяются так: 

сх=Л>Х , or = J~DY. (5) 
Для дисперсий можно использовать также формулы из Л. 28: 

ПХ=м(х2)-(МХ)2, DY= M(Y2)-{M^)2 . 

£> Пример 1. Пусть (X, У) имеет следующую таблицу распределе­
ния: 

\ У 

х\ 0 
1 

-1 

0 
0.2 

0 

0.1 
0.1 

1 

0.5 
0.1 

Найти математические ожидания и дисперсии случайных вели­
чин Хи У. 

Решение. Имеем: 
mJf=0-0 + l-0.2 + 0-0.1 + l-0.1 + 0-0.5+l-0.1 = 0.4; 
m y = - 1 0 + 00.1 + l-0.5-10.2 + 00.1 + 10.1 = 0.4. 

От системы величин (Х, У) перейдем к системе центрированных 

величин [х,у), где Х = Х-тх = Х-0А< Y=Y-mY = Y-0A. 
Составим таблицу 

X -0.4 N 

0.6 

-1.4 

0 
0.2 

-0.4 

0.1 
0.1 

0.6 

0.5 
0.1 

Получаем: 
DX= (-0.4)2 • 0 + (0.6)2 • 0.2 + (- 0.4)2 • 0.1 + (О.б)2 • 0.1 + 

+ (- 0.4)2 • 0.5 + (О.б)2 • 0.1 = (О.б)2 • 0.4+(0.4)2 • 0.6 = 0.24; 
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£>Г=(-1.4)2-0.2 + (0.4)2-0.2 + (0.б)2 -0.6-0.392+0.032+0.216- 0.64. 

2°. Ковариация и корреляция. Важную роль в теории систем 
случайных величин играет так называемый корреляционный момент 
(ковариация) 

cov(X,Y)=KXY = M[(x-mx)(Y-my)]. 
Для дискретных случайных величин корреляционный момент на­

ходится по формуле 
KXY = X £ (*„ - тх ){ут - тг)Рпт , 

т п 

а для непрерывных 

кхг = 7 7(*~ тх ) ( У - mr)Ax> У)АxdУ • 

Случайные величины Хи У называют некоррелированными, если 
их корреляционный момент Кху равен нулю, и коррелированными - в 
противном случае. 

По свойствам математического ожидания 

M[{X-mx)(Y-mY)] = M{XY-mxY-mYX+mxmY)= 

= M{XY)-mxMY-mYMX+mxmY = M(XY)-mxmy . 
Такое выражение для корреляционного момента иногда удобнее 

для вычислений, и отсюда следует, что независимые случайные вели­
чины некоррелированы. 

Если корреляционный момент положителен, то случайные вели­
чины называются положительно коррелированными, если отрицате­
лен - то отрицательно коррелированными. 

Вместо корреляционного момента часто удобно использовать ко­
эффициент корреляции 

охоу 

являющийся безразмерной величиной. 
Если случайные величины Хн Y связаны точной линейной зави­

симостью Y= aX + b , то kXY = sgna , т.е. kXY = 1 при а > 0 и kXY = -1 
при а < 0. 
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Вообще, как легко видеть, коэффициент корреляции удовлетво­
ряет условию -1 ̂  кХУ < 1. 

р> Пример 2. Найти коэффициент корреляции кху для случайных ве­
личин X, Уиз примера 1. 

Решение. Найдем М(XY). Для этого переберем все клетки таб­
лицы, перемножим значения компонент X, Y и вероятности, записан­
ные в этих клетках, и все эти произведения сложим. Тогда, 
ЛфГГ) = 0 + 0+0 + (-1)-0.2 + 0+1-0.1 = -0.1. Значит, Кхг = М(ХУ)-

-mymY =-0.1-0.16 = -0.26 . Теперь получаем £ = — ^ - ~ 
К 

ахаг 

= _ £ £ L = S _ 0 . 6 6 . п 
V0.64 0.24 

3°. Функции случайных величин. Пусть Л"- случайная вели­
чина, а у = ф(х) - обычная функция, область определения которой со­
держит множество значений случайной величины X. Тогда Y= (p(x) -
случайная величина, являющаяся функцией от случайной величины 
X, которая свои значения у принимает так: у = ф(лг), где х - какое-то 
значение, принятое в ходе опыта случайной величиной X. 

Говорят также, что X есть аргумент функционально зависимой 
случайной величины Y. 

Возникает задача: как, зная распределение случайного аргумента 
X, определить закон распределения функции Y= (p(jf)? Если Л'-дис­
кретная случайная величина, то это сделать нетрудно; а если Х- не­
прерывная случайная величина, то это сложнее, и на этот счет спра­
ведлива следующая теорема. 

Теорема. 
Пусть Х- непрерывная случайная величина с плотностью распре­

деления f(x), а (р(х) - монотонная дифференцируемая функция; тогда 
плотность распределения случайной величины F= (f>\X) есть 
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g(yhf{v(y)bb)\> 
где \\i{y) - функция, обратная к ф. 

Математическое ожидание случайной величины У= <р(х) нахо­

дится так: МУ=Хф(*)р,' е с л и случайная величина X дискретна; 

А/Т= j(p(x)f(x)dx, если X непрерывна и ее плотность есть f(x). 

[> Пример 3. За каждый процент перевыполнения плана полагается 
40 руб., а за каждый процент недовыполнения заработок уменьшается 
на 30 руб., но не более, чем на 100 руб. Найти ожидаемый размер 
премии, если прогноз выполнения плана следующий: 

96 
0.01 

97 
0.02 

98 
0.03 

99 
0.2 

100 
0.2 

101 
0.2 

102 
0.2 

103 
0.14 

Каков ожидаемый размер премии, если известно, что план вы­
полнен? 

Решение. Найдем ожидаемый размер премии У. Это есть функция 
от процента выполнения плана. К прогнозу выполнения плана снизу 
пристраиваем еще одну строку значений У (руб.). 

96 
0.01 
-100 

97 
0.02 
-90 

98 
0.03 
-60 

99 
0.2 
-30 

100 
0.2 
0 

101 
0.2 
40 

102 
0.2 
80 

103 
0.14 
120 

*,v (-100-180-180-600 + 800 + 1600 + 1680) „п „ Г 
Имеем: MY= '- ~ 30.2 руб. 

100 Р У
П 

В заключение данной лекции отметим, что зависимость между 
случайными величинами подробно будет рассмотрена позже в Л.43. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Дана таблица, определяющая закон распределения системы 
двух случайных величин (X, У): 
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\ Y 
X \ 

10 
20 
30 

20 

за. 
2\ 
к 

40 

А 
4Х 
2А. 

60 

0 
2Х 
5Х 

Найти: 
1) коэффициент X; 
2) математические ожидания тх и тг; 

3) дисперсии а2
х и а*; 

4) коэффициент корреляции kXY. 
2. Дана случайная величина X с рядом 

распределения. Составить ряды распре­

деления случайных величин Y= 2X и Y- X2; вычислить математи­
ческое ожидание и дисперсию этих случайных величин; построить 
графики их функций распределения. 

- 4 
0.1 

- 1 
0.2 

1 
0.1 

3 
0.1 

4 
0.4 

6 
0.1 
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• ЛеНция 35 
Системы массового обслуживания в 
экономике и финансах 

Даны описания систем массового обслуживания, выведены 
формулы для расчета характеристик одноканалъных и мно­
гоканальных систем. 

1°. Структура и характеристики системы массового обслу­
живания. Одним из видов моделей, описывающих процессы в эконо­
мике и финансах, являются системы массового обслуживания. Ими мож­
но описывать функционирование предприятий, банков, организаций 
сферы обслуживания, деятельность которых связана с исполнением ка­
ких-то однотипных операций. 

Система массового обслуживания (СМО) включает в себя обслу­
живающие устройства, называемые каналами обслуживания, обрабаты­
вающие поток заявок (требований), поступающий на ее вход в случай­
ные моменты времени. После обслуживания канал освобождается и готов 
к приему новой заявки. Случайный характер поступления и обслужива­
ния заявок может приводить к очередям или к простаиванию канала. 
Таким образом, в СМО имеются: входящий поток заявок, очередь, по­
ток необслуженных заявок, каналы обслуживания и выходной поток 
обслуженных заявок. Характеристиками СМО являются вид потока 
заявок, число обслуживающих каналов, их производительность и пра­
вила организации работы СМО. В результате показатели эффективнос­
ти функционирования СМО выражаются через параметры СМО и пото­
ка заявок, а также характера работы СМО. Наиболее характерный вид 
СМО - это когда все потоки событий (потоки заявок, потоки обслужива­
ния заявок и др.) являются пуассоновскими, т.е. обладают свойствами 
отсутствия (для любых двух непересекающихся промежутков време­
ни число событий, наступающих за один из них, не зависит от числа 
событий, наступающих за другой) и ординарности (вероятность наступ­
ления за малый промежуток времени более одного события пренебре­
жимо мала по сравнению с вероятностью наступления за этот промежу­
ток одного события). Для простейшего пуассоновского потока 
промежутки между двумя событиями распределены по показательному 
закону. 

2°. Одноканальная СМО с отказами. Система содержит один 
канал, на вход которого поступает пуассоновский поток требований, ин-
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тенсивность которого (среднее число событий в единицу време­
ни) равна X• 

Одноканальная СМО с отказами характеризуется двумя со­
стояниями: Е0 - канал свободен и Ех - канал занят. Переход из Е 
в Ех происходит при поступлении требования, переход из Е{ в Е0 
- при обслуживании требования. Плотности вероятностей пере­
хода из Е0 в Еу и из Ех в Е0 равны X и ц , т.е. 

pfo—^E^XAt + oiAt), p{El-^-^E0}=iiAt + o(At) (см. рис.35.1). 

Рис. 35.1 
Пусть pa(t) вероятность того, что в момент / система нахо­

дится в состоянии Е0, a px(t) - в состоянии Ev Тогда 
ра (t + At) = Ро (t )(l - XAt)+ Pi (t)n At + о (At), 

pXt+A^^pXtXl-iiA^+p^XAt + oiAt), 
откуда 

At At 
При At —> 0 получим дифференциальное уравнение 

P'o = -*P„(')+№,(<)• (!) 
Аналогично, 

p'^-pptf+lpoit). (2) 
Добавим к этим уравнениям условие p0(t) + />,(/) = 1 и на­

чальные условия />,(0) = 0, р0(0) = 1. 
Для решения этих уравнений перейдем к преобразованиям 

Лапласа. 

Pis)=]e-"p(t)dt, тогда ]е" p'(t)dt = p(o)+sP(s). 
о о 

Учитывая начальные условия, из (1) и (2) получим 
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| l + sP0(S)=-XP0(S)+n/|(s), 

Ц(0=-К(*)+К(4 
Решая эту алгебраическую систему уравнений, получим 

ц 1 А. 1 
X + \i s X + \x s+X + ц 

A 1 A 1 

(3) 

A + ц. s Х + ц s + X + ц' 
Находим обратные преобразования Лапласа. Так как 

1 , 1 
- <-» 1, <-» е , то 
s s + a 

/'.(О—О"**-*40* ), ^ ( / )~ ( l - e - ( ^' ). л+ц А + ц 
В установившемся режиме (при t —> °°) получим 

где ^0 = ton/>„(/), ^ =limp (/). 
Используя предельные вероятности, выпишем основные характе­

ристики эффективности функционирования СМО в установившемся 
режиме. 

1. Вероятность того, что канал свободен рй -
Х + \1 

2. Вероятность того, что поступившая заявка будет принята к об-

служиванию /»о6 = р0 А + ц. 

X 
3. Вероятность занятости канала р 1 X + \i 

X 
4. Вероятность отказа заявке р = р{ = 

А + ц 
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5. Относительная пропускная способность канала (средняя доля об­

служенных заявок среди поступивших) Q= » = —t-— . 
А + ц 

6. Абсолютная пропускная способность канала (среднее число об­

служиваемых заявок в единицу времени) A = XQ = Крп = —— . 
А + ц. 

7. Интенсивность выходящего потока обслуженных заявок 

Ац. 
v = A = Xpt А + д. ' 

8. Среднее время обслуживания заявок Г6 = — . 

9. Среднее время пребывания заявок в системе Т = рп — = -, г. 
L V V- + V-) 

[> Пример 1. Пусть на телефонную линию филиала банка производи­
тельностью д. = 0.8 вызовов/мин. и простейшим потоком обслуживания 
поступает простейший поток вызовов клиентов с интенсивностью 
А = 0.9 вызовов/мин. Определить показатели эффективности работы 
линии, влияющие на итоговый доход филиала. 

Решение. Математической моделью телефонной линии является 
одноканальная СМО с К = 0.9 иЦ = 0.8. Используя приведенные фор­
мулы для показателей эффективности, получим: 

вероятность того, что канал свободен р0 = = 0.47; вероятность за-
А + и. 

А 
нятости канала р = = 0.529 ; среднее время простоя канала 

А + р. 

Т = — = 1.1 мин.; среднее время обслуживания Г6 = — = 1.25 мин.; ве-
А д. 
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роятность отказа рогк = = 0.529; абсолютная пропускная способ-
Л + ji 

ность А = - ^ - = 0.424. 
Х + ц 

Вероятность того, что канал занят, больше вероятности того, что 
канал свободен, т.е./7, >р0, это происходит из-за того, что интенсив­
ность входящего потока А = 0.9 больше производительности канала 
|1 = 0.8. • 

3°. Многоканальная СМО с отказами. Многоканальная СМО 
определяется п + 1 состояниями: £ - в системе занято к каналов, к = 
0,1,2, ...,п. Вероятности переходов равны: 

р\Ек—^->Ем}=Ш + о{м\ Л = 0,и-1; 

p{EM^->Ek}=fqi&t + o(At\ к = й , 
а граф состояний имеет вид (см. рис. 35.2) 

Рис. 35.2 

Выведем дифференциальные уравнения для/?Д t) - вероятности того, 
что занято к каналов. 

p0(t + At)= p0(t)(l ~\At)+Pi(t)iAt + o(Atl 

pk(t + At)=pk(t)(l-XAt-kyLAt)+pk_](t)kAt + pk+l(t)(k+l}iAt + o(At), 

p„ ({+A*)=P„ (')(* - и ^ д 0+ pn-Ml+°(д0 

Отсюда находим 

~7TEA 
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р'А*)=*P*-I (')-(*+*и>* (0+ (к+fypk+i (4 (5) 

Кроме того, 'Zpk{t)=l ир0(0) = 1,рк(0) = 0, к = 1,п. 
fc=0 

Предельные вероятности при t —> °° (р̂ .) удовлетворяют системе 
алгебраических уравнений 

V*., - fa + ку)рк + (к + l\ip = 0, 

*•/>„-,-W„= О, 

(6) 

так как limp'.(t) = 0. 
Для решения этой системы введем величины 

ак = ~"крк -(k+l)\i рш, тогда из (6) получим а0 - а, =... = ал_, = 0, зна­
чит 

Х4=(Л+1)ц^+1, к = 0,п-1-
Тогда 

flw •ц(Л + 1)У* ц2(А; + 1>: Pk-i=-: цы(к + 1) Ро 

или 

/»* = 
'АЛ 

, Л; = 0,и. 

Таккак £ п =1,то £ 
Г л Л 

v^y А;! 
=1,откуда 
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Ро = 
1 

» хк 

V л 

(7) 

и 2 
^ 
и 

-, * = 1,и. (8) 

л=0 W! 

Для многоканальной системы вероятность того, что требование 
получит отказ, равна вероятности того, что все каналы заняты,т.е. 
р = р а вероятность того, что оно будет обслужено/?о6 = Q-\ -pn. 
Среднее число занятых каналов будет равно 

* = №*. (9) 

Среднее число требований А, обслуживаемых СМО в течение еди­
ницы времени, будет равно 

A = -KQ = X^-pn). (Ю) 

4°. Другие разновидности СМО. Из множества видов СМО, в 
зависимости от условий их функционирования, рассмотрим следующие. 

1. СМО с ожиданием. Если заявка поступит в момент, когда все п 
каналов заняты, то она становится в очередь и ожидает своего обслужи­
вания. У такой системы бесконечно много состояний: Ек (к = 0,1,... , и) 
- к каналов заняты и очереди нет, Еп+к (к = 1,2,...) - все каналы заняты и 
в очереди находится к заявок. Граф состояний такой СМО изображен на 
рис. 35.3а). 

Рис. 35.3 
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2. СМО с ожиданием и конечной очередью. Здесь система такая 
же, как и в СМО с ожиданием, только требование теряется, если в оче­
реди к моменту его поступления находится т требований. Граф состоя­
ний этой СМО показан на рис. 35.36). 

j*<Задание для самостоятельной работы 

В офисе банка находятся трое служащих. Если клиент заходит в 
офис и все служащие заняты, то он уходит. Среднее количество клиен­
тов, обращающихся в офис за 1 час, равно 5 чел. Определить: а) вероят­
ность того, что клиент получит отказ/; или будет обслужен/?^; б) сред­
нее число клиентов А, обслуживаемых в течение 1 часа; в) среднее число 
занятых служащих. 
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• Лекция 36 
Стохастическое программирование 

Рассмотрены различные виды задач стохастического про­
граммирования и приведен конкретный пример решения за­
дачи СТП. 

1°. Виды задач стохастического программирования. Значи­
тельная доля управленческих решений сводится к решению задач опти­
мизации выбора, управления и распределения ресурсов, математичес­
кой моделью которых является задача линейного программирования, где 
переменные величины являются строго детерминированными. Однако, 
на практике такая определенность существует редко, так как часто бы­
вают неизвестны сроки, условия и объемы поставок ресурсов и товаров, 
причем чем больше период планирования или прогнозирования, тем 
выше неопределенность в оценке ресурсов Ър норм расхода аг и коэф­
фициентов целевой функции с. Так как а., Ь., с случайны, то ЛПР (лицо, 
принимающее решения) вынужден решать задачи не линейного, а сто­
хастического программирования (СТП). Так как реализации случайных 
величин неизвестны, то используют характеристики случайных величин 
и законы их распределения. Задача стохастического программирования 
формулируется в трех ММ, МП или ПП постановках. 

При ММ постановке целевая функция записывается в виде 

F = M Е С X. 
. . J ' >1 

max(min) 

или 
F = £ Мс. -х.—> max(min). (1) 

При ММ постановке для решения задачи требуется найти такие 
значения переменных х., при которых математическое ожидание целе­
вой функции оптимально. 

В этом случае ограничения записывают в виде 

±аЛ<Ь,, (2) 
У=1 

где а.., Ь. - математические ожидания случайных величин аг и Ь. Из 
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(1) и (2) следует, что задача сводится к обычной задаче линейного про­

граммирования с заменой с. —» Мс., а —> а., и Ъ. -» Ъ. . 
В МП постановке целевая функция записывается в виде (1), а ог­

раничения имеют вид 

р{!«Л. <*,}>*,., (3) 

т.е. вероятность выполнения каждого ограничения должна быть не ме­
нее заданной величины. Задачу, включающую условие (3), называют 
задачей с вероятностными ограничениями. 

При ПП постановке вначале задается предельно допустимое наи­
худшее значение целевой функции. При максимизации задается мини­
мально допустимое значение Fmin и требуется выполнение условия 
F > Fmin. При минимизации задается максимально допустимое значе­

ние Fmax и нужно выполнить условие F < Fmax. Задача в ПП постановке 
состоит в том, чтобы найти такие ограниченные значения х 
\d <x <D.), при которых максимизируется вероятность того, что це­
левая функция будет не хуже предельно допустимого значения. Таким 
образом, задача СТП в ПП постановке формулируется следующим об­
разом: 

F = P 

Р 

d. 

1 У,с.х. >F . >->max, 
*^ J J min | ' 

±aijXj<b^>gi, 

<х 
J 

<D., j = l,n; i = \,m. 

(4) 

Данные зависимости слишком сложны для вычислений даже для 
нормального распределения случайных величин и в дальнейшем не рас­
сматриваются. Задача МП, определенная условиями (1), (2), также не 
решается в общем виде. Для решения задачи МП переходят к ее детер­
минированному эквиваленту. 

Предположим, что величины а.,Ьр с. подчиняются нормальному 
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распределению и t, - квантиль нормального распределения, соответ­
ствующий заданному уровню ограничений g. 

Пусть X. =~£аих. , тогда из (3) Р{Х. <Ь.}= Р{х. -Ь <о}= 
;=i 

\Х-MX-b. + b. -MX+b. 
• = 8,-JDX + Dbi yJDX + Dh 

X.-MX.-(b-b~) , Л Так как случайная величина —'•—. ' '— ' е N(0,1), то 
JDX + Db. 

-MX+b. — МЛ.-t-D. — I — t = . ' =, откуда MX. -b.-t JDX. + Db , и получаем детер-g< jDxjDb~ У . , glM , .• У 

минированный эквивалент задачи МП СТП в виде: 

F - 5)с(..х. —> max(min), 

Ya..x.<b.-t lYDa.-^.+Db. 

d.<Xj<D., j = l,n. 

(5) 

Система (5) является нелинейной, и для ее решения обычно исполь­
зуется метод линейной аппроксимации. 

2°. Анализ влияния случайностей на решение задач СТП. 
Проведем анализ модели (5). Для этого обозначим 

z. =/ fDa..x2+Db . (6) 

Отличие от задачи линейного программирования заключается в том, 

что ресурс Ь. уменьшается на величину г., т.е. за принятие решений в 
условиях неопределенности приходится платить, и платой является не­
обходимость в дополнительном ресурсе z. (гшата за риск). Для гарантии 
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выпуска продукции в заданном объеме в условиях неопределенности 
предполагаемый ресурс необходимо увеличить на величину z., иначе 

может оказаться, что i^a.. > b., что приведет к уменьшению выпуска 

продукции. 
Из (6) видно, что на величину z влияют вероятностные характери­

стики : Da.. - дисперсия значений норм расхода, Db. - дисперсия ресур­
сов Ь. Увеличение заданного уровня вероятности g также ведет к увели­
чению z, что соответствует увеличению платы за неопределенность. Для 
определения степени влияния неопределенности на результаты решения 
задачи вводятся коэффициенты: относительное ухудшение В целевой 
функции 

р = — 1-100% (7) 

и относительное увеличение ресурса (плата за неопределенность) 

z. 
Y ; = 7 

Y.O..X. + Z. 
—. и J ' v^1 

•100%, (8) 

где F0 и ̂ соответственно значения целевой функции при z. = 0 и в задаче 
СТП. 

3°. Пример решения задачи СТП. Приведем пример задачи СТП 
вида МП, допускающей явное решение. 

Рассмотрим задачу распределения двух видов ресурсов для выпус­
ка двух типов продукции. 

Пусть задана целевая функция 

F = csx+ с2у -» max, с, = 2 , с2 = 3 , 
а система ограничений имеет вид 

Р{аих+апу<Ь^0.9; 

Р{а2]х+а22у<Ь2}=0.9; 0 < х < 5 , у>0, 

где Affli,=l, Ма[2=4, Л Ц , = 2 , Ма22=\; Ml] =5, Mb2 =10 ; 

Da. =0.305, Db. =0.61. 
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Для вероятности g. = 0.9 находим квантиль t = 1.28 . Тогда детер­

минированный вариант задачи будет иметь вид: 

F = 2х+ Ъу —»max, 

• х+4у<5-1.28Л/о.305(;с2 + .у2)+0.61, 

2*+>><10-1.28А/0.305(х2 + .у2)+0.61. 

Решим неравенства ограничений. 

х+ Лу < 5 - J o l p T / J + l , 

2x+j;<10-V0.5(x2 + / ) + l 

VoT5pT7)+l ^ 5 - х- 4 j , 

^ ( J C 2 + / ) + ! < 10 -2х-у. 

При х < 5 , у>0 имеем 5 - х - 4 у < 10 -2х -^ , поэтому получен­
ная система неравенств эквивалентна неравенству 

•J0.5(x2 + y2)+l<5-x-4y->(npnx+4y<5)-+0.5(x2 + y2)+l< 

< (5-х-4у)2 -> JC2 +31j2 + 16ху-20;с-80>>+48> 0 . 
Приведем квадратичную форму в правой части последнего нера­

венства к каноническому виду, тогда 
х2-у2 > Ъ.523, (9) 

где 

\х=х{ -1.3926^ + 0.3061, 
[y = 0.1741j,+ 1.212. 

Неравенство (9) определяет область, ограниченную гиперболой. 
Из условий х+ 4у < 5 и у > 0 получаем дополнительные ограни­

чения на переменные х,, у : 

|0<л--0.6962^+5.1541<5, 
[0.1741^,+1.212>0, —> 

Г1 .436Л; + 7.403 > уу > 1.436л; + 0.221, (/, (х)< у < 12 (х)), 
\у{ > -6.962. 

Целевая функция в новых переменных равна F = 2\xt -1.3926j, + 
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Рис. 36.1 

+ 0.3061)+ 3(0.1741^ + 1.212)= 2*; -2.263^, + 4.248 -> max,что эквива­

лентно Fx = 2х, -2.263у] —> max.Так как « = grad.F=col(2;-2.263),To, 

легко видеть, что точка максимума находится в точке Мпри у{=- 6.962, 

тогда х, = -V3.523 +48.469 = -7.211 (рис. 36.1а). 
При этом F = -2-7.211 + 2.263 • 6.962 + 4.248 = 5.581. Точка макси­

мума исходной задачи СТП находится в точке М* с координатами 
х = -7.211+ 1.3926 • 6.962 + 0.3061 = 2.79, / = - 0.1741 • 6.962 + 
+ 1.212 = 0.0001. 

Решим графическим методом задачу линейного программирования 
(рис. 36.16). 

F = 2x+3j>—>max, 

ix+4y<5; 
[2х+у<10;0<х<5,у>0. 

Ограничениям удовлетворяет заштрихованная область, 
п = grad F = col (2; 3). Очевидно, максимум /'достигается в точке М(5;0) 
V.F =10. 

max 

Из-за неопределенности возникло большое относительное ухудше­
ние целевой функции 

» (Ю-5-581) 
Р 10 •100 = 44.2% 
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Вычислим Z/=^o.5[(xJ + (yj]+l=2.2l2' £«„•*• =2.79; 

а2.х. =5.58; тогда относительные увеличения ресурсов будут равны 

2.212100 . . . . . v 2.212100 Y = = 44.2 % ; Y2 - Т7^—. -,^ - гьл /о - такова плата за Г| 2.79 + 2.212 5.58 + 2.212 
неопределенность данных. 

^г Задание для самостоятельной работы 

Решить в ММ постановке задачу СТП распределения двух видов 
ресурсов для выпуска двух типов продукции с целевой функцией 

F = 20 х, + 25х2 —> max 
и ограничениями (2), для которых Mas, = 3, Man = 1, Man = 4, Ma22 = 3, 
Mbt = 6, Mb2= 12. 

i 
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Часть 3 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА И 
ЭКОНОМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

• ЛеИция 37 
Основные понятия математической 
статистики 

Вводятся основные понятия математической статистики, 
генеральная и выборочная совокупности, вариационный ряд 
и рассматриваются их простейшие свойства 

1°. Генеральная и выборочная совокупности. Основной за­
дачей математической статистики является разработка методов иссле­
дования массовых явлений и процессов на основании некоторых наблю­
дений или эксперимента. Другими словами, требуется оценить 
характеристики генеральной совокупности по выборочным данным. 

Под генеральной совокупностью подразумеваем все исходы слу­
чайного испытания, всю совокупность реализаций случайной величины 
Хшт всевозможные наблюдения интересующего нас показателя или, в 
этом случае говорят, параметра. Примером генеральной совокупности 
могут быть данные о доходах всех жителей республики, множество всех 
рыб в озере и т.д. 

Генеральную совокупность можно изучать путем сплошного на­
блюдения ее объектов. Так поступают, например, в случае переписи на­
селения страны. Однако чаще имеют дело лишь с некоторой частью воз­
можных наблюдений, взятых из генеральной совокупности, т.е. имеют 
дело с выборочной совокупностью или выборкой. Таким образом, вы­
борка - это множество наблюдений, составляющих лишь часть генераль­
ной совокупности. Для иллюстрации введенных понятий рассмотрим 
следующую задачу. 

Предприятие выпустило партию продукции, состоящую из N изде­
лий. Некоторое число изделий из этой партии может иметь дефекты. Ос­
матривать все изделия дорого и трудоемко. Поэтому из всей партии про­
изводится выборка из п элементов, и все изделия этой выборки 
подвергаются проверке. На основании полученных данных требуется сде­
лать вывод о числе дефектных деталей во всей партии. 
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Таким образом, задача математической статистики состоит в 
том, чтобы исследовать свойства выборки и обобщить эти свойства на 
всю генеральную совокупность. 

Заметим, что количество элементов генеральной или выборочной 
совокупности называют ее объемом. В приведенной выше задаче объем 
генеральной совокупности равен N, а объем выборки -и элементов. 

Естественно предположить, что выборку целесообразно формиро­
вать случайным образом. 

Выборка называется случайной, если каждый элемент генеральной 
совокупности имеет равные шансы попасть в выборку. 

Случайные выборки подразделяют еще на повторные и бесповтор­
ные. Выборка называется бесповторной, если каждый отобранный эле­
мент перед выбором следующего обратно в генеральную выборку не 
возвращается. Если же после извлечения элемента из генеральной сово­
купности он фиксируется и возвращается обратно, то это будет повтор­
ная выборка. 

Подчеркнем, что целью математической статистики является по­
лучение вьшодов о параметрах, виде распределения и других свойствах 
случайных величин генеральной совокупности по конкретной выборке. 
Но всегда в этом случае возникает вопрос: насколько хорошо воспроиз­
водит выборка характеристики генеральной совокупности? 

Выборка называется репрезентативной {представительной), если 
она достаточно полно представляет изучаемые признаки и параметры 
генеральной совокупности. Понятие "достаточно полно представляет", 
безусловно, не является однозначным. В связи с этим заметим, что лю­
бая выборка, как правило, не дает точной характеристики всей генераль­
ной совокупности. Но поскольку выборка является случайной, то к ней 
применимы положения и теоремы теории вероятностей. На основании 
закона больших чисел можно предполагать, что чем больше объем вы­
борки, тем точнее будет она представлять генеральную совокупность. 
Требуемая точность представления по тем или иным параметрам и явля­
ется условием для определения объема выборки. 

2°. Вариационный ряд и его характеристики. Предположим, 
что генеральная совокупность описывается случайной величиной X. 
Тогда выборку можно определить как совокупность 

(хх,хг,...,х) (1) 
наблюдаемых значений случайной величины X, соответствующих п не­
зависимым повторениям экспериментов. Исходы испытаний можно пред­
ставить в виде таблицы 1. 
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Таблица 1 
i - номер испытания 
х. - исход испытания 

1 

*. 

2 
Х2 

... 

... 
п 

X 
л 

Такую таблицу называют простым статистическим рядом. Он яв­
ляется первичной формой представления статистических данных. 

Простейшим способом организации данных в выборке является их 
группировка по возрастанию либо по убыванию. Если предположить, 
что 

X, < X < ... < X , 
1 2 и ' 

то последовательность (1) называют вариационным рядом, а члены этой 
последовательности - вариантами. Разность между максимальным и 
минимальным элементами называют размахом выборки. 

Совокупность (1) может содержать равные между собой члены. 
Если подсчитать частоты, с которымивстречаются различные члены в 
последовательности (1), то можно составить следующую таблицу 2. 

Таблица 2 

лс(,) - исход испытания 
mt - частоты 

*(1> 
т1 

*<2> 
т2 

... 

... 
х(*> 

mh 

В данном случае варианты л:"', х®\ . ..,х(к) являются различными и 
их располагают обычно в порядке возрастания. 

Данные таблицы 2 иногда представляют графически следующим 
образом. Взяв на плоскости систему координат, на оси абсцисс откла­
дывают варианты, а на ори ординат - частоты. В результате на плоско­
сти получим систему из Сточек: (л:(1); т , ) , (х12); т2), ..., (хт; тк). Если 
соединить эти точки, то получим ломаную линию, которая называется 
полигоном распределения или частотным полигоном. 

Объемом вариационного ряда называют число mt + т2 + ... + тп. 
Объем простого статистического ряда, очевидно, равен п. Числа т. еще 
называют абсолютными частотами. 

Относительными частотами рассматриваемого вариационного 

т „ ряда называют числа ю. = —'- . Легко видеть, что 
п 

i Ы П 
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Последовательность пар (х(,>,(0/) называют статистическим рас­
пределением выборки. Статистическое распределение также записыва­
ют в виде таблицы, первая сторона которой содержит различные вари­
анты х(/), а вторая - их относительные частоты. 

При неограниченном росте числа испытаний относительные чис­
тоты ш. стремятся к вероятностям р. = Р(х(0) события х<0, а статистичес­
кое распределение выборки переходит в закон распределения дискрет­
ной случайной величины X. 

Статистической (эмпирической) функцией распределения выбор-
ки называется функция Fn(x), определяющая для всякого хе Я относи­
тельную частоту события, т.е. 

/ : x < v TX 

0, 

п 

п 

при х<х,; 

, при х1<х<х2; 

п 

<=1 П 

1, при 

, при 

при хк_ 

Х> X,. 
К 

х, < х< х3; 

х<х<хк; 

(2) 

Очевидно, статистическая функция распределения выборки (2) об­
ладает свойствами: 

а) 0 < F ( x ) < l , xeR. 
б) Fn(х) - неубывающая функция. 
в) Fn(х) = 0 при х < х, и Fn(х) = 1 при х > хк, х, и хк - соответствен­

но наименьшее и наибольшее значение вариант. 
Эмпирическая (статистическая) функция распределения выборки 

характеризует, в некоторой мере, теоретическую функцию распределе­
ния генеральной совокупности. 

Процедуру обработки данных выборочной совокупности рассмот­
рим на примере объема продаж телевизоров в универмаге за 10 рабочих 
дней. Пусть объемы продаж задаются следующей таблицей 3. 
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Таблица 3 
/ - порядковый номер 

ДНЯ 
х - количествопроданных 

телевизорш за день 

1 

6 

2 

6 

3 

4 

4 

5 

5 

7 

6 

5 

7 

6 

8 

5 

9 

2 

10 

4 

Данная таблица представляет собой простой статистичес­
кий ряд. Объем выборки равен 10. Теперь составим вариацион­
ный ряд. Он имеет вид 

2, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 6, 7. 
Размах выборки, очевидно, равен 5. Подсчитав частоты, со­

ставим следующую таблицу 4: 

Таблица 4 
х - варианты 
/и, - абсолютные частоты 
ш(. - относителшые частоты 

F (х*'') - значения статистической 
функции распределения 

2 
1 
0.1 

0 

4 
2 
0.2 

0.1 

5 
3 
0.3 

0.3 

6 
3 
0.3 

0.6 

7 
1 
0.1 

0.9 

< 

3 ' 
2 • 

1 " 

к 

- ^ ( \ 
— i — 1 — \ — 1 — 1 — 1 — 1 -—^-

1 2 3 4 5 6 7 

Рис. 37.1 
Построим полигон распределения (рис. 37.1). 
Легко строится также график статистической функции рас­

пределения (рис. 37.2). 
Выше рассматривались дискретные вариационные ряды. Если 

же число вариант хк велико или случайная величина X, описываю­
щая выборку, является непрерывной, то отдельные значения изуча­
емой случайной величины объединяют в группы или интервалы, 
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Рис. 37.2 
указывая верхнюю и нижнюю границы каждого интервала. В этом 
случае говорят уже об интервальных вариационных рядах. 

В качестве примера рассмотрим данные об активах (в млн. 
руб.) 40 крупнейших коммерческих банков России по состоянию 
на 01.07.1997 г. Вариационный ряд здесь будет выглядеть следу­
ющим образом: 
324.6; 27.3; 24.1; 23.1; 22.1; 21.9; 18.0; 16.2; 13.9; 12.8; 12.7; 12.2; 
11.9; 10.6; 9.9; 9.8; 9.8; 9.4; 8.9; 8.0; 8.0; 7.7; 7.6; 7.4; 7.0; 4.8; 4.7; 
4.4; 4.1; 3.4; 3.2; 3.1; 3.1; 2.8; 2.5; 2.4; 2.4; 2.4; 2.3; 2.3. 

Объем выборки N = 40, ее размах в этом случае равен 

х25 = 324.6 2.3 = 322.3. 

В данном случае для характеристики активов банков удобно 
прибегнуть к интервальному вариационному ряду. Выбор интер­
валов можно осуществлять исходя из каких-либо практических 
или иных соображений. Однако часто с этой целью прибегают к 
методу Стерджесса. В этом случае число интервалов рассчиты­
вается по формуле: 

к = 1 + 3.322 lg N. 
В нашем случае будем иметь 

A: = l + 3.3221g40 = 6. 
Теперь определим длину интервала. Заметим, что актив первого 

банка (Сбербанка России) сильно отличается от остальных. Поэтому этот 
банк можно выделить из интервального ряда и рассчитать длину интер­
вала по следующей формуле: 

х 273-
min _ t ' " ' 

2.3 = 4 . 
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Длина первого интервала обычно берется равной ~ , причем кон­

цы интервалов для удобства округляются до целых чисел. 
Теперь интервальный вариационный ряд распределения 39 банков 

по величине активов будет иметь вид: 

Таблица 5 

Интервалы 
(величина 
активов в 
млн. руб. 
Число 
банков w, 

[2; 4] 

11 

(4;8] 

10 

(8; 12] 

7 

(12;16] 

4 

(16;20] 

2 

(20;24] 

3 

(24;28] 

2 

Всего 

39 

Интервальный вариационный ряд также можно изображать графи­
чески. С этой целью на плоскости строят систему координат и по оси 
абсцисс откладывают интервалы значений параметра, а на основании 
интервалов строят прямоугольники с высотой равной соответствующей 
частоте. Полученная фигура называется гистограммой (рис. 36.3). 

Причем как в случае построения гистограмм, так и в случаях поли-

т 
12 
10 
8 
б ' 
4 -
2 

И 
10 

2 4 8 12 16 20 24 28 х 

Рис. 36.3 
гонов распределения, масштаб на осях абсцисс и ординат может быть 
различным. 

Заметим, что иногда удобно выбирать интервалы различной дли­
ны. 

Величина т. 
называется эмпирической плотностью распре­

деления на интервале (х., х+|). 
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sr Задания для самостоятельной работы 

1. Для выборки 5, 10, 11, 13,7,8, 10,0, 11,3,8, 11,3, 11,7постро-
ить вариационный ряд, частотный полигон и эмпирическую функцию 
распределения. 

2. Построить интервальный вариационный ряд и гистограмму сле­
дующей выборки: 

31 26 42 41 35 24 42 19 41 31 
35 38 48 21 35 37 44 30 35 32 
24 28 23 33 25 26 32 24 33 14 
27 26 50 20 45 48 30 17 42 33 
46 51 23 35 43 44 32 40 29 15-
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• Лекция 38 
Числовые характеристики выборки 
случайной величины и аппроксимация 
выборочного распределения 

Даны числовые характеристики случайной величины, полу­
ченные по выборке; изложен метод моментов построения 
оценки плотности непрерывного распределения. 

1°. Среднее значение выборки и выборочная статистичес­
кая дисперсия. Пусть имеется генеральная совокупность, описывае­
мая случайной величиной X. Обозначим через F\x) закон распределения 
этой случайной величины. Пусть совокупность (х ху ..., xj - какая-
либо выборка из рассматриваемой генеральной совокупности. Тогда для 
этой выборки можно построить эмпирическую функцию распределения 
F (х), по которой можно приближенно оценивать функцию F[x). Для рас­
пределения выборки можно вычислить все характеристики положения 
центра группирования, характеристики рассеивания, асимметрию и эк­
сцесс. Эти характеристики будут эмпирическими, полученными из на­
блюдений. Так как функцию F (х) мы считаем оценкой по выборке фун­
кции F(x) генеральной совокупности, то будем также считать 
эмпирические характеристики оценками соответствующих характерис­
тик F(x). 

Так, средним значением выборки называют число 

* = - ! > , • W 

Естественно, что величину х можно считать оценкой математи­
ческого ожидания МА'величины X. 

Легко видеть, что если х'° - варианты выборки, т. - их частоты, 

1 = 1, А:, то 

хЛ±тЛ\ (1') 
п /=i 

Выборочной статистической дисперсией случайной величины X 
называется число 

Вя{х)Л±к-У (2) 
Т1 /=1 
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или 

п ы 
Безусловно, выборочная статистическая дисперсия характеризует 

меру рассеивания вариант вокруг среднего выборочного. 
Также как и в лекции 28, легко показать, что 

Dn{x) = ~x*-{xf. 
Действительно, по формуле (2') имеем 

,=1 П ;=1 П\ ) 

;=1 П 1=1 П Ы\ П 

Теперь воспользуемся определением величины х и тем, что 

$аИ)-?.1а-1. 
/=1 П ,=1 П 

и получим 
Dn(x)= х2 -2~хх+~х =x2-\xf. 

Дисперсия есть средняя величина квадратов отклонений. Чтобы по­
лучить характеристику меры разброса случайной величины вокруг вы­
борочного среднего, имеющую ту же размерность, извлекают квадрат­
ный корень из дисперсии. Средним квадратическим отклонением или 
стандартным отклонением случайной величины X называют число 

G=on(x)=f5Jxj. О) 
Если рассматриваются интервальные вариационные ряды, то в фор­

мулах (1)-(3) в качестве значений хг как правило, берут среднее значе­
ние параметра на интервале (х, д;.+|). 

[> Пример 1. Данные о валовом сборе зерновых фермерских хозяйств 
района приведены в таблице 1. 

Таблица 1 
Хозяйство 

Валовый сбор (ц) 
1 

400 
2 

320 
3 

250 
4 

300 
5 

170 
6 

240 
7 

140 
8 

180 
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Найти среднее значение выборки, дисперсию и стандартное откло­
нение. 

Решение. Вначале найдем среднее арифметическое по исходным 
данным валового сбора зерновых в хозяйствах, 

- 1J, 2000 
* = 8 м ' = ~ ¥ ~ 

Для вычисления D - D^X) и a = as(x) целесообразно построить 
следующую таблицу 2. 

Таблица 2 

Хозяйства 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Итого 

Валовый 
сбор(ц) 
400 
320 
250 
300 
170 
240 
140 
180 
2000 

х,-х 
150 
70 
0 
50 
-80 
-10 
-ПО 
-70 
0 

(х-х) 
22500 
4900 
0 

2500 
6400 
100 
12100 
4900 
53400 

Теперь легко найти, что выборочная статистическая дисперсия 
53400 

D = 6675 

Извлекая из дисперсии корень, получим величину стандартного от­
клонения 

а = 82 ц. • 
Таким образом, можем заключить, что степень разброса в данной 

выборочной совокупности невелика. 
Для сравнения средних стандартных отклонений различных выбо­

рок из одной генеральной совокупности вычисляют коэффициент вари­
ации, который определяется по формуле: 
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v = ~ 1 0 0 % , 
x 

т.е. коэффициент вариации равен процентному отношению среднего стан­
дартного отклонения к среднему выборочному. 

2°. Мода и медиана. Наряду со средним выборочным в качестве 
статистических характеристик вариационных рядов рассчитываются так 
называемые структурные средние - мода и медиана. 

Мода т0 выборки представляет собой значение варианты, повторя­
ющееся с наибольшей частотой. Если две или более несмежных вариант 
имеют разные наибольшие частоты, то вариационный ряд называют би­
модальным или полимодальным. В этом случае можно говорить об нео­
днородности выборки. 

Медианой те называют значение параметра, относительно которо­
го статистическая совокупность делится на две равные по объему части, 
причем в одной из них содержатся члены, у которых значения парамет­
ра не больше т , а в другой - члены со значениями параметра не меньше 
т. 

е 

Если сумма частот п дискретного вариационного рада нечетная, то 
медиана те определяется по формуле 

т =а л+1 ' 

если п - четное, то 

т -е 2 
\< ^ 

а +а 
Л /1 

t> Пример 2. Рабочие бригады из 11 человек имеют следующие та­
рифные разряды: 9, 5,9, 6,6, 8, 7, 6, 7,8,6. Найти моду и медиану вы­
борки. 

Решение. Проведем упорядочивание статистического ряда по воз­
растанию: 

5, 6, 6, 6, 6,7,7, 8, 8, 9, 9. 
Очевидно, т0 = 6. Мода отражает наиболее распространенный ва­

риант рассматриваемого признака. В данном случае это будет рабочий 
шестого разряда. Можно заметить, что моду легко определять, если вос­
пользоваться полигоном частот. 

298 



Легко найти также медиану, те = 7. Именно рабочий седьмого раз­
ряда находится на середине статистического ряда. • 

В отличие от дискретных вариационных рядов определение моды 
и медианы по интервальным рядам требует более сложных расчетов. Если 
предположить, что интервалы вариационного ряда имеют одинаковую 
длину h и (х,х+1) - модальный интервал, т.е. интервал, которому соот­
ветствует наибольшая частота тР то мода т0 вычисляется по формуле 

Шд = х. + h т. -т. 
(m.-m.i_x)+{m.-m.J: (4) 

где т.л, т.+| - частоты, которые соответствуют предмодальному и пос-
лемодальному интервалам. 

Чтобы найти медиану интервального вариационного ряда, вначале 
также следует определить медианный интервал. Медианным называют 
первый интервал, накопленная частота которого превышает или равна 
половине общей суммы частот, т.е. 

п Ъ™.<-<ъ т. 
У=1 ' 2 j=\ 

Тогда медиана те вычисляется по формуле 

h '~ ' ^ 

(5) 

т =х.+-
п Ы У т . 

где hum 
т 2 j=\ 

ме V J / 
-длина и частота медианного интервала, соответственно. 

(6) 

О Пример 3. Обследование качества пряжи на прочность дало следу­
ющие результаты: 

Прочность 
нити 
Частота 
(число слу­
чаев порыва) 

120-
140 

1 

140-
160 

6 

160-
180 

19 

180-
200 

58 

200-
220 

53 

220-
240 

24 

240-
260 

16 

260-
280 

3 

Найти моду и медиану выборки. 
Решение. Модальным интервалом является интервал 

(180,220), ему соответствует частота т. = 58. Следовательно, в формуле 
(4) следует положить: х. = 180, h = 20, т.л = 19, т.+1 = 53. 

Получим 
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mft = 180 + 207 ^-г г = 198.1. 
0 (58-19)+(58-53) 

Для нахождения медианы воспользуемся формулой (6). Вначале с 
помощью неравенств (5) найдем медианный интервал. Нетрудно посчи­
тать, что сумма всех частот равна п = 180. Таким образом, неравенства 
(5) имеют вид: 

2Ж*-2-<2>у . 
Если положить / = 5, то 

i\m. =1 + 6+19 + 58 = 84, 

j > . =84 + 53 = 137, 

и будем иметь 
84 < 90 < 137. 

Следовательно, медианным является интервал (200, 220), 
т — 53" и 

ме 

90 
/и = 200+—(90 - 84) = 102.3 . П 

3°. Моменты вариационного ряда. Моменты вариационного 
ряда определяются аналогично соответствующим характеристикам слу­
чайной величины из лекции 28. 

Начальным моментом r-го порядка выборки называется величина 

vr=tH'-> (7) 

т где и - объем выборки, x(i) - варианты, —'- - относительная частота ва­

рианты .Xм. 
Рассмотрим частный случай формулы (7): 

^ k щ. 
V o = 5 : i — L = l.; 

i=1 П 
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i=l П 

/=1 П 

(=1 П 

Центральным моментом г-го порядка выборки называется вели­
чина 

h=№-x) г т. 
i_ 

п (8) 

где х - среднее значение выборки. 
Легко видеть, что 

л k m 

/=1 П 

Далее имеем: 

п п ,=1 

1=1 Л 

Ц3 = t (*(,) - *)* — = v3 -3v,v2 + 2v 
/=1 И 

«о 4 . Асимметрия и эксцесс. Асимметрией распределения выбор­
ки называют величину 

а " ^ ' а3 

а эксцесс определяют следующим образом: 

£ = — - 3 
о4 

Асимметрия и эксцесс характеризуют форму распределения. 
При симметричном распределении вариант в вариационном ряде 
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равноудаленные от х варианты будут иметь одинаковую часто­

ту и ц3 = 0, а следовательно, и а = 0 . Если в вариационном ряду 

преобладают варианты меньшие, чем средняя х, то ос<0 и ряд 
будет отрицательно асимметричен, т.е. будет наблюдаться более 
длинная ветвь влево. Положительная асимметрия (более длинная 
ветвь вправо) будет наблюдаться в случае, когда а > 0 , т.е. когда 

преобладают варианты большие, чем х 
(см. рис. 38.1). Таким образом, асимметрия характеризует "меру 
симметричности" эмпирической кривой распределения по срав­
нению с нормальной кривой распределения, для которой а = 0 . 

Рис. 38.1 
Эксцесс характеризует высоту вершины эмпирической кривой рас-

Л 

пределения по сравнению с нормальной кривой. Как известно, -t-i- = 3 

для нормального распределения. Поэтому, если е > 0, то это свидетель­
ствует о большей разбросанности вариант, и при е < 0 будет наблю­
даться большая концентрация вариант вокруг х (см. рис. 38.2). 

5°. Аппроксимация выборочного распределения. После по­
строения гистограммы распределения случайной величины X нуж­
но приближенное аналитическое представление неизвестного за­
кона распределения X. 

В случае непрерывной случайной величины X такое пред­
ставление полезно по следующим причинам: а) аналитический вид 
плотности распределения сглаживает выборочный ряд наблюде-
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0 X 

Рис. 38.2 
ний и дает представление о стохастической природе механизмов 
изучаемого явления; б) аналитическое представление позволяет 
интерполировать наблюдения; в) аналитический вид плотности 
распределения дает основания выдвигать гипотезы о природе 
стохастического механизма изучаемого явления. 

Таким образом, возникает задача выбора аналитического 
вида аппроксимирующего распределения. Аппроксимирующую 
функцию можно выбрать различными способами, например, 
можно взять полином 
В(х) = Ь0 + Ьхх + ... + Ькхк

у при этом чем выше степень полинома, 
тем точнее он описывает гистограмму. К аппроксимации плот­
ности распределения обычно предъявляют следующие требова­
ния: аналитический вид должен соответствовать предполагаемо­
му закону распределения, число параметров распределения не 
должно быть слишком велико (как правило, не более четырех). 

Для выбора кривой аппроксимирующей функции иногда приме­
няют метод моментов, суть которого состоит в следующем. Пусть X -
непрерывная случайная величина и fix) - ее неизвестная плотность рас­
пределения. Требуется по выборке найти ее оценку /(•*). 

Возьмем в качестве аппроксимирующей функции f(x) следующую 

/ М = 4 ^ =^(b0+blX+...+bkS). 
-J2K -Jzn 

Оценки к + \ параметров bQ, bv ..., bn в (9) нужно выбрать 

так, чтобы наилучшим образом приблизить Дх) кДх). 

Определим меру близости f(x) к Дх) числом у: 
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J /W-/W 
e 2 

•Shi 

(10) 

Для наилучшей оценки коэффициентов bQ,bv ...,bk естественно 
потребовать, чтобы у из (10) бьша наименьшей как функция перемен­
ных Ь0, Ь{, ...,Ьк. 

Эу Эу Эу 
Необходимое условие минимума: —— = 0 ; — -̂ = 0 ; . . . ; —— = 0 

db0 Эй, dbk 
можно переписать так: 

Tf/W-Л*>У djc=0, * = 0,1,2 А:. (11) 
—°ч / 

Обозначая v^ = J Xs f(x)dx, перепишем равенство (11) следующим 

образом: 
j x'f(x)dx = vs's = 0' 1,2,...Д. (12) 

Эту систему из (к + 1) уравнений называют системой уравнений 
моментов. 

Если в правой части соотношений (12) поставить выборочные мо-

менты v r , то полученная система J Xs f(x)dx=vj решает поставлен­

ную задачу. 

& Задания для самостоятельной работы 

1. В таблице 3 дано распределение участков по урожайности зер­
новых. 

Таблица 3 

Урожайность, — (х,) 
га 

Число участков (т , ) 

10.5 

3 

16.5 

5 

24 

15 

30.5 

26 

37 

20 

44 

5 

50.5 

4 

55 

2 
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Найдите числовые характеристики выборки и постройте график эм­
пирической функции распределения. 

2. Распределение работников предприятия по возрасту задается в 
виде таблицы 4. 

Таблица 4 
Возрастлет 

Числоработникор 
человек 

20-30 

12 

30-40 

37 

40-50 

41 

50-60 

15 

60-70 

5 

Найдите числовые характеристики выборки и постройте график эм­
пирической функции распределения. 

3. В таблице 5 дана выборка предприятий одного из регионов по 
численности рабочих. 

Таблица 5 
Предприятш со 
средней числен-
ностьюрабочих 

Число 
предприятш 

ДО 

100 

35 

101-
102 

22 

201-
500 

26 

501-
1000 

8 

1001-
3000 

6 

3001-
10000 

3 

Найти числовые характеристики выборки (среднее выборочное, 
дисперсию, стандартное отклонение, асимметрию и эксцесс), постро­
ить график эмпирической функции распределения. 
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• Лекция 39 
Статистические оценки параметров 
распределения 

Приведены основные характеристики оценок параметров; 
даны точечные статистические оценки математического 
оэ/сидания и дисперсии; изложен эффективный метод интер­
вальной оценки математического ожидания случайной ве­
личины X с известной дисперсией 

1°. Оценки параметров. Состоятельность, несмещенность 
и эффективность оценки. Как указывалось выше, задачей статисти­
ки является описание характера распределения некоторого признака в 
генеральной совокупности на основании изучения этого признака у не­
которой части совокупности (выборки), полученной в результате слу­
чайного отбора. 

При этом распределение относительных частот в выборке рассмат­
ривается как эмпирическое приближение к теоретическому распределе­
нию вероятностей в генеральной совокупности. Выяснение закона рас­
пределения по данным выборки и составляет главную проблему 
математической статистики, так как на основании закона распределения 
изучаемого признака можно решать задачи по анализу и предсказанию 
результатов массового процесса. На практике часто теоретический за­
кон распределения случайной величины в генеральной совокупности из­
вестен (или построено его приближенное аналитическое представление), 
т.е. известно, что закон распределения принадлежит к тому или иному 
семейству (нормальный закон, закон Пуассона и т.д.), зависящему от 
одного или нескольких параметров. Если бы точные значения парамет­
ров были известны, например, аист при нормальном законе, X при 
законе Пуассона, то и закон распределения был бы полностью опреде­
лен. Поэтому именно для определения этих параметров и проводится 
само статистическое исследование. 

На основании закона больших чисел в форме Чебышева можно при­
ближенно найти параметра (математическое ожидание), положив его 
равным среднему выборочному. Аналогично можно рассматривать дис­
персию выборки как оценку теоретической дисперсии. Это означает, что 
будет найдена с некоторым приближением функция нормального закона 
распределения вероятностей. 
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Таким образом, задача оценивания неизвестного параметра 9 со­
стоит в построении приближенных формул 

8Е0(Х , ,Х 2 , . . . ,Х„ ) -

Функцию 0 = 0 (х.,х ,...,х ) называют выборочной функцией или 
статистикой, а ее значение в приближенном равенстве - оценкой. 

Любая выборка является случайной. Следовательно, все выбороч­

ные функции Q = Q\xl,x2,...,xn) также являются случайными. Поэтому 
оценку 0 неизвестного параметра 0 будем рассматривать как случай­
ную величину, распределенную по тому же закону, что и генеральная 
случайная величина, а ее значение, вычисленное по данной выборке 
объема п, - как одну реализацию случайной величины. 

Оценки параметров подразделяются на точечные и интервальные. 

Точечная оценка параметра 0 определяется одним числом 0 . Интер-
Л А, 

вольная оценка определяется двумя числами 0i и 02 - концами интер­
вала, внутри которого содержится неизвестный параметр 0. 

л 

Естественно стремиться, чтобы оценка 9 была в определенном 
смысле близка к истинному значению параметра 0 . 

Как определить близость оценки 0 к истинному значению 0 и как 
проверить качество этой оценки? С этой целью формулируются опреде­
ленные требования к статистическим оценкам: состоятельность, несме­
щенность и эффективность. 

Оценка 0 называется состоятельной, если при увеличении числа 
испытаний эта оценка сходится по вероятности к истинному значению 

параметра 0,т.е. ИтР < Е \ = 1, где е - сколь угодно малое по-0-0 

ложительное число. 
Свойство состоятельности является обязательным, не состоятель­

ные оценки в статистике не используются. 
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Оценка 9 называется несмещенной, если ее математическое ожи­
дание равно истинному значению, т.е. 

MB = 0. (1) 
Это свойство является желательным, но не обязательным. Иногда 

полученная оценка бывает смещенной, т.е. содержащей систематичес­
кую ошибку, но ее можно изменить так, чтобы она стала несмещенной. 
Рассматривают также асимптотически несмещенные оценки, т.е. такие, 

Л 

что Мб—»8 при увеличении объема выборки. 
л 

Наконец, оценка 8 называется эффективной, если она имеет наи­
меньшую дисперсию по сравнению с другими оценками. 

л 

Другими словами, оценка 0 будет эффективной, если при рассмот­
рении всех выборок данного объема и она будет иметь минимальную 
дисперсию. 

2°. Точечные оценки математического ожидания и диспер­
сии. Пусть из генеральной совокупности образуется повторная выбор­
ка объема п со значениями признака дг,, х2,..., хп. Для простоты рассуж­
дений будем полагать, что эти значения различны. В качестве оценки 
математического ожидания а генеральной совокупности будем брать 
среднее выборочное (см. предыдущую лекцию) 

- 1 » 
*=~2>*. (2) 

п к=\ 
Покажем, что оценка а = х удовлетворяет указанным выше усло­

виям. 

Прежде всего подчеркнем, что можно рассматривать величину х 
как случайную, а результаты выборки хрх2,..., хп - как п независимых 
случайных величин, каждая из которых распределена по тому же закону, 
что и генеральная случайная величина. 

В лекции 31 было показано, что 

Мх=а. (3) 

Это означает, что оценка а = х является несмещенной. 
Состоятельность этой оценки следует из того, что на основании 

закона больших чисел среднее арифметическое независимых одинаково 
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распределенных случайных величин, имеющих ограниченную диспер­
сию, сходится по вероятности к математическому ожиданию. Можно 

показать также, что оценка а = х имеет минимальную дисперсию и, сле­
довательно, является эффективной. 

Теперь обратимся к изучению дисперсии. Пусть ст2 -дисперсия 
генеральной совокупности. Ее оценкой является: 

^-[tk-*)2 

Величину о2 также естественно рассматривать как случайную, 
причем 

Мх, = Мх. =... = Мх -а, ,АЛ 
1 2 » (4) 

Dxt = Dx2=... = Dxn=a. 
Проверим оценку о1 на несмещенность. В лекции 31 показано, 

что 

Мс2=—с2. (5) 
п 

Л 

Отсюда следует, что оценка а2 имеет систематическое смещение 

. Правда, при п —> °° естественно предположить, 

^ а 2 ^ 
на величину п 

V J 

что 
' - а 2 ^ 

V " J 

—> 0 и рассматриваемая оценка является асимптотически не­

смещенной. 
Однако на ее основании легко построить несмещенную оценку. Для 

этого нужно рассмотреть следующую оценку: 

s2 П \ 1 А / - \ ! 
= а = У \x.-x) 

Ее называют исправленной статистической дисперсией выборки. 
Нетрудно проверить, что 

М£=о2. 
Таким образом, мы исследовали свойство несмещенности оценки 
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дисперсии. Можно также показать, что эта оценка является состоятель­
ной. 

3°. Метод максимального правдоподобия. Для применения 
этого метода нахождения оценки неизвестного параметра а сначала со­
ставляют функцию правдоподобия. Допустим, что Х- исследуемая слу­
чайная величина, закон распределения которой известен с точностью до 
некоторого параметра а. При проведении п независимых опытов полу­
чаем и-мерную случайную величину Y = col (х,;...; х г), где х. - значение 
случайной величины X, принятое ею в г'-ом опыте. Проведем п независи­
мых опытов и получим выборку (а ,..., aj. Если А"-дискретная случай­
ная величина, то вероятность полученной выборки равна произведению 
вероятностей Р\Х = а], а)-... • Р[Х = ап, а), а если Х- непрерывная слу­
чайная величина с плотностью f(x,а), то значение плотности л-мерной 
случайной величины Y = col (х,;...; хп) в точке у - col (а,;...; а ) равно 
произведению плотностей /(а,, а)-... •f\an, а ) . Функция Да,,...,ал,а), 
равная произведению вероятностей или плотностей (последнее зависит 
от того, дискретная случайная величина или нет), называется функцией 
правдоподобия. 

Найдем теперь значение сс0 параметра а , при котором функция 
правдоподобия имеет максимум, которое и есть оценка настоящего зна­
чения параметра а. 

р> Пример 1. Пусть Х- случайная величина с двумя возможными зна­
чениями: единица с вероятностью/? и нуль с вероятностью 1 -р. Пока­
жем, что среднее по серии опытов есть оценка/7 по методу максималь­
ного правдоподобия. 

Решение. Пусть в п опытах получены значения (я,,..., ап), из них к 
единиц. Функцию правдоподобия получаем по формуле Бернулли: 
L\av...,an,p)=Ckpk(\-р)"~к. Для нахождения ее максимума продиф­
ференцируем ее пор (считая а ,..., аи константами) и приравняем про­
изводную к нулю. Получим крк'1 (l - р)- (п - к)рк (l - р)"'к"' = 0, откуда 

k(l-p)-(n-k)p = 0 и,значит, р = — .Но — и есть среднее по серии 
п п 

проведенных опытов. 
Отсюда следует, что частота наступления события в серии опытов 
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есть оценка вероятности этого события по методу максимального прав­
доподобия. • 

4°. Интервальные оценки. Как было отмечено выше, оценка 0 
является приближенным представлением параметра 9. Тогда возникает 
вопрос: в каких пределах находится истинное значение 9, т.е. ставится 
вопрос о нахождении интервала (в,, в2), которому принадлежит 9 . Ес­
тественно, что такой интервал также находится не точно, а с определен­
ной вероятностью, желательно как можно близкой к единице. 

Доверительным интервалом для параметра 0 называется интер­
вал (01,0 2 ) , содержащий истинное значение параметра с заданной веро­
ятностью у = 1-ос,т.е. ^(О, <0<02)=у . Число у = \-(Х называется 
доверительной вероятностью, а значение а -уровнемзначимости. На 
практике обычно используют следующие значения уровня значимости: 
0.1,0.05,0.01. 

Построим доверительные интервалы для математического ожида­
ния в случае нормально распределенной генеральной совокупности. 

Величину математического ожидания а будем оценивать известным 
образом: 

а~ х. 
Оценим точность этого приближенного равенства, т.е. укажем до­

верительный интервал, в котором практически достоверно лежит неиз­
вестное число а. Воспользовавшись формулой (см. Л. 33) 

л • ^ p{|x-e|<e}=-jL- | е 2 о*;с=2Ф 
•Jill -еЛ 

(6) 

1 * — 
где ф(х)=-р= |е 2 dt - стандартная нормальная функция Лапласа 

•J2n о 
(см. таблицу П.2). 

Пусть задан ос -уровень значимости, а следовательно, и у -дове­
рительная вероятность. Тогда найдем корень уравнения 

2Ф(/)=у- (7) 
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Обозначим его через t • Теперь легко найти соответствующие зна­
чение е: 

_eVn ata 

° л/л 
Таким образом, для данного е будем иметь: 

Р\\х-а <е}=у. 
Значит, доверительный интервал для параметра а, соответствую­

щий уровню значимости а, задается неравенством 

\х-а <е, 
или 

- at - a t 
х—•±<а<х+-^. (8) 

л/и -Jn 
Поскольку число а, как правило, неизвестно, то его заменяют при­

ближенным значением (исправленной статистической дисперсией) 
ст=]5Р^- (9) 

Отметим, что в следующей лекции будет изложен эффективный ал­
горитм оценки математического ожидания случайной величины Хс не­
известной дисперсией. 

4°. Предельная ошибка и необходимый объем выборки. 
Как и раньше будем рассматривать выборку 

как п независимых случайных одинаково распределенных величин. Тог­
да, как известно, 

Мх=а . 
Найдем также Dx, 

Dx=lil-±xkV\lDxk=\±a^^. (Ю) 
yrik=\ ) п к=\ п к=\ п 

Таким образом, дисперсия средней выборочной в п раз меньше дис­
персии генеральной совокупности. 

Средней ошибкой выборки называют величину 
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\i = ylDx = -^=. (11) 
•ЯП 

Предельной ошибкой выборки называют наибольшее отклонение 
выборочной средней от математического ожидания а, которое возмож­
но с данной доверительной вероятностью у . Обычно за предельную 
ошибку выборки принимают величину 

А = М*.. (12) 
где ji -средняя ошибка выборки, ta -корень уравнения (7). Последнее 
равенство можно записать в виде (см. формулу (9)) 

л/Л 

Отсюда легко находим, что 
(«* Л1 

(13) п = 
V A 

Таким образом, получена формула для определения необходимого 
объема повторной выборки. 

В формуле (13) величины t и А, как правило, известны. Величи­
на а неизвестна и ее, как и в оценке (8), заменят приближенным значе­
нием (см. (11)). 

Формула (12) применяется и в случае бесповторной выборки при 
условии, что и, вычисляется по формуле 

а i n 
(14) 

N 
где п и N- соответственно объемы выборки и генеральной совокупнос­
ти. Следовательно, предельная ошибка для бесповторной выборки бу­
дет вычисляться по формуле 

Решая это уравнение относительно п, найдем 
Na2t2 

< 
NA2+o't 

п= ,„ 2 . " . (15) 
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В этой формуле параметр сг также заменяют исправленной стати­
стической дисперсией. 

Р> Пример 2. Из 2000 деталей было отобрано 400, распределение ко­
торых дается в таблице 1. 

Таблица 1 
Размер 
детали, мм 
Количество 
деталей 

7.95-
8.00 

12 

8.00-
8.05 

28 

8.05-
8.10 

132 

8.10-
8.15 

150 

8.15-
8.20 

62 

8.20-
8.25 

16 

Найти среднюю ошибку выборки при определении в случае повтор­
ной и бесповторной выборки. 

Решение. По условию задачи полагаем п = 400, N= 2000. Вместо 
интервалов будем рассматривать их средние значения: 

Л:, = 7.975, хг = 8.025, х} = 8.075, х4 = 8.125, 
Л:5 = 8.175,Л:6 = 8.225. 

Далее будем использовать формулы (11) и (14), заменив в их неиз­
вестную величину а статистической дисперсией выборки (см. (9)). 

Найдем вначале х (см. (1') из Л. 38): 

х= — (12-7.975 + 28-8.025 + 132-8.075 + 150-8.125 + 
400 v 

+ 62-8.175 + 16- 8.225)= 8.11. 
Теперь получим s, 

— £(*;~XJ = -^-(l2-(0.135)2 + 28-(0.085)2+132-(0.035)2 

+ 150-(0.015)2 + 62-(0.065)2+16-(0.115)2 )]2 = 0.052. 

В результате будем иметь: 
а) для повторной выборки 

0.052 
ц = -

/400 
^ 0.0026; 

б) для бесповторной выборки 
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0.052 Г ix = , Л 400 0.052 2 _ 0.0052 
' iooV 2000 " 20 ' V 5 _ V? 

= 0.0023. П 

[> Пример 3. Из генеральной совокупности извлечена выборка объе­
мом п - 12 (см. табл. 2). 

Таблица 2 
X 
/ т. 
1 

-0.5 
1 

-0.4 
2 

-0.2 
1 

0 
1 

0.2 
1 

0.6 
1 

0.8 
1 

1 
1 

1.2 
2 

1.5 
1 

Найти доверительный интервал для математического ожидания нор­
мально распределенной генеральной совокупности, если доверительная 
вероятность Y = 0.95 . 

Решение. В данном примере воспользуемся формулой (8). Также 

как и в предыдущем примере, найдем параметры х as: 

х=0.417, 
j = 0.720. 

Теперь найдем корень уравнения (см. (7)) 
2Ф(0=0.95, 

обратившись к таблице П.2. Получим t = 1.96 • 
Следовательно, доверительный интервал будет таким: 

0.417- 0.720 1.96,0.417 + 0.720 •1.96 
л/12 л/12 

или (0.01,0.82). 
Смысл полученного результата состоит в следующем: если будет 

произведено достаточно большое число выборок данного объема, то в 
95 % из них найденный доверительный интервал накроет математичес­
кое ожидание и только в 5 % случаев оцениваемое математическое ожи­
дание может выйти за границы доверительного интервала. П 
£> Пример 4. Определить объем повторной и бесповторной выборок 
для определения средней продолжительности горения лампочек в партии 
из 5000 лампочек, чтобы с вероятностью 0.99 предельная ошибка вы­
борки не превосходила 25 часов. Дисперсия оказалась равной 150. 
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Решение. Здесь воспользуемся формулами (13) и (15). Очевидно, 
имеем 

о = 150, А = 25, Y = 0.99. 
С помощью таблиц находим ta , а = 1 - у = 0.01: 

t =2.58. 
а 

Следовательно, необходимый объем выборки в случае повторной 
выборки 

п = 
150-2.58 

25 
= (б-2.58)2=240, 

а в случае бесповторной выборки -

5000 -(150 -2.58 J 
5000-.(25 )2 +(150-2.58 У 

• = 229. • 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Из партии в 10 000 электрических лампочек отобрано случайно 
200 лампочек. Срок службы лампочек в генеральной и выборочной со­
вокупности дан в таблицах 3 и 4 соответственно. 

Срок службы, 
г. 

900-1100 
1100-1300 
1300-1500 

Таблица 3 
Количество 
лампочек 

1000 
6000 
3000 

TV =10000 

Срок службы, 
г. 

900-1100 
1100-1300 
1300-1500 

Таблица 4 
Количество 
лампочек 

10 
120 
70 

п = 200 

Найти генеральные и выборочные средние, дисперсии, средние 
квадратичные отклонения, а также среднюю и предельную ошибки вы­
борки. 

2. Из генеральной совокупности с нормальным распределением из­
влечена выборка с объемом п = 10 (см. табл. 5). 

Таблица 5 
X 

т. 
i 

-2 
1 

0 
1 

1 
2 

2 
1 

3 
2 

4 
2 

5 
1 
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Найти доверительный интервал для математического ожидания с 
доверительной вероятностью у = 0.99. 

3. Какой должен быть объем бесповторной выборки для определе­
ния среднего возраста 1 000 мужчин, если дисперсия не превышает 16, а 
доверительная вероятность равна 0.95. Ошибка в определении возраста 
не должна превышать одного года. 
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• Лекция 40 
Некоторые замечательные статистические 
распределения 

Приведены характеристики законов распределений "хи-квад­
рат " ( yj ) и Стьюдента, дано интервальное оценивание ма­
тематического ожидания случайной величины Хс неизвест­
ной дисперсией, изложен метод интервального оценивания 
среднеквадратического отклонения нормально распределен­
ной случайной величины. 

Наряду с нормальным распределением, которое занимает централь­
ное место в теории и практике вероятностно-статистических исследова­
ний, в математической статистике нужны и некоторые другие важные 
распределения, которые используются для построения разного рода ста­
тистических оценок и в других целях. К таким распределениям относят­
ся в первую очередь распределения "хи-квадрат" {%2), Стьюдента и 
Фишера. Далее приведем подробные характеристики и таблицы таких 
распределений (см. таблицы П.3-5). 

1°. Распределение "хи-квадрат" (%2). Случайная величина ^2 

используется при интервальном оценивании параметров распределений, 
при статистической проверке гипотез и т.д. 

Пусть X ,Х ,...,Хл- последовательность независимых случайных 
величин и X. е iV(0,l), i = 1, 2,..., п. Тогда плотность распределения 
случайной величины 

xl = x? + *l+... + x2. 
определяется так: 

/хД*Ь 

0, х<0; 
.£ 1 1 

е 2-х2 

п / _. -\ 
22Г п 

1л» 
х>0, (1) 
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где Г — I2; - гамма-функция от аргумента —. Если целое число, тс 

\ п 

Распределение %2
п полностью определяется величиной п, называе­

мой числом степеней свободы. 
Если на величины Х„ Х„ ...,Х наложено к < п связей, то число 

1' 2' ' п ' 

степеней свободы уменьшается на к. Например, если известно, что 
Х[ + Х2 +... + Хп - Р , то число степеней свободы случайной величины 
%2 равно п - 1. 

Приведем числовые характеристики случайной величины %2: 

2 

1. М$2)= п ; 2. Dx£2)-2n; 3. Ассиметрия е, =—j= ; 4. Эксцесс 
" -Jn 

12 е = —. п 
Функция / , {х) при х > О монотонно убывает, если п < 2, а при 

и > 2 имеет единственный максимум. В таблице П. 4 для различных зна­
чений вероятности ос и числа степеней свободы А: приведены значения 
Хкр, являющиеся решениями уравнения 

Ис*2>Х2>1/хД*)<1* = а. (2) 

Величину %1р называют критической точкой, а вероятность <* -
уровнем значимости. 

Важным свойством распределения %2 является его воспроизводи­
мость по параметру. Это означает, что сумма к независимых случай­
ных величин, распределенных по закону %2, также распределена по это-
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му закону с числом степеней свободы, равным сумме степеней свободы 
слагаемых. 

2°. Распределение Стьюдента. Как и распределение %2, рас­
пределение Стьюдента играет в основном роль вспомогательного вы­
числительного средства и используется при построении доверительно­
го интервала для математического ожидания, проверке гипотезы о 
равенстве математических ожиданий двух нормальных случайных ве­
личин и т.д. Оно впервые описано в 1908 г. английским статистиком 
В. Госсетом, который опубликовал свою научную работу под псевдони­
мом Стьюдент. 

Пусть X0,XV ...,Хп- независимые и одинаково распределенные 
случайные величины и А'.е N(0,1),/=0,1, ...,п. 

Тогда плотность распределения случайной величины 

Т =- 1 

Л~2 

определяется ф о р м у л о й 

/т(х) = -г 

п + 1 

Л/7ОТ 

( Х*Л 

1+— 
п V 

/1+1 
2 

хе (-оо,+оо), (3) 
J 

где Г(к) - гамма-функция. 
В этом случае говорят, что случайная величина Тп имеет распреде­

ление Стьюдента с п степенями свободы. 
Можно убедиться, что fT (х) является унимодальной функцией х, 

т.е. найдется точках*, что 

Л. (х.) > Л. (х2) >еспя xi < Х2К х'> 

/г, \х\) < Л, \х2), если х'<х^< х2. 
Числовые характеристики случайной величины Т: 
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l.M(Ti) = 0;2. D\Tn)= и существует только при п > 2; 3. Асим­

метрия Е = 0; 4. Эксцесс £ = и существует только при п > 4. 
л-4 

Отметим, что с ростом п распределение Стьюдента быстро сходит­
ся к нормальному (практически уже при и > 50). 

В таблице П. 3 для различных значений а и А: приведены величины 
taJc, являющиеся решениями уравнения 

^„>*aJ=J/r(*)dx=a. (4) 
При нахождении критических точек по таблице П.З нужно иметь 

ввиду, что эта таблица составлена для односторонней критической об­
ласти. В случае двусторонней критической области те же критические 
точки tak будут соответствовать уровню значимость 2сс . 

При решении задач интервального оценивания нахождение значе­
ний t м производится по таблице П.З, причем t k= /,_a k . 

3°. Распределение Фишера. Пусть Хи Y- независимые случай­

ные величины, распределенные по закону %2 со степенями свободы 

v,=mHV 2 =n соответственно. Тогда величина 

г _ т 
7 
п 

имеет распределение Фишера со степенями свободы v, = т и v2=n 

(F ~Fmn). Таким образом, распределение Фишера ̂ определяется дву­

мя параметрами тип. 

При больших тип это распределение приближается к нормально­

му. Заметим также, что Тя = Ft n, где Тя - случайная величина, имеющая 

распределение Стьюдента с числом степеней свободы v = п, F - слу-
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чайная величина, имеющая распределение Фишера с числами степеней 
свободы v, = 1 и v2 = и . 

Распределение Фишера используется при проверке статистических 
гипотез и для него составлена таблица П.5 критических точек F ., , 

a,v,,v2 

как правило, при уровнях значимости a = 0.10; a = 0.05; a = 0.01 • На­
пример, F005mo =2.98. 

4°. Интервальное оценивание математического ожидания 
случайной величины X с неизвестной дисперсией. Пусть слу­
чайная величина ХЕ N(a, a), где а неизвестно. Нужно построить до­
верительный интервал для оценки математического ожидания а с задан­
ной доверительной вероятностью Y (надежностью). 

Для решения сформулированной задачи по выборке (xt ,ху..., xj 

вычисляем выборочное среднее х и исправленную статистическую дис­
персию ST. 

Введем случайную величину 

Гп 
которая не зависит ни от а, ни от а и имеет распределение Стьюдента с 
и -1 степенью свободы. Можно записать 

P(\Tk\<5)=]fTt(x)dx=2Jf (x)dx = y, 
- S 0 

где fT (x)- плотность распределения случайной величины Тк с к степе­
нями свободы. 

По таблице П.З определяем аргумент функции Стьюдента, соот­
ветствующий значению Y и числу степеней свободы п-1, т.е. величину 

t .• 
Получаем 
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Irl<fy,n-1 ИЛИ x—a 
s <t. Y.«-l 

Значит, окончательное выражение для доверительного интервала 
запишется так: 

- t -s - t ,-s 
x— ,- <a<x+-•Jn 4~n 

(5) 

l> Пример 1. Пусть Xe N(a, a). По выборке объема п = 36 найдены 

значения x=4.1;j = 3.C надежностью у = 0.95 построить для а дове­
рительный интервал. 

Решение. 
1. По таблице П.З находим (у я_, = ?0 9535 = 2.032. 

2. Определяем 8 . 3 „ - r ^ = 2.032-3 
л/й л/36 

1.02. 

3. Находим доверительный интервал 
(4.1 - 1.02,4.1 + 1.02) = (3.08, 5.12). • 

5°. Интервальное оценивание среднеквадратического от­
клонения нормально распределенной случайной величины. 
Пусть Xe N(a, а). Величины а и а неизвестны. Требуется по выборке 
(xrx2, ...,xn) построить доверительный интервал для а с надежностью 
Y -

Решим эту задачу. По определению доверительного интервала име­
ем: 

Д |а -х |<б)= P{s-6<G<s+8)-y. 
Преобразуем двойное неравенство в круглых скобках так: 

, |1-£ <a<s 
v s 

(6) 
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Обозначив q = —, запишем (6) в виде 
s 

s(l-q)<a<s(l + q). (6') 
Типична для подобных задач ситуация, когда 5 < s , т.е. q < 1. Счи­

таем, что последнее выполняется. Тогда из (6') 

1 1 
< —<-s(l + q) a s(l-q) 

или после умножения на s-Jn-1 > 0 получаем 

л/и-1 s-Jn-\ л/и-1 < < 
l+q a \-q ' 

2 s2(n-\) Введем случайную величину % = — ^ — - , которая не зависит ни 

от а, ни от а и имеет плотность распределения yj с (п - 1) степенями 
свободы. 

Получаем окончательные формулы для доверительного интерва­
ла: 

£^Zi<CT<^El) (7) 

г 1 J. „ •\ / 
где X, = X 

П.4. 

1 + Y , 
и Хг = X2 1-Y , 

\ 
определяются по таблице 

При построении доверительного интервала для дисперсии доста­
точно возвести все члены последнего неравенства в квадрат. 

Если q > 1, то неравенство (6) приобретает вид 
0<o<%s§. + q) 

и соответственно видоизменяется формула (7) для доверительного ин­
тервала. 

D> Пример 2. Пусть по выборке объема 20 найдено s = 0.03. Требуется 
с надежностью у = 0.90 построить доверительный интервал для о. 
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Решение, По таблице П.4 для Y = 0.90 и п = 20 находим: 

'1 + 0.90 
Л] X 

% 

2 

Г 1-0.90 

-;20-lW(0.95;19) = 10.1; 

;20-1 
V 

= Х2(005;19)=30.1. 

Доверительный интервал строим исходя из формулы (7): 

0.03->/20-1 О.ОЗл/20-1 
< а < ? = или 0.024<а<0.041. л/30.1 л/10.1 

В заключении отметим, что с учетом предельного свойства рас­
пределения х2 в случае большой выборки (и > 50) для построения дове­
рительного интервала для а2 можно использовать следующую форму­
лу: 

1-А. . < о 2 < Г 1 + ? , 
Vn-1 Чп-\ 

где /у определяется по таблице П.2. • 

^Задания для самостоятельной работы 

Из генеральной совокупности извлечена выборка объема п и ре­
зультаты наблюдений сведены в интервальный вариационный ряд. По­
строить доверительные интервалы для а и а при доверительной веро­
ятности у - 0.95: 

1. Проводилось выборочное обследование продуктивности коров 
на молочных фермах Северо-Западного экономического региона РФ. По­
лучены следующие результаты: 

Надойза год (в кг) 
Количествскоров 

3000-
3400 
43 

3400-н 
3800 
71 

3800-
4200 
102 

4200-
4600 
64 

4600-
5000 
27 

2. В универсаме проводилась контрольная проверка веса расфасо­
ванных товаров. Выборочная проверка дала следующие результаты: 
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Ошибкавзвешиванш 
(в г) 

Числонаблюдений, 
попавшихв данный 

интервал 

-15-
-10 

12 

-10-
-5 

34 

- 5 -
0 

102 

0 -
5 

87 

5 -
10 

21 

10-
15 

4 

3. На станции технического обслуживания автомобилей исследо­
вались затраты времени на ремонт карбюратора. Были зафиксированы 
следующие результаты: 

Затратывремени 
(в мин) 

Числонаблюдений, 
попавших в данный 

интервал 

10-
20 

9 

20-
30 

21 

30-
40 

48 

40-
50 

70 

50-
60 

40 

>60 

12 
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• Лекция 41 
Статистическая проверка гипотез 

Приводятся основные понятия проверки гипотез; рассмот­
рены критерии согласия Пирсона и Колмогорова; изложена 
методика проверки гипотезы о среднем значении при извес­
тной и неизвестной дисперсиях. 

1°. Статистическая гипотеза. Уровень значимости и мощ­
ность критерия. Результаты выборочных исследований широко исполь­
зуются^ статистике для проверки предположений, выдвигаемых отно­
сительно характера или параметров распределения случайной величины 
в генеральной совокупности. Такие предположения называются стати­
стическими гипотезами. Гипотеза называется параметрической, если 
в ней содержится некоторое утверждение о значении параметра извест­
ного распределения. Гипотезу, в которой сформулированы предположе­
ния относительно вида распределения, называют непараметрической. 

Параметрическая гипотеза называется простой, если она содер­
жит только одно предположение относительно параметра; в противном 
случае имеем дело со сложной гипотезой. 

Если исследовать всю генеральную совокупность, то, безусловно, 
можно было бы наиболее точно установить истинность той или другой 
гипотезы. Однако такое исследование далеко не всегда возможно, и суж­
дение об истинности статистических гипотез проверяется на основании 
некоторой выборки. 

Обычно выделяют некоторую основную или нулевую гипотезу Н0. 
Наряду с нулевой гипотезой Нд рассматривают альтернативную гипо­
тезу Я,, являющуюся логическим отрицанием Я0. Так, относительно па­
раметров нормально распределенной генеральной совокупности можно 
вдвинуть следующие гипотезы: 

а) нулевую - Я0: а = а0; альтернативные - Н : а*а0, либо 
Н]:а< а0, либо Я,: а > а0; 

б) нулевую На: о = а0; альтернативные - Н : о*а0, либо 

Я,: о < а0, либо Я,: ст > а 0 ; 

в) нулевую Н„ : < альтернативную- Я. : 

Правило, по которому решают о принятии или отклонении гипоте-

\аФа„ 

1<т*о0. 
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зы Нй (соответственно - отклонении или принятии Я,), называют кри­
терием. Множество значений статистического критерия разделяются на 
два подмножества: область S отклонения нулевой гипотезы и область S 
принятия этой гипотезы. Если значение* критерия попало в область S, 
то нулевая гипотеза отвергается и принимается альтернативная гипоте­
за Я ; если же точка х попала в S, то принимается Я0, а Я, отвергается. 

При этом могут иметь место ошибки двух родов. Если будет при­
нята Я,, тогда как на самом деле верна гипотеза Я0, то это ошибка перво­
го рода, ее вероятность обозначают через ot: 

а = Р{хе SI Я, }= />{#, / Яв }, 
где Р{н /Я0 } - вероятность того, что будет принята гипотеза Я,, если 
на самом деле верна гипотеза Я0. Число а называют уровнем значимос­
ти, и обычно для а используют стандартные значения: 0.1; 0.05; 0.01 
и др. 

Если же будет принята гипотеза Я0, тогда как на самом деле верна 
гипотеза Я,, то такая ошибка - ошибка второго рода, ее вероятность обо­
значают через (3, 

Р = р{хе5/Я,}=/ '{Я 0 /Я 1 } . 
Правильные решения также подразделяют на два вида. Если будет 

прията гипотеза Я0, тогда как и на самом деле в генеральной совокупно­
сти она верна, то вероятность такого решения будет 

l-a = p{xsS/H0}=p{HJH0}. 
Может быть принята гипотеза Я,, тогда как и на самом деле она 

верна. Вероятность этого решения равна 1 - j8, 
1 - 0 = Р{хе S/ Я, }= Р{Н} IЯ, }. (1) 

Число (1) называют мощностью критерия. 
Для определения лучшего критерия проверки гипотезы Я0 необхо­

димо среди всех критериев, которые имеют одну и ту же вероятность 
ошибки первого рода, выбрать тот, для которого вероятность ошибки 
второго рода наименьшая. Допускаемая ошибка первого рода или уро­
вень значимости задается заранее. 

2е. Критерии согласия. Рассмотрим критерии согласия, которые 
применяются для проверки непараметрических гипотез о том, что рас­
пределение изучаемой случайной величины подчиняется некоторому из-
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вестному закону распределения, например, нормальному, биноминаль­
ному и т д. 

Выдвигается гипотеза о том, что случайная величина А'имеет фун­
кцию распределения F(x). Выдвижению гипотезы предшествует пред­
варительная обработка опытных данных, например, строится эмпири­
ческая функция распределения или гистограмма. Для сравнения близости 
эмпирических данных с выдвигаемой гипотезой необходимо выбрать не­
которую меру близости, которая, вообще говоря, зависит от характера 
решаемой задачи. Например, в качестве меры близости можно взять рас­
стояние между гипотетической F H эмпирической функцией Fn одним из 
следующих способов: 

X\Fn, F) = sup| F (x)- F(x)| - локальная мера, 
X 

%\FII,F)= J [F^jcJ-F^yj^g^djc - интегральная мера, 

где к - целое положительное число, g (х) > 0 , jg \x)d x < °°. 

Отметим, что мера близости - это случайная величина, так как яв­
ляется функцией выборки и характеризуется своим законом распреде­
ления. 

2°.1 Общая схема построения критериев согласия. 
1. Выбирается мера близости %\Fn ,F), причем желательно, чтобы 

она не зависела от конкретного вида функции F, имела достаточно про­
стой вид и была чувствительна к отклонениям опытных данных от пред­
полагаемой гипотезы. 

2. Задается вероятность а, называемая уровнем значимости, кото­
рая обычно выбирается так: а = 0.05 или а = 0.01. 

3. Решается уравнение Р\ха < х}= а и находится область значе­
ний х, которая называется критической областью. 

4. По выборке вычисляется значение х - выборочное значение. 

5. Сравнивается выборочное значение* и ха для заданного уров­

ня значимости. Если х > ха, то это означает, что наблюдение попало в 
критическую область, т.е. произошло маловероятное событие. Наступ­
ление такого события ставит под сомнение выдвигаемую гипотезу - она 
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отвергается. Если x
q
<x

a, то делаем заключение, что опытные данные 
не противоречат выдвигаемой гипотезе. 

2°.2 Статистический критерий %2. Выдвигается гипотеза 

Хе F(x)(mm Хе f(x)). Разбиваем область значений, которые может 

принимать случайная величина Хна /интервалов А,, А2 , . . . , Д,. Вычис­
ляем вероятность попадания случайной величины в каждый интервал 
при выдвинутой гипотезе: 

рк = \AF или рк = jf{x)dx. 

Здесь J d F - интеграл Стилтьеса по функции F(t). 
\ 

По выборке (xt, JC ..., х:) вычисляем число наблюдений тк, попав­

ших в интервал Ак. Ясно, что z, рк = 1, Zi m
k ~ n • 

к=\ к=1 
В качестве меры близости выбирается следующая случайная вели­

чина: 

х2 = £ -
к-лрк 

ч л 
V J 

i (т. —пр. Г 
= Z (2) 

t=i npk 
Имеет место следующая теорема. 

Теорема Пирсона. 

9 

Для любой гипотезы F(x) при п —> °° случайная величина % имеет 
о 

распределение X с числом степеней свободы l—r—l, так что (3) 

F{K
2<x)=JKl_r_l(t)dt, 

о 
где г - число параметров проверяемого закона F{x, a , ..., а), 

К} _r_ (t) - плотность распределения •£. 

Задаемся уровнем значимости а . Распределение (2) задано в таб-
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лицах, что позволяет найти величину х* • По формуле (2) вычисляем 

выборочное значение %г и производим их сравнение: 

1) если %2
а 5 %2

q, то гипотеза отвергается; 2) если %2
а > х\, то гипо­

теза не отвергается. 
2°.3 Статистический критерий Колмогорова. Справедлива 

также следующая теорема. 

Теорема Колмогорова. 
Пусть F(x) - гипотическая функция распределения случайной вели­

чины X,(xvxv ..., xt) - выборка объема п и Fn(x) ~ эмпирическая функция 
распределения. 

Тогда 

р{^Вп<х}-^К(х)= £ ( - l ) V 2 * V ,х>0, 
*=— 

edeDn=sup\F(x)-F(x)\'\ 
X 

Случайная величина Dn, называемая статистикой Колмогорова, 
используется для решения следующих задач: 

1. Проверка гипотезы Н^. F^x) = F(x), где Fn(x) - эмпирическая фун­
кция распределения случайной величины X, вычисленная по выборке 
(xvxv ...,.*:,), a Fix)- гипотетическая функция распределения случайной 
величины X. 

2. Построение доверительных границ для F(x). 
При использовании статистики Колмогорова нужно иметь ввиду 

таблицу П.6, в которой для типичных уровней значимости а приведены 
значения критической точки da , удовлетворяющей уравнению 

/ z > , = supj Fn (*)- F(x)\ >d) = a. 

Так как распределение статистики Колмогорова Dn не зависит от 
оцениваемой функции F(x) и в качестве меры расстояния между Fn{x) и 

''При применении данного критерия следует учитывать, что функция 
F{x) не должна зависеть от параметров выборки 
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F(x) используют максимальное отклонение, то величину Dn можно при­
менять для построения доверительных границ непрерывной функции рас­
пределения Р(х). 

Для любой неизвестной непрерывной F(x) при произвольном х име­
ем: 

P{F„ to" da < F{x) < Fn (x)+ da }= 1 - a . 

Значит, доверительная область есть полоса шириной 2da, в центре 
которой находится выборочная функция распределения Fn(x), причем с 
вероятностью 1 - а истинная функция распределения F(x) целиком ле­
жит внутри этой полосы. 

Сформулированный результат дает основание для оценивания ми­
нимального объема выборки, необходимого для аппроксимации неизве­
стной функции распределения F(x) с заданной точностью. 

В частности, для и > 80 имеют место соотношения: 

1.628 
олТ' а = 0 0 1 ; 

7Й + 0.12 + 
4~п 

d = L 2 ^ , а = 0.05 • 
а~Гп+0Л2 + ^1 

л/и 
Например, при a = 0.01, п = 100 эмпирическая функция распреде­

ления повсюду отстоит от истинной не более чем на 0.161. 
Рассмотрим применение общей схемы проверки гипотез к задаче 

проверки гипотезы о математическом ожидании. 
3°. Проверка гипотезы о математическом ожидании нор­

мальной случайной величины при известной и неизвестной 
дисперсиях. 

3°.1. Пусть генеральная совокупность распределена по нормаль­
ному закону. Предположим, что значение дисперсии а известно. Тре­
буется проверить нулевую гипотезу о том, то математическое ожидание 
генеральной совокупности равно некоторому числу а0, т.е. гипотезу Н0: 
а = а0. 

Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка объема п и 

по ней найдена выборочная средняя х. Задача состоит в том, чтобы по 

332 



выборочной средней при заданном уровне значимости а проверить ну­
левую гипотезу Нц. а = а0 при альтернативной гипотезе //,: аФа0. 

В качестве статистического критерия возьмем нормально распре­
деленную случайную величину 

Z = ̂ ±rn. (4) 
а 

Тогда область принятия гипотезы будет задаваться неравенствами 
-и <Z<u , (5) 

где 
Ф(« )=Ь^ 

V а / 2 , 

ф(/) - функция Лапласа. 
Область отклонения будет такой: 

2е(-оо,-ив)и(ив ,+«>). 
Если значение 

х -я г-
Z = -in 

о 
удовлетворяет неравенствам (5), то гипотезу Н0: а = а0 принимают; в 
противном случае ее отклоняют и принимают гипотезу Н]: а *• а0. В этом 
случае область отклонения гипотезы Я0 имеет вид (- °°,-иа ) u (ua ,+оо) 
и ее называют двусторонней критической областью значений статис­
тики Z. 

При использовании статистики (4) для проверки нулевой гипотезы 
Н(): а = а0 при альтернативной Н{.а> а0 область принятия Н0 задается 
неравенством 

Z<u2a, (6) 
где 

Критическая область значений статистики Z будет правосторон­
ней, Ze(u2a,+°°). 

Если же статистика Z проверки гипотезы Н0: а = а0 при альтерна-
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тивной гипотезе Н : а < а0, то область принятия гипотезы Н0 задается 
неравенством 

Z>-u2a 

и критическая область значений статистики Z будет левосторонней, 
Ze (-co -и2а ). 

Заметим, что принятие гипотезы Н0 не означает, что она является 
единственно подходящей. Это означает лишь, что гипотеза Н0 не проти­
воречит выборочным данным. Естественно, что наряду с На могут пре­
обладать и другие гипотезы. 

t> Пример 1. На станке изготавливаются детали с номинальным кон­
тролируемым размером 14 мм. Известно, что распределение контроли­
руемого размера является нормальным с параметрами 
а = 14 мм и 0 = 0.5 мм. В течение суток было отобрано 90 деталей и 
сделаны замеры контролируемого параметра, средний размер которого 

оказался х = 143 .Можно ли считать, что станок изготавливает детали 
увеличенного размера с уровнем значимости 0.05? 

Решение. Из условия следует, что необходимо проверить нулевую 
гипотезу Н0: а = 14 при альтернативной гипотезе Нх:а> 14. Найдем 
статистику Z по формуле (4): 

Z = l i b l l . 3 0 = 18. 
0.5 

Далее найдем значение и2а при а = 0.05. По таблице П.2 нахо­

дим, что и2а = 1.64. LJ 

Так как в результате имеем, что Z > и2а, то статистика Z попала в 
критическую область и, следовательно, нулевую гипотезу отвергаем. Это 
означает, что с вероятностью ошибки меньшей, чем 0.05, можно утвер­
ждать, что контролируемый размер деталей является завышенным по 
сравнению с номинальным размером-. 

3°.2. Пусть теперь генеральная совокупность распределена по нор­
мальному закону и значение дисперсии неизвестно. Требуется прове­
рить нулевую гипотезу Н0:а = ад при альтернативной Н{: аФа0. 

В качестве статистики критерия возьмем случайную величину 
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r=iL^V^T, (7) 
s 

где s - исправленная статистическая дисперсия выборки, п - объем вы­
борки, х - среднее значение выборки. Величина Т^десь распределена 
по закону Стьюдента с v = и -1 степенями свободы и имеет функцию 
распределения Fy (t). Критическая область здесь определяется неравен­
ством 

\т\>,.„ ( 8> 
где величина ta v определяется из уравнения 

а -уровень значимости. Значение tav находится по таблице П. 3. 

Р> Пример 2. Техническая норма предусматривает на выполнение не­
которой операции на конвейере 30 с. Поступило жалоба от рабочих, что 
они затрачивают больше времени на эту операцию. ОТК произвел хро­
нометраж у 16 рабочих и получил следующие результаты: 

Таблица 1 
Значениепризнака 

Частота 
28 
1 

29 
2 

30 
3 

31 
4 

32 
3 

33 
2 

34 
1 

Можно ли по имеющимся хронометрическим данным на уровне 
значимости 0.02 отклонить предположение, что действительное сред­
нее время исполнения операции соответствует норме? 

Решение. Нулевая гипотеза здесь есть Н0: а = 30, альтернативная -
Н{: а Ф 30 . Для проверки гипотезы Н0 необходимо вычислить по эле­
ментам выборки объема п = 16 значение статистики Г (см. (7)). Будем 
предполагать, что генеральная совокупность распределена по нормаль­
ному закону. По данным таблицы 1 находим среднее значение выборки 

х и исправленную статистическую дисперсию выборки /: 

~х= — (28-1 + 29-2+30-3 + 31-4+32-3 + 33-2+34-1)=31; 
16 
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= / _ L ^ w . ( x T ^ = l-L(32 + 2-22 + 3-l2 + 3-l2 + 2-22+32) = 1.6. 

Следовательно, по формуле (7) находим, что 

r = 2IzHVi5=2.4. 
1.6 

(9) 

С другой стороны, для а = 0.02 и v = n - l = 15 по таблице 
П. 3 находим 

' „ « 2 . 6 . (Ю) 

Сравнивая результаты (9) и (10), находим, что Т< t v и, таким об­
разом, гипотеза Н0: а = 30 действительно должна быть принята на уров­
не значимости 0.01. 

^Задания для самостоятельной работы 

1. При продолжительном наблюдении за весом А'пакетов орешков, 
заполняемых автоматически, установлено, что стандартное отклонение 
веса пакетов а = 10 г. Взвешено 25 пакетов, при этом их средний вес 

составил х = 244 г. Проверить гипотезу М(Х) = 250 г при уровне значи­
мости а = 0.05. Если данное утверждение неверно, то станок-автомат 
требует подналадки. 

2. Анализируется доход Хфирм в отрасли, имеющей нормальное 
распределение. Пусть средний доход в данной отрасли составляет не 
менее 1 млн. долл. По выборке из 49 фирм получены следующие дан­
ные: я: = 0.9 млн. долл., 5=1.15 млн. долл. Не противоречат ли эти ре­
зультаты выдвинутой гипотезе при уровне значимости а = 0.01 ? 

3. Исследовалось время безотказной работы бытовых автоматичес­
ких стиральных машин, для которых гарантийный срок -150 дней. Для 
этого фиксировалось время (в днях) с момента продажи до момента пер­
вого обращения покупателя в мастерскую по обслуживанию. Были за­
фиксированы следующие результаты: 

Время безотказней 
работы (в днях) 
Числоотказов 

30 

18 

90 

42 

150 

124 

210 

180 

270 

104 

300 

32 

360 

30 

Можно ли по имеющимся данным на уровне значимости 0.02 от-
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клонить предположение, что действительное среднее время безотказной 
работы стиральной машины соответствует гарантийному сроку? 
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• ЛеИция 42 
Примеры проверки гипотез 

Рассмотрено применение общей схемы проверки гипотез к 
важным задачам проверки гипотез о дисперсии, равенстве 
математических ожиданий, равенстве дисперсий, коэффи­
циенте корреляции \ 

1°. Проверка гипотезы о величине дисперсии нормальной 
случайной величины. Многие экономические решения связаны с ана­
лизом разброса возможных результатов. Например, если покупать ак­
ции какой-либо компании, то важно оценить риск от такого вложения 
денежных средств, который определяется рассеиванием годовых диви­
дендов по данным акциям за продолжительный период времени. Такую 
оценку можно получить анализируя дисперсию случайной величины -
размера дивидендов. Значит, при изучении многих экономических про­
блем приходится иметь дело спроверкой гипотезы о величине диспер­
сии. 

Рассмотрим следующую задачу. Пусть случайная величина 
Хе N(a,o) , причем величины аист неизвестны. Требуется проверить 

гипотезу о равенстве дисперсии ст2 нормально распределенной гене­
ральной совокупности X гипотетическому (предлагаемому) значению 

Тогда: 
Я„: ст2 = ст2.; Н- ст2 * ст2 (Я,(,): ст2 > ст2; Я,(2): ст2 < ст0

2). 
Для проверки гипотезы Н0 извлекаем выборку (xvx2,..., xj объема 

- 1 » и, вычисляем выборочное среднее х=—£х , исправленную выбороч-
л н ' 

ную дисперсию s2 = ]£ (х - х) . Тогда критерий проверки гипоте-
п - 1 ,=i 

зы Н0 имеет вид 

о: 

"' Содержание этой лекции основано на материале § 3.5 из [10]. 
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При справедливости гипотезы Я0 построенная статистика %2 име­

ет распределение х2 с числом степеней свободы v = и - 1 . 

1)При//,: а2 *а^ по таблице критических точек х2 -распределе­
ние по заданному уровню значимости а и числу степеней свободы 

v =л-1 находим критические точки х2 и Ха двусторонней кри-
>-f,"-> T - i 

тической области. 

Если % а <Х <%а (X определяется из (1)), то нет основа-
1—-,и-1 — ,п-\ 

2 2 

ний для отклонения Н0. 
Если X - X а или %2 > X2, , то Н отклоняется в пользу гипо-

тезы//,. 

2) При // / ' ) : о2 > а2 определяем критическую точку %2„_, право­
сторонней критической области. 

Если X2 < X2 ,„_,, то нет оснований для отклонения //0. 

Если X2 ^ Xa,„-i, то Н0 должна быть отклонена в пользу Н^. 

3) При Hf' :а2 <о2 находим критическую точку %]_а„_х левосто­
ронней критической области. 

Если X > Х]_а,„_|, то нет оснований для отклонения //0. 

Если X2 - Х2-а,„_1, то Я0 отклоняется в пользу Н^. 

О Пример 1. Точность работы станка автомата, заполняющего паке­
ты порошком, определяется совпадением веса пакетов. Дисперсия веса 
не должна превышать 25 (г)2. По выборке из 20 пакетов определена ис­
правленная дисперсия s2 = 35. Определить, считая а = 0.05, требуется 
ли срочная подналадка станка? 

Решение. Сформулируем нулевую и альтернативную гипотезы, 
соответствующие условию примера !://„: а2 =25;// , : а2 >25. 
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В соответствии с (1) наблюдаемое значение %2 следующее: 

2 19-35 19-7 . , , X = = = 26.6 
25 5 

По таблице П.4 находим xlp =Zo.os:i9 = 3 0 1 4 -

Так как %2 = 26.6 < 30.14 = %кр, то нет оснований для отклонения 
гипотезы Н0. Значит, имеющиеся данные не дают основания считать, что 
станок требует срочной подналадки. • 

2°. Проверка гипотезы о равенстве математических ожи­
даний двух нормальных случайных величин при известных 
дисперсиях. При анализе многих экономических показателей прихо­
дится сравнивать две генеральные совокупности. Например, можно срав­
нивать уровни жизни в двух странах по размеру дохода на душу населе­
ния; качество знаний студентов двух университетов - по среднему баллу 
на комплексном тестовом экзамене и т.д. В таких ситуациях логично 
провести сравнение по схеме анализа равенства математических ожида­
ний двух генеральных совокупностей Хи Y. 

Пусть Хе N\ax,ax), Ye N(aY,aY), причем дисперсии а2
х и G2

Y 

известны. По двум выборкам (xt,x2, ...,xjn(yvy2, ...,ук)о6ъемовпик 
соответственно нужно проверить гипотезу М{Х) = М( Y), т.е. 

ЩМ(Х) = М(У), 
Я,: М{Х)ФМ{У){Н^:М{Х)>М{У); Hf]:M{X)<M(Yj). 
В качестве критерия проверки гипотезы Н0 примем случайную ве­

личину^ 

При справедливости На случайная величина Ze N(0,l). 

1) При Я,: М(х) Ф M(Y) по таблице для функции Лапласа опреде­

ляем две критические точки u a и иа из условий: 
~~2 1 
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м« 
N 1-a 

и _ =и_ 2 

Если I Z\ < и , то нет оснований для отклонения гипотезы Я„. (Г 

Если | Z\ > иа , то Я0 отклоняется в пользу Я,. 
7 

2) При Hf*: М{Х) > M(Y) критическую точку иа правосторонней 

критической области находим из равенства Ф(иа )=—-—. 

Если Z < иа, то нет оснований для отклонения Н0. 

Если Z > иа, то Я0 отклоняется в пользу Я, . 

3) При Щ2': М(^0 < М( У) критическую точку «,_„ левосторонней 

критической области определяем из равенства «,_„ = -«„ . 

Если Z > и, а , то нет оснований для отклонения гипотезы Н0. 

Если Z < и,_а, то Я0 отклоняется в пользу Я, *. 

р> Пример 2. Сравниваются средние доходы фирм Xvi Yв двух раз­
ных, но однотипных отраслях, имеющих нормальное распределение с 
дисперсиями 1 млн. долл. и 2 млн. долл. соответственно. В первой от­
расли по выборке из 20 фирм получен средний доход 1 млн. долл., а во 
второй по выборке из 25 фирм получен средний доход 0.9 млн. долл. 
Определить, есть ли основание отклонить гипотезу Яц: М(Х) = M(Y)c 
уровнем значимости а = 0.05. 

„ 1-0.9 1 _ п , _ 
Решение. В данном случае •£ —i - —j= - u./z. 

V20+25 

При Я,: М(х)^ M(Y) ПО таблице функции Лапласа определяем 

две критические точки и а и иа из условий: 
'1 1 
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ф и 
а 

. 1J 

л 1-сс 
-!—^ = 0.475, и _ = и_ 

2 2 

Значит, иа=и а = 1.95. 

Так как | Z\ = 0.22 < 1.95, то нет оснований для отклонения гипоте­
зы Н0: М(Х) = М( Y). • 

3°. Проверка гипотезы о равенстве математических ожи­
даний двух нормальных случайных величин при неизвестных 
дисперсиях. Более реальной по сравнению с пунктом 2° будет ситуа­
ция, когда дисперсии рассматриваемых случайных величин неизвестны. 

Пусть случайные величины Хе N\ax,ax) и Уе N\a ,o ),причем 

дисперсии ох и о2 неизвестны, но равны. По двум выборкам 
(х,, х2,..., xj и (Ур у2,..., ук) объемов пик соответственно требуется про­
верить гипотезу М(Х) = M(Y). Обозначим Я0: М(Х) = М(У), 
Я,: М(Х) Ф M(Y) (Я,(1): М(Х) > М( Y); Я,(2): М(Х) < М( Y)). 

При этих условиях в качестве критерия проверки гипотезы Я0 при­
нимают случайную величину Т: 

Т = - Х~У 

J(n-1)^+(*-!> 
\nk\n + к - 2) ^ч 

V п + к 

где * = - £ * , , y = \tyt, s\ =-±-±ift-x) , s1
Y=—-Myi-y) . 

При справедливости Я0 построенная статистика Гимеет распреде­
ление Стьюдента cv = n + k-2 степенями свободы. 

1) При Я,: М(Х) * М{У) ПО таблице по заданному уровню значи­
мости а и числу степеней свободы v = п + к - 2 определяем критичес­
кие точки t а и /а (/ = - / ) двусторонней крити-

I--V1+A-2 - . л + А - 2 1_™,я+*_2 - , я + * - 2 
2 2 2 2 

ческой области. 
Если | Т\ < ta , то нет оснований для отклонения Я . 

—,п+к-2 
2 
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Если I Т\ > t , то Нп отклоняем в пользу Н.. 
2 

2) При Н^:М(Х)>М( Y) находим критическую точку tan+k_2 пра­
восторонней критической области. 

Если T<t , , , то нет оснований для отклонения Я . 

Если Т > ta п+к_2, то Н0 отклоняется в пользу Hf'. 

3) При Н^: М{Х) < А/(У) находим критическую точку 
1\-а,п*к-2 ~ ~1

а.п+к-2 левосторонней критической области. 

Если T>-ta п+к2, то нет оснований для отклонения Н0. 

Если Т< -ta п+к_,, то Н0 отклоняем в пользу Н\2'. 

Р> Пример 3. В университете проведен анализ успеваемости среди сту­
дентов и студенток за последние 25 лет. Случайные величины Хя Y- их 
суммарный балл за время учебы. Получены следующие результаты: 

х = 400 ; s2
x - 300; у = 420; s\ = 150. Можно ли с уровнем значимости 

а = 0.05 утверждать, что девушки учатся лучше ребят? 

Решение. Здесь нужно проверить следующую гипотезу: 
Н0. М(Х) - М{ Г); Я,(2): М{Х) < М{ У). 
По формуле (3) строим статистику Тс учетом, что п = к-25: 

400-420 /25-25(25 + 25Z1) _ 
л/24-300+24-150 V 25+25 

г к р = Л . 0 5 : 2 5 + 2 5 - 2 ; = _ 1 - 6 8 -

Поскольку Т = -4.71 < -1.68 = t , то гипотеза Н0 должна быть от-

клонена в пользу я , . 
Значит, можно утверждать, что в университете девушки в среднем 

учатся лучше ребят, rj 
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4°. Проверка гипотезы о равенстве дисперсий двух нор­
мальных случайных величин. Часто при сравнении экономических 
показателей на первый план выходит анализ разброса значений рассмат­
риваемых случайных величин. Например, при решении вопроса об ин­
вестировании в одну из двух отраслей остро встает вопрос риска вложе­
ний. 

Пусть Хе N\ax,ox)u Ye N{a r, a Y), причем дисперсии a2
x и a2

r 

неизвестны. Рассмотрим гипотезу о равенстве дисперсий а2
х и a2

Y: 

Н0: а2
х = а2

г; Я,: а2
х Ф а], (Я,(1): о2

х > а\). 
По независимым выборкам (х,, х2,..., х) и (у),у2, —,ук) объемов/! и 

А;соответственно определяются х, у, s2
x , s2. (считаем s2

x > s2, так как 
в противном случае хну можно переобозначить). 

В качестве критерия проверки гипотезы Нд принимают случайную 
величину 

F = 4 , (4) 
sY 

определяемой отношением большей исправленной выборочной диспер­
сии к меньшей. Если гипотеза Я0 верна, то данная статистика F имеет 
распределение Фишера с v, = n - l и v2 =&-1 степенями свободы. 

1) При Я,: а2
х * а2, по таблице критических точек распределения 

Фишера по уровню значимости а и числом степеней свободы v, и v2 

определяем критическую точку F 

Если F<F , то нет оснований для отклонения Я0. 
T v, .»2 

Если F > F , то Я0 отклоняется в пользу Я,. 
§•*,.», 

2) При я[ ' ' :a2
x>a2

Y определяется критическая точка Fav v . 

Если F <Fav v , то нет оснований для отклонения Я0. 

Если F> Fav v , то Я0 отклоняется в пользу Я ^ . 

344 



F- = 2. Критическая точка F =F005.24.24=1.98. Поскольку 

Отметим, что при проверке гипотезы о равенстве дисперсий в ка­
честве альтернативной гипотезы в большинстве случаев используется 
гипотеза Н®. 

[> Пример 4. В условиях примера 3 определить, есть ли основание 
считать, что дисперсии двух случайных величин Хп ^существенно от­
личаются друг от друга, т.е. разброс оценок у студентов больше, чем у 
студенток. 

Решение. Строим гипотезу: Я0: a2
x=a2

Y; H® : a2
x>a2

Y. 
Для проверки гипотезы по формуле (4) вычислим статистику 
300 
150 

F = 2 > 1.98 = F^ , то гипотеза Н0 должна быть отклонена в пользу Щ1'. 
Значит, есть основание считать, что разброс оценок у студентов универ­
ситета существенно больше разброса в оценках у студенток. • 

5°. Проверка гипотезы о значимости коэффициента корре­
ляции. Важным элементом эконометрического анализа является уста­
новление наличия связи между различными показателями, например, 
между ценой и спросом, доходом и потреблением, инфляцией и безра­
ботицей. Как правило, анализ начинают с простейшей - линейной зави­
симости (см. Л. 43). Для установления наличия значимой линейной свя­
зи между случайными величинами Хп Кследует проверить гипотезу о 
статистической значимости коэффициента корреляции. В связи с этим 
рассмотрим следующую гипотезу: #0: kXY=0; Я,: kXY*Q. Для проверки 
гипотезы Н0 по выборке (х,;у{), (х2; у2), ...,(хн; уп) объема п строится 
статистика 

Г=^В, (5) 
УМ4 ~хг 

где кхг -выборочный коэффициент корреляции. 
При справедливости гипотезы Н0 статистика Гимеет распределе­

ние Стьюдента с v = п - 2 степенями свободы. По таблице критических 
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точек этого распределения По заданному уровню значимости а и числу 
степеней свободы v = п - 2 определяем критическую точку /а —,п-2 

г 
Если I Т\ < ta 5 то нет оснований отклонить гипотезу Н0. 

2 

Если | Т | > ta , то Н0 отклоняется в пользу альтернативной гипо-
- . л - 2 
2 

тезы//,. 
Если Н0 отклоняется, то это означает, что коэффициент корреляции 

статистически значим, т.е. существенно отличен от нуля. Следователь­
но, случайные величины А'и У коррелированны, т.е. между ними суще­
ствует линейная связь. 

р> Пример 5. Определяется наличие линейной зависимости между 
уровнями инфляции А"и безработицы YB некоторой стране за 11 лет. По 
статистическим данным рассчитан выборочный коэффициент корреля­
ции кхг = -0.34. Существует ли значимая линейная связь между ука­
занными показателями в данной стране на интервале в 11 лет при 
а = 0.02 • 

Решение. Проанализируем следующую гипотезу: 
Я 0 : * , г = 0 ; Я , : * ^ * 0 . 

Л 1/1 / 1 1 1 

По формуле (5) находим Т = ' = -3.254. По таблице 

Vl-(-0.34)2 

распределения Стьюдента находим / =* =2.821. Поскольку 

| Т\ - 3.254 > 2.821, то коэффициент корреляции kXY статистически зна­

чим. Значит, к существенно отличается от нуля, и между уровнями 
инфляции Хн безработицы Гсуществует определенная отрицательная 
линейная зависимость. D 

&Задания для самостоятельной работы 

1. Расход ̂ бензина автомобилей некоторой фирмы имеет нормаль­
ный закон распределения с ах=1.5 и ах = 0.5 л. Выпустив новую моди-
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фикацию автомобиля, фирма утверждает, что у него средний расход а у 

топлива снижен до 7 л при том же а. Выборки из 15 автомобилей каж­
дой модели дали следующие средние расходы: х = 7.45 ; у = 7.15 . Мож­
но ли по этим данным доверять рекламе фирмы? 

2. Два университета (А и В) готовят специалистов аналогичных спе­
циальностей. Министерство образования, проверяя качество подготов­
ки университетов, применило для этого объемный тестовый экзамен для 
студентов пятого курса. Отобранные случайным образом студенты по­
казали следующие суммы баллов: 

А: 41, 50, 35, 53, 30, 57, 50, 44, 36, 55, 28, 40, 50. 
В: 40, 57, 38, 25, 47, 48, 55, 48, 39, 46, 55,43, 51, 55, 40. 
а) Можно ли утверждать с а = 0.05, что один из университетов обес­

печивает лучшую подготовку; 
б) Сравнить разброс в знаниях студентов этих университетов. 
3. Исследуется зависимость между количеством (N) покупателей в 

ювелирном магазине и количеством (Q) проданных товаров. За 10 дней 
наблюдений составлена таблица: 

N 

Q 

50 
10 

61 
12 

72 
20 

43 
9 

60 
15 

65 
15 

76 
21 

55 
14 

62 
18 

40 
7 

Оценить наличие и степень линейной зависимости между N и Q. 
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• Лекция 43 
Статистическая зависимость между 
случайными величинами 

Определены типы зависимостей между случайными величи­
нами, рассмотрены корреляционное отношение и линейная 
однофакторная регрессия'\ 

1°. Типы зависимостей между случайными величинами. В 
лекции 34 речь шла о функциональной зависимости между случайными 
величинами X и У, т.е. если У= (р\Х), где ф - обычная числовая функ­
ция. 

Такая зависимость очень жесткая. С другой стороны, когда X, У 
независимы в вероятностном смысле - это полное отсутствие всякой 
зависимости, так как условные законы распределения У по отношению 
к Хне меняются в зависимости от значений случайной величины X. 

Можно сказать, что функциональная зависимость и независимость 
-два крайних полюса зависимости между случайными величинами. 

Если же независимости между случайными величинами X и У нет, 
то говорят об их статистической зависимости - это когда при измене­
нии значения одной величины меняется распределение другой. 

В п. 2° Л. 34 и п. 5° Л. 42 уже говорилось о корреляционной зависи­
мости - это когда корреляционный момент Кху или коэффициент корре­
ляции kXY не равны нулю. 

Если Мууу _ ) меняется в зависимости от с, то говорят о регрес­
сионной зависимости Y от X, при этом сама эта зависимость называет­
ся регрессией Yua X. Часто эту зависимость также называют корреляци­
онной. 

Такая зависимость имеет также место, когда на функциональную 
зависимость (р случайной величины У от X накладываются неконтроли­
руемые случайные возмущения, т.е. имеем У=ф(А')+е,где е -некото­
рая случайная величина с нулевым математическим ожиданием, влияю­
щая на У, но независимой от X. 

Одна из случайных величин, зависимость между которыми анали-

-) Содержание лекции 43 в основном соответствует § 18.3 из [39]. 

348 



зируется, обычно называется фактором, тогда другая считается зависи­
мой от этого фактора. 

Например, регрессионная зависимость имеется: а) между ростом 
и весом человека - средний вес более высоких людей также больше; б) 
между продажной ценой автомобиля и его возрастом: чем больше воз­
раст, тем меньше средняя продажная цена и т.д. 

2°. Корреляционное отношение. Такое отношение является по­
казателем степени статистической зависимости. Пусть случайная вели­
чина У зависит в основном от фактора X и некоторого остаточного не­
большого по величине фактора в виде случайной величины е , которая 
влияет на У, но не на X. Характеристикой общей изменчивости значений 
случайной величины У является ее дисперсия D\Y) - My[Y-aY\ J, где 
ar= M{ Y). В эту величину вносят свой вклад и фактор X, и остаток 6 . 
Рассмотрим их вклад. Для избежания громоздких обозначений далее 

будем обозначать через Z результат усреднения случайной величины Z, 
т.е. ее математическое ожидание. 

При фиксированном значении фактора X, например при Х-Ь, дис-

персия Dy/y _ ,)=м1 \уу_ -М\у J J условного распреде-

Y/ ления /х-Ъ как раз характеризует влияние на У остатка е при этом 

значении фактора X, а ее среднее значение D\yY _ ) характеризует вли­

яние в целом остатка Е на У, которое обозначим £>( У, ост). 

Математическое ожидание М\ у у _ ,) - это центр группирова­
ния значений случайной величины У при X = с. В то же время М( У) -
общий центр группирования У. Поэтому разброс групповых центров от-
носительно общего центра определяет дисперсию 

Ч1&-г*мЛ. , которая и определяет изменчивость значении 
У, вызванную фактором X и обозначается D(Y, фак). 

Можно показать, что D(Y) = D( У, фак) + D{ У, ост). 
п , 2 £>(У,фак) . £>(У,ост) _ 2 
Обозначим р ; . =—v , . ' -1 v . . / .Величина pv / показы-

Ух D(Y) D(Y) УХ 
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вает, какая доля вариации значений случайной величины У обусловлена 
вариацией значений факторами называется коэффициентом детерми­
нации, а р = /р2 называется корреляционным отношением. 9УГК 

Для корреляционного отношения имеют место следующие утвер­
ждения: 

1)0<р <1; 
/X 

2) условие р . -\ необходимо и достаточно для однозначной фун-
/х 

кциональной зависимости YOTX. 

Действительно, при р у, = 1 имеем D(Y, ост) = DyyY _ )= 0, а так 

как D\X/Y_ )> 0, то отсюда следует, что DV/V _ )= 0 при всяком с. 

Последнее означает, что Уесть константа при всяком значении фактора 
X, т.е. Уесть функция от X. 

Наоборот, если Уесть функция от X, то D v/y _ ) = 0 при всяком 

с, а тогда D\K/y _ J=0 и, значит, pY/ =1; 

3) условие р у/ = 0 необходимо и достаточно для отсутствия рег-
/х 

рессионной зависимости У от X. 
Действительно, если р к / = 0 , то М\уу_ ,)=M{Y), т.е. 

М[уу _ , ) есть константа, и, значит, нет регрессионной зависимости 
У от А". Обратное очевидно. 

4) чем ближе ру/ к единице, тем ближе статистическая зависи-
/х 

мость У от X к однозначной функциональной, и наоборот - чем ближе 
зависимость Уот^к однозначной функциональной, тем ближе р г / к 

/х 
единице. 

На практике совместное распределение случайных величин, как 
правило, неизвестно, и вместо всех параметров используются их выбо-
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рочные оценки. Пусть имеется п независимых наблюдений двумерной 
случайной величины (X, У). Результаты этих наблюдений, т.е. пары на­
блюдений значений (х, у) расположим в двумерную корреляционную 
таблицу 1. Она строится следующим образом: наблюденные значения 
хрл:2,...,хл фактора А'группируемв v групп, наблюденные значения ух, 
у2, —,уп группируем в q групп. Затем подсчитываем числа т, i = 1,... ,v , 
j = l,...,q таких наблюдений (x,j>), в которых л: попало в/-ю группу, ау 
ву'-ю группу. 

Построим выборочный аналог pw коэффициента детерминации. 

\у.—у\т. — у.т. 
Выборочный аналог D( У) есть sY = £ — , где у = X ——- - об­

щая средняя. 
Выборочным аналогом условной дисперсии при х = х. 

будет групповая выборочная дисперсия s1 = X 
-(О 

УГУ \тл 

•, где 

Таблица 1 

j 

1 
2 

/ 1 2 ... v 

У\ 
Уг 

Уч 
п. =У/и . -т. 

j ~ 

-С) 
У 

s2 
1 

Х\ 

тгх 

- 0 ) 
У 

•у 

х2 

mq2 
п2 

- ( 2 ) 
У 

s; 

Х\г 

mlv 

- < v ) 

У 

s~ 
V 

m =Tm.. 
J ~ V 

m2 

mq 

' j ' 
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_ (,•) у т.. 
у = £ ——~ _ групповая средняя; аналогом D(Y, ост) является 

J п, 

, -2 „ S'/l. 
s2 =s, = 2 - i - L . 

ос Г И 

Отсюда определим выборочный аналог £>( F, фак), а именно 

s2 =s2
y- s2^ . Определяем выборочный аналог коэффициента детерми-

нации ру/ =-$Y- И выборочное корреляционное отношение 
sY 

р~~ 
РУхЧРг/х-

Для р у справедливы утверждения аналогичные соответствующим 

утверждениям 1)-4) относительно р Ух 

£> Пример 1. Система случайных величин (X, Y) имеет таблицу рас­
пределения: 

Таблица 2 

Y \ 
-2 
0 
2 

-1 

0.4 
0.1 
0 

1 

0 
0.1 
0.4 

Найти коэффициент детерминации и корреляционное отношение 
между Хи Y. 

Решение. Находим ряд распределения Y, M( Y) и £>( Y): 

Найдем условные законы распределения: 
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'х=-\ 
-2 
0.8 

0 
0.2 

2 
0 

у/ 
, /х=\ 

- 2 
0 

0 
0.2 

2 
0.8 

математические ожидания: М\уу_. )=-1.6, М\уу_, )=1.6 идис-

персии: ^ ( % - = _1)=0.64, я ( % - = 1)=0.64. 

Получаем: D(Y,OCT)= п(Ух = _1)-Р(Х=-1)+о(Ух^1)>< 

хР{Х-\)=0.64 . Значит, коэффициент детерминации р* "У 
/X 

2 t д(У,ост)_1 0.64^4 
/х D(Y) 3.2 , а корреляционное отношение 

Поскольку р г / близко к единице, то зависимость 7 от А" близка к 
/Л-

функциональной. Действительно, из таблицы 2 видно, что при данном 
значении Хс большей вероятностью соблюдается равенство Y - 2Х. 

3°. Линейная однофакторная регрессия. Рассмотрим систему 
двух случайных величин (X, Y). Подберем линейную зависимость 

у = а + bx = <p(jc) так, чтобы F(a,b)= M\[Y-a-bX]2 ) было минималь­

ным. Имеем F(a,b)=M(Y2-2aY-2bXY+a2 + 2abX+b2X2)= 

= M(Y2 ) - 2aM(Y)- 2bM(XY)+ a2 + 2abM(x)+Ь2м(х2). Приравнивая 
частные производные отF(a, Ь)поаиЬк нулю, получим систему урав­
нений: 

\а+ЬМ(х)=М{х), 
\аМ(х)+ ЬМ(Х2 )= M(XY). 

(1) 

Решаем эту систему (1) относительно а и b получим: Ь = 
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а = M(Y) ———. Значит, с учетом Кху = кхуа хау, где&^-коэф-

фициент корреляции, получаем искомую линейную зависимость: 

y = q>(x) = ar + {X~ax)kxyPr, (2) 
ах 

где ау=М( Y), ах=М(Х). 
Можно показать, что при этихаиЬ величина F{a, b), называемая 

ошибкой приближения ц>(х), равна 

ошибка регрессии М\ \Х\уу)—<9\Х)\ \ = о\\ pY/ ~кХУ\. 

Отсюда вытекает: 
1) если I k vv I приближается к единице, то уменьшается ошибка при-

I л ' I 

ближения, т.е. возрастает концентрация значений двумерной случайной 
величины (X, Y) около прямой линии, выражаемой уравнением (2). Вер­
но и обратное утверждение. Это означает, что кхг показывает степень 
линейной функциональной зависимости между случайными величина­
ми Хи Y; 

2) если \кХУ\ приближается К ру, , то уменьшается ошибка рег­
рессии, т.е. неизвестная функция регрессии приближается к линейной 
функции (2). Верно и обратное. 

Последнее обстоятельство дает возможность использовать разность 

р у. - к2
ху в качестве меры отклонения функции регрессии от линей­

ной. 
На практике совместное распределение случайной величины (X, У) 

неизвестно, а известны только результаты наблюдений, т.е. выборка пар 
(х, у) значений случайной величины (X, Y). Тогда все рассмотренные ве­
личины заменяем их выборочными аналогами. Для определения а, Ъ 
получим следующую систему уравнений: 

|.+*?-j. _ (3) 
\aX+bX2 = XY. 
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1С XY ~ ~"*— K, XY л 9 
Решая систему (3), получим b =——, a~Y-X—— ,где Kxr, sx 

sx sx 
- выборочные аналоги корреляционного момента случайных величин X 
и Yи дисперсии Zсоответственно. 

Учитывая, что КХУ = kxrsxsY, где кху - выборочный аналог ко­
эффициента корреляции, получаем, что прямая линия регрессии имеет 
уравнение 

y=Y+(x-x)kxr^. (4) 

[> Пример 2. Дана таблица 17 испытаний (таблица 3). 

Таблица 3 
I 

X 
Y 

1 
0.25 
2.57 

2 
0.37 
2.31 

3 
0.44 
2.12 

4 
0.55 
1.92 

5 
0.60 
1.75 

6 
0.62 
1.71 

7 
0.68 
1.60 

8 
0.70 
1.51 

9 
0.73 
1.50 

10 
0.75 
1.41 

11 
0.82 
1.33 

12 
0.84 
1.31 

13 
0.87 
1.25 

14 
0.88 
1.20 

15 
0.90 
1.19 

16 
0.95 
1.15 

17 
1.00 
1.00 

Определить уравнение линии регрессии. 
Решение. Составляем расчетную таблицу 4. 

Из таблицы получаем: £ х =11.95; £ у. =26.83; £ ж2 =9.1095; 
/=1 ' ;=1 ' '=1 

%yf =45.4127; %х.у. =17.3917. Находим: 

А-= 1 1 ^ = 0.7029; Y= ^ ^ = 1.5782; 
17 

2 9.1095 
х- 1у 

45.4127 

17 

°\ = 17 

-(0.7029)2 = 0.0418 ; о^ = 0.2042; 

(1.5782)2= 0.1806; о =0.4250; 

17 3917 
Кг = -0.7029-1.5782 = -0.0863; 

хг 1у 
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Таблица 4 
/' 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

Z 

* 
0.25 
0.37 
0.44 
0.55 
0.60 
0.62 
0.68 
0.70 
0.73 
0.75 
0.82 
0.84 
0.87 
0.88 
0.90-
0.95 
1.00 
11.95 

Y 
2.57 
2.31 
2.12 
1.92 
1.75 
1.71 
1.60 
1.51 
1.50 
1.41 
1.33 
1.31 
1.25 
1.20 
1.19 
1.15 
1.00 
26.83 

X1 

0.0625 
0.1369 
0.1936 
0.3025 
0.3600 
0.3844 
0.4624 
0.4900 
0.5329 
0.5625 
0.6724 
0.7056 
0.7569 
0.7744 
0.8100 
0.9025 
1.0000 
9.1095 

f 
6.6049 
5.3361 
4.4944 
3.6864 
3.0625 
2.9241 
2.5600 
2.2801 
2.2500 
1.9881 
1.7689 
1.7161 
1.5625 
1.4400 
1.4161 
1.3225 
1.0000 
45.4127 

XY 
0.6425 
0.8547 
0.9328 
1.0560 
1.0500 
1.0602 
1.0880 
1.0570 
1.0950 
1.0575 
1.0906 
1.1004 
1.0875 
1.0560 
1.0710 
1.0925 
1.0000 
17.3917 

k„*, , s - 0 . 9 9 4 3 . 
XY (0.2042-0.4250) 

Уравнения линии регрессии: 

-1.5782 = - ° ' 9 9 4 3 ' ° - 4 2 5 0 ( х - 0.7029) или j ; =-2.0695*+3.0329. 
0.2042 v ; 

Здесь а = 3.0329, b = -2.0695. • 

Замечание 1: Ясно, что рассчитанные по выборочным данным коэффициенты 
а и Ъ в общем случае являются случайными. В связи с этим целесообразно 
проводить анализ статистической значимости коэффициентов линейной 
регрессии, а также по возможности сравнение истинных и оцененных 
зависимостей (см., например, [20, с. 299 - 307]). 

Отметим также, что значение экономических объясняемых переменных 
зависит обычно не от одного, а нескольких объясняющих факторов, и тогда 
говорят о линейной зависимой у как от некоторого 
/л-вектора х, т.е. о множественной линейной регрессии [20, с. 307 - 311]; в 
некоторых экономических ситуациях, встречающихся на практике, удобно 
использовать нелинейную регрессию [20, с. 359 - 361]. 



^fЗадания для самостоятельной работы 

1. Система случайных величин (X, Y) равномерно распределена в 

параллелограмме с вершинами 2;1±1|и I 
4; 2 ± — |. Найти корреля­

ционное отношение между X и Y. 
2. Система случайных величин (X, Y) имеет следующую таблицу 

распределения: 

0 
3 

-1 

0.2 
0.1 

0 

0.1 
0.4 

1 

0.1 
0.1 

Найти корреляционное отношение между случайными величина­
ми Xn Y. 

3. Дана корреляционная таблица для величин Хи У, где Х- срок 
службы колеса вагона в годах, а У- усредненное значение износа по 
толщине обода колеса в миллиметрах: 
\ У 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
.6 
7 

0 

3 
25 
3 
1 

2 

6 
108 
50 
11 
5 

1 

7 

44 
60 
33 
5 
1 

1 

12 

8 
21 
32 
13 
2 
1 
1 

17 

2 
5 
13 
13 
12 

22 

5 
2 
7 
6 

27 

3 
2 
3 
2 

32 

1 

2 
1 
1 

39 

1 
1 

Здесь целые числа, приведенные в таблице, являются кратностями 
значений соответствующих случайных точек (количествами опытов по­
явления данных случайных точек). 

Определить уравнение линии регрессии. 
4. Найти оценки параметров а и b линейной регрессии по выборке 

(9, 6), (10, 4), (12, 7), (5, 3). Пройдет ли прямая регрессии через точку 
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• Лекция 44 
Общая характеристика финансового рынка и 
его составляющих 

Дана общая характеристика финансового рынка и его со­
ставляющих; рассмотрены статистические характеристи­
ки ценных бумаг. 

1°. Финансовый рынок. Под финансовым рынком понимается 
совокупность спроса, предложения и реализации ценных бумаг. Участ­
никами финансового рынка являются банки, страховые общества и дру­
гие финансовые структуры, включая индивидуумов. 

Основные ценные бумаги - это акции и облигации. Акции-это до­
левые ценные бумаги. Владелец акции, или акционер имеет право как на 
участие в управлении компанией, так и на получение дивидендов. 

Облигации - это долговые ценные бумаги, выпускаемые государ­
ством или теми или иными фирмами. Облигации, в отличие от акций, 
выпускаются на некоторый срок, по истечении которого погашаются (по­
средством выкупа). Характеристиками облигации являются: время по­
гашения, стоимость погашения (номинал), выплаты до погашения (ку­
поны). 

На финансовом рынке его участниками проводятся финансовые опе­
рации с помощью финансовых инструментов. 

Финансовая операция (дальше просто операция или сделка) - это 
такая операция, начальное и конечное состояние которой имеет денеж­
ную оценку, целью проведения которой является максимизация дохода. 

Финансовый инструмент - любой документ или множество доку­
ментов, с которыми связаны финансовые обязательства, например, дан­
ный выпуск акций или данный тираж облигаций. 

Результат большинства операций, а также ее характеристики (до­
ход, доходность) заранее предсказатьневозможно. Выход заключается в 
том, чтобы принять определенные соглашения о рынке, позволяющие 
привлекать для анализа какие-то научные доводы. Обычно принимают 
следующие предложения: 

1. "Скрытые" параметры (типа психологических мотивов) не учи­
тываются. Любой участник рынка стремится действовать так, чтобы обес­
печить себе наибольший доход, а не действовать "назло" своему конку­
ренту и тем самым непредсказуемо с объективной точки зрения. Данное 
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предложение есть принципиальное основание для применения научных 
методов анализа рынка. 

2. Различные показатели рынка можно моделировать как случай­
ные величины, что позволяет использовать теоретико-вероятностные и 
статистические методы. 

Ясно, что в полной мере это предложение не выполняется, однако 
так всегда обстоит дело, когда применяются теоретико-вероятностные и 
статистические методы на практике. 

3. Об анализируемом финансовом инструменте (или о близких в 
некотором смысле к нему понятиях) должна быть накоплена определен­
ная информация, которой должно хватить для статистической обработ­
ки с целью получения оценок интересующих нас показателей с нужной 
точностью. В настоящее время накоплены огромные массивы самой раз­
нообразной информации и толково составленный запрос может принес­
ти много нужной информации, например информация о курсе доллара и 
других валют на мировых валютных рынках за последние годы. 

2°. Финансовые операции. Простейший вид финансовой опе­
рации - предоставление в долг некоторой суммы 5(0) с условием, что 
через время Г (измеримое, как правило, в годах) будет возвращена сум­
ма 5(7). 

В результате операция кредитор получит прибыль (доход) 
Q = 5(7) - 5(0), а в расчете на единицу кредита 

Величина г г являющаяся в статистическом смысле темпом приро­
ста, называется эффективностью операции (с точки зрения кредитора), 
процентной ставкой, ставкой процента либо просто интересом, рос­
том. 

Другим показателем эффективности операции с точки зрения кре­
дитора является дисконт-отношение прибыли к возвращаемой сумме: 

Интерес гти дисконт dT обычно измеряются в процентах, однако 
при практических расчетах и решении задач нужно использовать их ре­
альные значения. 

Для указанных величин справедливы следующие соотношения: 
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S(T)=S(0){l + rr);S(0)=S(T){l-dr). 
Обозначим интерес и дисконт за год через г ad; тогда расчет rTu dT 

можно осуществлять по схеме простых или сложных процентов либо по 
их комбинации. 

Формула расчета по простым процентам 
гт=Тг. (4) 

При расчете по долгосрочным кредитам на целое число лет приме­
няется схема сложных процентов: на вложенный рубль через год будет 
получено 1 + г; отдав в рост эту новую сумму, еще через год, т.е. через 
два года с начала отсчета получим (1 + г)2,...; через Глет -

\+rT = (\ + rf. (5) 
При расчетах за неполное число лет иногда применяют комбини-

рованную схему (сложные проценты - целое число лет, простые - за 
остаток), т.е. следующую формулу 

1+г г = (1 + г)171(1+г{7}), (6) 
где [7] - целая часть Г(целое число лет, содержащихся в Т), {Т} - дроб­
ная часть Т; Т= [7] + {7]. 

Часто используют также дисконт-фактор 

При расчете по сложным процентам за целое число лет Гполучаем 

VT=1-lT = {l~d)T=:VT, (8) 
(1 + rj 

где V- годичный дисконт-фактор. 
Эффективной ставкой /-^называется годичная ставка сложных про­

центов, которая обеспечивает заданное соотношение между возвращае­
мой суммой S(T) и кредитом S(0): 

К «} S(0)' 

откуда 
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v = s(o) - 1 . (9) 

В более сложной ситуации финансовая операция рассматривается 
как поток платежей. Получение кредита может быть распределено по 
времени точно так же, как и выплаты по нему. То же можно сказать и об 
операциях с ценными бумагами. 

Если рассмотреть поток платежей с позиций одного из участников, 
то естественно считать все поступления положительными, а выплаты 
отрицательными. Результат такой распределенной операции можно из­
мерить путем приведения всех платежей с учетом знака к начальному 
моменту времени. Эта величина называется чистой прибылью NPV(net 
present value): 

NPV=±SkV'=iskl-±~, (10) 

где?,,..., ^-моменты платежей S,, . . . , 5 ^ Vt -дисконт-фактор в мо­
мент tk. При этом tx = 0, т.е. момент первой выплаты принимается за на­
чало отсчета. 

[> Пример 1. Контракт между фирмой А и банком В предусматривает, 
что банк предоставляет фирме кредит в течение трех лет с ежегодными 
платежами 1 млн. долл. в начале каждого года при ставке 10 % годовых. 
Фирма возвращает долг: в конце третьего года 1 млн. долл., четвертого-
2 млн. долл., пятого года 1 млн. долл. 

Приемлема ли эта операция для банка? 
Решение. По формуле (10) (?, = 0, t2 = 1, Л, = 2, ?4 = 3, 

t. = 4, t. = 5) находим NPV=-\— -. rz- + -. ^- + 
1 + 0.1 (l + O.l)2 (l + O.l)3 

2 1 : 0.003 млн. долл. > 0, т.е. эта операция приемле-
(l + O.l)4 (l + O.l)5 

ма для банка. I—' 
Для сравнения различных финансовых операций между собой ис­

пользуется эффективная ставка операции, которая обеспечивает ми­
нимальное из приемлемых значений NPV= 0, т.е. является корнем урав­
нения 
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£ — ! — = о , « , = о . 

В частности, для простейшей финансовой операции 

_5(0)+^Ы- = о, 

откуда 

(U) 

S(T) -1, 

что совпадает с (9). 
Если платежи совершаются ежедневно и много раз за день, то удоб­

но рассматривать накопленную сумму таких платежей S(t) конкретно фи­
нансового учреждения как функцию непрерывного времени. Тогда можно 
говорить о мгновенной скорости роста 

dS_limS(t + At)-S{t) 
dt Д»-»0 Д/ 

и силе роста (силе интереса) 

dS 

*>-$5->"«1- (12) 

Если 8 (t) задано, то можно найти накопленную сумму S(T) из (12): 

\b(i)di 

s(T)=s(oy . 
Сравнивая последнее выражение с (3), получаем 

Js(i)d/ 
l + rT=eQ 

При б(/)= 5 = const имеем 

1 + г =е8 г , 

или 
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5 = i ln( l + r7). 

Если рост гт вычисляется по формулам сложных процентов с годо­
вой ставкой г, то 

5 = I ln( l + r) r = ln(l + r), 

а при малых значениях г получаем 
8вг. 

Рассмотрим некоторые толкования надежности, рискованности опе­
раций инструментов. 

Надежность операции как вероятность ее успешного за­
вершения. Если окажется, что операцию нельзя довести до конца, то 
встает вопрос о ее надежности, т.е. вероятности ее осуществления. На­
пример, какова вероятность осуществления сделки? Можно различать 
надежность историческую и прогнозную. Историческая считается по 
информации об уже осуществленных операциях, т.е. подсчитывается доля 
успешно осуществленных, доведенных до конца подобных операций по 
отношению ко всем, которые были начаты, но, возможно, не закончены. 
Прогнозную надежность оценивают исходя из исторической информа­
ции или мнения экспертов с учетом, если это возможно, изменившихся 
условий. 

Пусть, например, фирма по продаже и покупке жилья работает на 
рынке 10 лет. В ней ведется учет сделок на всех этапах, начиная с обра­
щения клиента и заканчивая окончательным оформлением сделки. Сдел­
ки типизированы. Этапы заключения сделок четко описаны, и агент после 
окончания каждого этапа обязан обратиться к базе данных (БД) и про­
анализировать сходные (похожие) сделки, чтобы попытаться уберечь себя 
от ошибок, из-за которых его сделка может быть не доведенной до кон­
ца. При таком анализе, он может узнать из БД много полезной информа­
ции: каков процент сделок, "развалившихся" после данного этапа, по 
какой причине сделки "развалились" и т.д. 

Надежность операции как предсказуемость. Такое понима­
ние предсказуемости отражает некоторый аспект ее интуитивного не­
формального понимания. Любой случайный процесс имеет элемент не­
надежности. Однако, если некоторые интересующие нас характеристики 
случайного процесса, например доход, можно предсказать совершенно 
точно, что позволит четко планировать наши некоторые дальнейшие 
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действия, то случайность процесса можно игнорировать. Подобные со­
ображения широко применяются, например, в страховании, где действует 
закон больших чисел, и хотя судьбу конкретной автомашины невозмож­
но предсказать, но сколько их будет всего разбито можно предсказать с 
точностью до долей процента, что позволяет совершенно четко плани­
ровать работу страховых компаний. 

Рискованность операций и инструментов. В общем случае 
финансовые операции рискованны, т.е. точный доход от них заранее пред­
сказать невозможно. Отметим, что риск возникает тогда, когда не ясна 
полностью ситуация, или неизвестно, как будут развиваться события в 
будущем. 

В качестве примера рассмотрим операцию банка по двойной кон­
версии рублевой суммы в доллары в надежде, что в будущем курс дол­
лар-рубль поднимется и обратная конверсия долларов в рубли принесет 
некоторую прибыль. Здесь не ясно поведение курса доллар-рубль и раз­
витие ситуации с интересующей нас точки зрения зависит от нашего 
незнания действий Центробанка, а также и от случайности - случайных, 
непредсказуемых факторов мирового масштаба, влияющих на положе­
ние доллара как мировой валюты. 

Последний вывод справедлив и в самом общем смысле: риск есть 
производные от этих двух факторов (рис. 44.1). 

Незнание Случайность 

Риск 

Рис. 44.1 
На преодоление незнания тратятся большие средства, задейство­

ваны большие силы. Современная тенденция состоит в уменьшении не­
знания, для чего ЛПР обзаводится всевозможными информационными 
системами обработки и принятия решений. Таким образом, риск от не­
знания все время уменьшается и во многих случаях сегодня его уже мож­
но игнорировать. 

Остается случайность Результат финансовых операций почти все­
гда случаен. В частности реальный размер дохода, например, зависит от 
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инфляции, а ее полностью предугадать невозможно в силу многих слу­
чайных факторов, которые на нее влияют. В связи с этим возникает мно­
го вопросов: 1) Каков средний ожидаемый доход? 2) Какова вероятность 
получения дохода не менее заданного? 3) Каков риск несет данная опе­
рация? 4) Какую операцию из нескольких выбрать, если у них разные 
доходы и риски? Что надо предпринять, чтобы получить такой-то доход 
с вероятностью не меньше заданной? 

Зная распределение случайного дохода Q, ответить на некоторые 
из указанных вопросов можно, если использовать теорию вероятностей 
и математическую статистику. 

Пусть, например, распределение случайного дохода Q имеет вид: 

-10 
0.1 

0 
0.2 

10 
0.1 

20 
0.1 

30 
0.2 

40 
0.2 

50 
0.1 

Тогда ответы на поставленные вопросы такие: 1) вычисляем мате­
матическое ожидание Q, оно равно 21; 2) строим функцию распределе­
ния F\x), и тогда вероятность получения дохода не менее заданного рав­
на P(Q > Z>)= 1 - F(b); для конкретных же чисел эту вероятность легко 
подсчитать непосредственно, например, p(Q > 10) = 0.7 ; 3) ответ на этот 
вопрос зависит, как понимать риск в данной ситуации; здесь, естествен­
но, понимать риск как среднее квадратическое, и тогда получаем 

aQ = \M\Q - Q) ~ V285 =16.9; 4) подобный вопрос решается с помо­
щью п.3° Л.29; 5) для ответа на этот вопрос нужно более подробное опи­
сание ситуации, и здесь может помочь байесовский подход к принятию 
решений, описанный в п.5° Л.29. 

3°. Статистические характеристики ценных бумаг. Из харак­
теристик ценных бумаг наиболее значимы две: эффективность (или сред­
няя ожидаемая эффективность) Е и рискованность г. 

Эффективность есть некоторый обобщенный показатель дохода, 
прибыли или доходности. Обычно эффективность считается случайной 
величиной Е, среднее ожидаемое значение есть математическое ожида­
ние тЕ = ME. При исследовании финансового рынка дисперсию обычно 
называют вариацией V, и.рискованность г обычно отождествляют с ме­
рой рассеянности значений эффективности вокруг ее некоторого сред­
него значения. Часто рискованностью отождествляют со средним квад-
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ратическим отклонением. Итак, V= DE = М\Е-тЕ) , 

r = Jv = yJM{E-mEY . 

Если имеется выборка w = (ei,...,ei) значений эффективности цен­

ной бумаги, то Е = — 2^et есть состоятельная и несмещенная оценка п ,=i 

средней ожидаемой эффективности. Величины V •=• 5д<?;-isj и 
Л —1 i=l 

•л-Ш№ - состоятельные и несмещенные оценки дис­

персии и рискованности. 
Распределение эффективности как случайной величины почти ни­

когда не бывает известным. На практике, как правило, имеется лишь ряд 
ее значений, по которому можно вычислять оценки нужных параметров 
ее распределения, с которыми и приходится иметь дело. 

[> Пример 2. Имеем ряд значений эффективности (0,5,6,7,4, 8,3,4, 
6,1,2,5,6,9,6,7,3,5,7,6). Найти среднее значение и оценку рискован­
ности. 

Решение. Используем приведенные выше формулы: R =—х 
20 

х(0+ + 5 + 6+7 + 4+8 + 3+4+6+1 + 2+5 + 6+9 + 6+7 + 3+5 + 7+б) = 5 , 

К = 1[(_5)2
+02+12+22+(-1)2+32+(-2)2+12+12 + (-4)2+(-3)2 + 

+ 02 + 12+42+12+22+(-2)2+02 + 22 + 12]= — , F = > / F E 2 . 4 . • 

Отметим еще раз единственное-фундаментальное правило, связы­
вающее эффективность и рискованность операций и инструментов фи­
нансового рынка: между эффективностью и рискованностью существу­
ет прямая регрессионная зависимость - более эффективные (более 
доходные) операции, как правило, и более рискованные. 
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^Задания для самостоятельной работы 

1. Рассмотреть следующие высказывания и определить, что в них -
незнание или случайность: 

а) вы не имеете данных о динамике курса доллар-рубль за прошлый 
год; 

б) вы не имеете данных о состоянии активов вашего банка; 
в) вы решаете вопрос о выдаче кредита клиенту, о котором нет де­

тальных сведений, но понятна его принадлежность к определенной со­
циальной группе; 

г) выдан кредит под залог жилого дома кредитора; назовите воз­
можные последствия, чем они обусловлены; 

д) стаж работы кассира, связь стажа с незнанием и случайными 
ошибками. 

2. Для ряда значений эффективности (1,3,5,7,9,11,6,3,4,15,20, 
1,3,7,9,13,11,3,2,8) определить среднее значение и оценку рискован­
ности. 

3. Некто положил в банк 100 тыс. долл. Ежемесячно на эту сумму 
выплачивается 1.6 %. В конце месяца клиент хотел бы получать по 2 
тыс. долл. 

Сколько месяцев ему придется ждать? 
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• ЛеИция 45 
Оптимизация портфеля ценных бумаг 

Рассмотрены сущность портфельного подхода и задача оп­
тимизации портфеля цепных бумаг. 

1°. Сущность портфельного подхода. На финансовом рынке 
обращается, как правило, множество ценных бумаг: государственные 
ценные бумаги, акции частных фирм, векселя и т.п. В лекции 44 уже 
отмечалось, что эффективность и рискованность ценных бумаг различ­
ны. Малорисковые ценные бумаги, как правило, и малодоходны; высо­
кодоходные, как правило, более рисковые. 

Любая система мер, направленная на снижение риска, называется 
хеджированием. Далее будет рассмотрена математическая модель, по­
зволяющая выполнить хеджирование путем оптимизации портфеля цен­
ных бумаг. 

Покупая акции одной компании, инвестор ставит свое благополу­
чие в зависимость от курсовых колебаний акций этой компании. Если 
же он вложит свой капитал в акции нескольких компаний, то эффектив­
ность сформированного таким образом портфеля ценных бумаг будет 
зависеть от усредненного курса нескольких компаний, а степень нео­
пределенности будет задаваться усредненной дисперсией. Если такая 
дисперсия меньше отдельных дисперсий, то, выполняя эту операцию, 
мы уменьшаем неопределенность. 

Рассмотрим теперь общую задачу распределения капитала, кото­
рый участник рынка хочет потратить на покупку ценных бумаг, по раз­
личным видам ценных бумаг. 

Пусть х. - доля капитала, потраченная на закупку ценных бумаг i-
го вида, а Е.- случайная эффективность (например, доход за некоторый 
период времени) ценных бумаг г'-го вида, стоящих одну денежную еди­
ницу. Пусть далее т., о\ - ожидаемая эффективность и среднее квадра-
тическое отклонение этой эффективности, т.е. т . - математическое ожи­
дание эффективности R. и о\ -^V.. , где V - вариация, или дисперсия 
этой эффективности. Через V.. обозначим ковариацию ценных бумаг г'-го 
и/'-го видов (или корреляционный момент Ю. Рискованность ценной 
бумаги /-го вида отождествим со средним квадратическим отклонением 

ai-^Vu . Набор ценных бумаг у участника рынка называется его порт-
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фелем. Эффективность портфеля (в простейшем случае это доход, ко­
торый приносят ценные бумаги за какой-нибудь промежуток времени) в 
общем случае есть случайная величина, которую обозначим 
через Е . Тогда ожидаемое значение этой эффективности 
т = ME = J ш , дисперсия портфеля есть DE = Vp - £ x.xV... Так 

/ ij 

как сг = yJV^ - мера рискованности г'-ой ценной бумаги, то величину 

Gp
 =^DEp можно назвать риском портфеля. Таким образом, получе­

ны формулы для выражения эффективности и риска портфеля через эф­
фективности составляющих его ценных бумаг и их ковариации. 

Изучим влияние корреляции разных ценных бумаг. Пусть вначале 
ценные бумаги различных видов ведут себя независимо, более точно -
онинекоррелированы, т.е. V.. = 0, если i* j . Тогда V = DE = Уд. И, , 

Предположим далее, что деньги вложены равными долями, т.е. 

* = — , / = 1, п; тогда т = — У х - средяя ожидаемая эффективность 

портфеля, риск портфеля равен ор = Jv - I—У, V.. . 

Пусть a = maxcr. Тогда a = - = , т.е. при некоррелированных цен-
V" 

ных бумагах, при росте числа их видов и в портфеле, риск портфеля 
ограничен и стремится к нулю при п —> °о. 

Этот вывод называют эффектом диверсификации портфеля, и он 
представляет собой главное практическое правило работы с ценными 
бумагами на финансовом рынке. 

Изучим теперь, как отражается корреляция между видами ценных 
бумаг на характеристиках портфеля. Она не влияет на эффективность 
портфеля, ибо т = У, х.т., но сказывается на его вариации или риске, 
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2 

И 

V 
ибо V = ]£х К.. Рассмотрим коэффициенты корреляции к.. =— : —. ы 
Тогда V = '£{o.x)\pjxj)k.j. Для понимания влияния корреляции рас-

i.j 

смотрим два крайних случая: 
1. Случай полной прямой корреляции, т.е. когда все к.. = 1 - это 

значит, что при изменении /-го фактора /̂'-ый также изменяется, причем 

прямо пропорционально. Тогда V - Х(о,х)(ауху]= Х(°",х,7 Еслипри 
/.у / 

1 Ы 1 f v 
этом вложить деньги равными долями, т.е. х. = — ,то К = —d Аст, 

п р п \ • i 

риск портфеля а = —Х°, Если а<о \ <ст,тои о < а <о\ 
ft i 

Следовательно, при полной прямой корреляции диверсификация 
портфеля не дает никакого эффекта - риск портфеля равен среднему 
арифметическому рисков составляющих его ценных бумаг и к нулю не 
стремится при росте числа видов ценных бумаг. 

Отметим, что положительная корреляция между эффективностями 
двух ценных бумаг имеет место, когда курс обеих определяется одним и 
тем же внешним фактором, причем изменение этого фактора действует 
на обе бумаги в одну и ту же сторону. 

2. Случай полной обратной корреляции, т.е. когда все к..=-1, если 
i^j. Для понимания существа дела рассмотрим 
портфель, состоящий всего из двух видов ценных бумаг. Тогда 

Vp =o]x] +a2
2xl-2alxlx2a2 =(0,^ -c2x2f ,песпи х2 ^ - ^ - ^ т о V =0. 

Отсюда следует, что при полной обратной корреляции возможно 
такое распределение вложений между видами ценных бумаг, что риск 
полностью отсутствует. 

Отметим, что полная обратная корреляция - это довольно редкое 
явление, и обычно она очевидна. 

2°. Оптимальный портфель. Пусть имеется п видов ценных бу­
маг, из которых инвестор может сформировать портфель. Оци характе­
ризуются эффективностями Е{,Е2,...,Еп, являющимися случайными ве-
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личинами с известными математическими ожиданиями /и. = DE. и изве­
стной ковариационной матрицей В = (cov {Ef ЕУ) = (V.), в частности 
cov (Е., E.)=V..=DE= о2. 

Если инвестор распределил свой капитал долями х(, 0 < х < 1, 

х. = 1, в разные ценные бумаги, то эффективность сформированного 

портфеля 

Бр=±хД (1) 
будет случайной величиной, которая имеет математическое ожидание и 
дисперсию: 

т -У\х.т. 
i 

о2 =V =DE = Yx.x.V... р v p ri • J v 
'•j 

Распределение col (x,;...; x,), 0 < x < 1, z, X..= 1, называют струк-

турой портфеля ценных бумаг. 
Оставив за инвестором выбор средней эффективности и миними­

зируя в этом случае неопределенность (риск портфеля), получаем сле­
дующую задачу по оптимизации портфеля ценных бумаг: 

п 

minF =min V V.x.x. 
Р .'г1, Ч ' J 

£x=i , 
(2) 

£m.x=m 

x,>0,. . . ,x >0 , 

где т - выбранное инвестором значение средней эффективности порт­
феля. 

Задача оптимизации (2) является задачей нелинейного, а точнее 
квадратичного программирования и для ее решения, естественно, мо­
жет быть применен метод, изложенный в Л. 17. 

Применим метод решения, предложенный в Л. 12. Опустив уело-

1 

371 



вие неотрицательности переменных, получим так называемую задачу 
Марковица, которую решаем с помощью функции Лагранжа 

\ 
-т lJ^,...,xnXv)= 1 Vx.x• -Ц £ 0 , - 1 - ц £ т в , - р 

Сведем задачу на условный экстремум к задаче на безусловный эк­
стремум, т.е. к решению системы (п + 2) уравнений 

— = 2^Ь.,х. -А,-ц/и, =0, / = !,/!, 
ОХ. /=1 

О) 

^ = S X ' - 1 = 0 ' ^ = I W ' X ' - " =0 

с (и + 2)-мя переменными л:,,..., хп, X , Ц . 
Введем следующие обозначения: 

e = col(l;...; 1),х = coU>,; .. .;*,), m = col(m,; ...;m„), х' = (*,;...; x j , 

»«' = ('«,;...;«,), 
где ' (штрих), как и раньше, применяется для обозначения операции 
транспонирования матрицы. 

Запишем уравнения (3) в виде 

Вх=—е +—т, (4) 
2 2 

е'х = \, (5) 
тх-т . (6) 

Пусть ковариационная матрица В невырождена (считаем, что меж­
ду эффективностями ЕХ,...,Е нет линейной связи). Тогда существует 
обратная матрица &'. Разрешая систему (4) в матричной форме относи­
тельно х, получим 

хЛв-1е+±ВГ*т. (7) 
2 2 

Подставив это решение в (5) и (6), получим два уравнения для оп-
X ц 

ределения — и — : 
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(т'В-'е)- + {т'ВАт)^ = тр. 

Решая последнюю систему двух уравнений по правилу Крамера, 
находим: 

1Л[(т'В-т)-тр (еВ^т)}, %*>\[т, {е'В-т)-(т'В-т)\ 

где Л = (е'В-'е )(т'В]lm)-(m'B]]e f . 
Подставляя это решение в (7), получим следующую структуру оп­

тимального портфеля: 

JC*=— {[(т'В-'т ) - тр (е'В~'т )]B~'e + [тр (е'В'{е ) - (т'В'е )}в~'т }(8) 

Кроме того, находим минимальную дисперсию, соответствующую 
оптимальной структуре: 

(о-; )2 = (х }вх = -[т] {е'В'1е)-2тр (m'JT'e )+ {rriB^rn)]. (9) 

Если в решении некоторые х* < О , то исключаем из портфеля 
соответствующие ценные бумаги и решаем задачу заново. 

Если эффективности некоррелированы, то ковариационная матри­
ца В и обратная ей В'' диагональны и имеют вид: 

В = 

' о 2 О 
О а2 

О О 

В~ 

1 О 

° 1? 

О О 

О 

О 

1 

В этом случае выражения для оптимальной структуры и отвечаю­
щей ей дисперсии упрощаются. Имеем 
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SR*e = ±-L,{e']rlmj = n{B-le = ±?!L, m'B-lm = ± ^ . 
ы\ at 1=1 a. '=' O", 

При расчетах удобно пользоваться следующими естественными 
предположениями: 

а) все средние эффективности ценных бумаг различны (если бы 
было два вида ценных бумаг с одинаковыми средними эффективностя-
ми, но разными дисперсиями, то инвестор всегда выбрал бы бумагу с 
меньшей дисперсией), и тогда перенумеруем их в порядке убывания их 
средних эффективностей 

/и, > тг >... > тп; 
б) большим средним эффективностям соответствуют большие дис­

персии 
2 2 2 

of > а, >... > а 
(это предположение естественно, так как из двух ценных бумаг, одна из 
которых имеет большую эффективность, а другая - большую диспер­
сию, инвестор всегда выбрал бы первую). 

Тогда оптимальная структура портфеля и дисперсия оптимального 
портфеля, как легко показать, принимают следующий вид: 

1 .$ К-">' -" ' ) ыГп, (Ю) 
\m-m.f а? 

л \т-т г 

у V ' р> 

[т -т. г 
к) о, а,. 

О Пример 1. Рассмотрим случай двух видов ценных бумаг. В этом 
случае задача (2) принимает вид 

mm(vn^ + 2Vi2xlx2 + V22xi
2) 22Л2 У 

x{mx+xjn1=m 
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л, > 0, х, > 0. 

Решение. Пусть для определенности тх > тг Из последних двух 

уравнении получаемхх,х2: х. -—- , х2 = . 

Отсюда заключаем, что если требуемая эффективность портфеля 
лежит между эффективностями видов ценных бумаг, то обе доли х,* и 

х'г положительны. 

Еслижет >т : , то х* < 0, и исключаем вторую ценную бумагу из 
портфеля. П 

&'Задания для самостоятельной работы 
1. Инвестор может составить портфель из трех видов ценных бу­

маг, эффективности которых Ех,Еу, Еъ являются некоррелированными 
случайными величинами и имеют следующие параметры: МЕХ =11, 
at =4;ME2= 10, а2 =3;МЕ3=9, а3 =1 (вседанные в процентах к цене 
покупки). 

Определить оптимальный портфель при т =10. 
2. Пусть инвестор имеет возможность составить портфель ценных 

бумаг из четырех видов некоррелированных ценных бумаг (вкладывая 
деньги равными долями), средняя эффективность которых и риски даны 

I 

т. 
1 

о, 

1 
3 
2 

2 
5 
4 

3 
8 
6 

4 
10 
8 

Проанализировать несколько вариантов портфеля: 
а) портфель образован только бумагами 1-го и 2-го видов; 
б) портфель образован только из бумаг 1-го, 2-го, 3-го видов; 
в) портфель образован из бумаг всех четырех видов. 
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• ЛеНция 46 
Модификация портфеля ценных бумаг 

Рассмотрен оптимальный портфель при наличии безриско­
вых бумаг и изучено влияние ведущего фактора на составля­
ющие финансового рынка. 

1°. Оптимальный портфель при наличии безрисковых бу­
маг. Через несколько лет после опубликования результатов Марковича, 
изложенных в Л. 45, другой крупнеший американский экономист 
Д. Тобин заметил, что при наличии на рынке безрисковых бумаг (к та­
ким в определенной степени можно отнести государственные ценные 
бумаги) решение задачи об оптимальном портфеле существенно упро­
щается и приобретает некоторые новые качества. 

Пусть т0 - эффективность безрисковых бумаг, а х0 - доля капитала, 
вложенного в них; тг - средняя ожидаемая эффективность и V, ог -
вариация (дисперсия), среднее квадратичное отклонение эффективнос­
ти рисковой части портфеля, в которую вложено 
(1 -х„) часть всего капитала. Тогда ожидаемая эффективность всего 

ст (/и. -т0) тп ~ то+ —~—" »те- ожидаемая эффективность портфеля линей-
г 

но зависит от его риска. 
Рассмотрим задачу об оптимальном портфеле в этом случае, при­

чем рисковые виды ценных бумаг нумеруем от 1 до п. 
Тогда в строгой постановке получаем следующую задачу квадра­

тичного программирования: 

min ± Vx,x , (1) 

•*Ь + £•*• =1 или е'х+х0 =1 , (2) 

ХоЩ) +ll
mixi=m

l, или т'х+ т0х0=т , (3) 

xo>0,Xl>0,...,xn>0, (4) 
при этом естественно предполагать, что т0 < т . 
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Как и в Л. 45, решим задачу без учета ограничений (4) {задача То-
бина). 

Строим функцию Лагранжа 

4х 0 ,х : , . . . ,х я ,Л,ц)=£2Кхх -Х\ £х . -11-W 5 > , * -m 

и приравниваем к нулю ее производные по х: 

dL 

дЬ 

• -(X + ixm0)=0, 

Эх = 22 V.,x. -X - или, = 0, / = 1, л. 

Из (5), используя обозначения Л. 45, получаем 
X = -млг0, 

г, ' ^ Ц 
Вх =—е +—т, 

2 2 

(5) 

(6) 

отсюда 

х ^-В-'е + ^В'т 
2 2 

(7) 

Подставляя эти выражения в (2), (3), получим два уравнения отно­

сительно Ц и х0: 

Ц-т/В>е + еВ-1т)=\-х'0, 

— \-т..т'Вхе + т'В^т)=т -т.х*п 

Поделив второе на первое, находим 
т

Р ~то\ = (тВ-'г^-т^тВ-'е) 

1-х; (еВГ'п^-т^еВ-'е) ' 

Отсюда 
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, [(т'В-{т)-т0(т'В-{е)]-тр[(е'В^тУт0(еВ-1е)} 
\= (8) 

[(т'В^т )-т0 (т'В'1е )]-т0 [(е'В-1т)- тд (е'В-'е )]' 

Используя х*, получаем 
2(т — тЛ т -тп 

(m'B-im)-2m0(m'B-ie)+ml(e'B-[e) (щ-щ^ в-1{т-т0е) 

Поэтому согласно (6) и (7) имеем: 

х=
 2 т о К ~ т о ) 

\т - т0е) В'1 (т - тйе) 

х = — . 
\т - т0е) В~х(т~ mQe) 

(m-mQe) B~i(m-mue) 

(9) 

Значит, 

или 
т -т„ 

а' =-* °-, р Л 

где Д2 = (т-т0е) В~*(т-т0е). 

Если некоторые из В. меньше нуля в решении (8), (9), то исключа­
ем из портфеля соответствующие ценные бумаги и решаем задачу зано­
во. 

£> Пример 1. Сформировать оптимальный портфель заданной эффек­
тивности т = 6 из трех видов ценных бумаг: безрисковых эффективно­
сти 2 и некоррелированных рисковых ожидаемых эффективностей 4 и 
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10 и рисками а, =2 и а2 =4 соответственно. Как устроена рисковая 
часть оптимального портфеля? 

Решение. Здесь wi0 = 2, т = col (4; 10), 5 = 4 0 
,тр = 6. Для 

0 16 
ч 

использования формулы (9) вычислим обратную матрицу к матрице В. 

Имеем в-' = 
'I о4 

4 
0 1 

16 

Далее получаем В '(m-m0e)= 

4 
0 

0 

16 

(2\ 

v j 

2 I 
ч2, 

(Л 
, (m- т0е) В'' (т- т0е)= (2; 8) 2 

v2y 

= 5. Итак, век­

тор долей рисковых бумаг х' =- 2 

2j 

5 
2 

v5; 
, т.е. рисковые доли должны 

быть одинаковы, и каждая из них равна —. Следовательно, ха = —. П 

2°. Влияние ведущего фактора на составляющие финан­
сового рынка. Цель анализа финансового рынка - разработка реко­
мендаций для инвесторов: в какие ценные бумаги вкладывать капитал и 
в каком количестве. В п. 1 ° рассмотрено решение задачи формирования 
оптимального портфеля ценных бумаг. Отметим, что такое решение но­
сит несколько формальный характер, так как предполагает, что эффек­
тивности вложений являются случайными величинами с заданными век­
тором математических ожиданий и матрицей ковариации. 

Возникает естественный вопрос: откуда взять эти величины? 
Ответить на поставленный вопрос в некотором смысле можно так. 

В развитых странах регулярно публикуются сведения о биржевом курсе 
ценных бумаг, прежде всего акций ведущих компаний. Значит, можно 
проанализировать последовательности, отражающие историю курсов и 
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выплачиваемых дивидендов за достаточно длительный период. Пусть 
значения эффективности Е образуют ряд чисел (выборку w = (ev ..., е,)). 
Используя методы математической статистики, можем найти среднее 

_ 2>, 
Е = -— и несмещенную оценку дисперсии или вариации 

п 

V = -LT ч—, а затем использовать их в качестве приближенных значе-
(я-1) 

ний математического ожидания и дисперсии. Аналогично можно посту­
пить и с ковариациями. 

Однако в реальной ситуации, как правило, нужно оценить намного 
больше величин, чем имеем данных, в силу чего точность оценок не мо­
жет быть хорошей. Поэтому прямой статистический подход непригоден. 
Выход был найден через анализ зависимостей курсов и других характе­
ристик ценных бумаг от ведущих факторов финансового рынка. Что же 
такое ведущий фактор? Например, в экономической жизни все взаимо­
связано, но уровень цен на нефть (в частности на ближневосточную) 
влияет на котировку акций почти всех компаний США, поскольку нефть 
покрывает более половины энергетических потребностей этой страны. 

Пусть F- один из таких ведущих факторов, который определяет 
зависимость эффективности всех вложений. Простейшая форма зависи­
мости - линейная, и примем гипотезу, что эффективность данной фик­
сированной ценной бумаги Е линейно зависит от ведущего фактора: 
Е=а + bF. Как найти константы а и Ы Такая задача бьша рассмотрена в 

V 
Л. 43. Теоретически зависимость Е от F выглядит так: Ь = —^-, 

ЕЕ 

а = mE-bmr На практике приходится использовать соответствующие 
оценки, и тогда получаем: 

л 
VFF — — 

b = ^ , a = E-bF, 
VEF 

где VEE =EF-EF И VEE = E2-{EJ 

ЕСЛИ гипотеза о влиянии ведущего фактора на данную ценную бу­
магу верна, то все отклонения от прямой £ = а + ^являются действи­
тельно случайными, и если в будущем возникает новая пара значений Е, 
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F, то соответствующая точка будет расположена где-то в окрестности 
указанной прямой. 

Если ведущий фактор выбран удачно, то им определяются почти 
все случайные колебания эффективности ЕР а остаточные колебания г. 
оказываются сравнительно небольшими и некоррелированными и друг 
с другом, и с эффективностями Е. (будем обозначать через v вариации и 
ковариации величин г). Тогда, окончательно имеем: Et - ai + bF+ с. и 
v.. = 0 при 1Ф j . 

Если для каждой ценной бумаги аналогичная зависимость ее эф­
фективности Е. от ведущего фактора /"найдена, то легко определяются 
все нужные величины для формирования оптимального портфеля. 

В самом деле, m. = a. + bm„ V..= b2V + v., V.. = bb.V.„ 
*^ ' i i i Г1 и i FF н э у i j FF 

В качестве ведущего фактора /"удобно брать эффективность само­
го финансового рынка. Это взвешенная (с учетом капитала) сумма эф-
фективностей всех ценных бумаг, обращающихся на рынке. Таким обра­
зом, получаем Е. =а. +p.F + e. (обычно вместо буквы bjиспользуют р\ 
и называют "бета г'-го вклада"). Величины р\ определяют влияние рын­

ка на судьбу ценных бумаг: если р. > 0, то эффективность бумаг /-го 

вида колеблется в такт с рынком, а если р. < 0, то поведение бумаги 
прямо противоположно колебаниям эффективности рынка в целом. 

Отметим, что вариация эффективности V.. каждой ценной бумаги 
равна $VFF + v.., т.е. складывается из двух слагаемых: "собственной" 

вариации v., не зависящей от рынка, и "рыночной" части вариации Р;
2 VFF, 

определяемой случайным поведением рынка в целом. Их отношение 

$VFF обозначают R и называют R-squared. Это отношение характери-
// 

зует долю риска ценных бумаг, вносимую рынком. Те бумаги, для кото­
рых i?-squared велико, в каком-то смысле предпочтительнее, так как их 
поведение более предсказуемо. 

Удобно отсчитывать эффективность ценных бумаг 
от эффективности безрискового вклада т0. Итак, т.-т0 = 

= Р ( .(тЛ .-mj+a^rne a. = a. + p.m0- т 0 . Превышение средней эффек­
тивности ценной бумаги над безрисковой эффективностью т0 называет-
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ся премией за риск. Таким образом, премия за риск линейно зависит от 
премии за риск, складывающейся для рынка в целом. 

3°. Оптимальный портфель на идеальном конкурентном 
рынке. Под идеальным конкурентным финансовым рынком понимают 
рынок, все участники которого располагают одинаковой информацией 
и принимают на ее основе наилучшее оптимальное решение, в частно­
сти, каждый участник стремится сформировать оптимальный портфель 
своих ценных бумаг. 

Согласно теории Тобина структура рисковой части оптимального 
портфеля одна и та же и не зависит от склонности инвестора к рынку. 
Поэтому все участники захотят сформировать портфель, одинаковый по 
своей рисковой части. Однако структура продаваемых ценных бумаг 
может не быть таковой, и тогда пойдут обычные перераспределитель­
ные процессы: ценные бумаги, спрос на которые больше их предложе­
ния, начнут повышаться в цене, а спрос на которые меньше - понижать­
ся. В конце концов установится равновесие, при котором оптимальный 
портфель в своей рисковой части будет такой же, как и весь рынок в 
рисковой части. Следовательно, и для рынка в целом будет иметь место 
соотношение: т. =т0+ Р, \mF -mg), где mF - средняя эффективность 
всего рынка в целом; значит, премия за риск, связанный с данной цен­
ной бумагой, пропорциональна премии за риск рынка в целом, и коэф­
фициентом пропорциональности является "бета" данной ценной бума­
ги. 

Данное соотношение называют основным уравнением равновес­
ного рынка, и его удобно использовать в графическом виде (рис. 46.1). 

а, >0 

Рис. 46.1 
На рис. 46.1 по горизонтальной оси отложены величины "бета", а 
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по вертикальной - средние ожидаемые эффективности ценных бумаг т.. 
Прямая линия называется линией рынка ценных бумаг (Security Market 
Line, SML). В теории точка (бета, эффективность) любой ценной бумаги 
должна лежать на этой прямой. В реальной ситуации уравнение для цен­
ной бумаги включает еще одно слагаемое а . Если а. > 0, то считается, 

что рынок недооценивает ценные бумаги этого вида, а если а. < 0, то 
переоценивает, т.е. точки, которые лежат выше линии рынка, соответ­
ствуют недооцененным ценным бумагам, а ниже - переоцененным. Одна 
из практических рекомендаций состоит в том, что инвестор должен вклю­
чить в портфель прежде всего недооцененные рынком бумаги, т.е. а > 0 . 

Таким образом, оптимальный портфель на идеальном конкурент­
ном финансовом рынке имеет ту же структуру рисковых бумаг, что и 
весь рынок и, значит, при формировании портфеля надо довериться рынку 
и сформировать рисковую часть портфеля аналогично рынку. Например, 
если в общей стоимости всех рисковых бумаг на рынке акции некоторой 
компании составляют 20 %, то и инвестор должен вложить 20 % своего 
капитала, предназначенного для рисковых ценных бумаг, в акции этой 
компании. 

Как же разделить капитал на рисковую и безрисковую части тео­
рия Тобина ничего не говорит, и это разделение зависит от склонности 
инвестора к риску. Если инвестор желает увеличить эффективность сво­
его портфеля, то он должен будет уменьшить долю безрисковых бумаг и 
увеличить доли рисковых бумаг, сохраняя оптимальные пропорции между 
ними. 

£> Пример 2. В таблице 1 указаны курс акций Ей эффективность рынка 
^на протяжении ряда кварталов, причем эффективность безрисковых 
вложений равна 4. 

Таблица 1 
Е: 
F: 

15 
10 

13 
9 

14 
9 

15 
10 

16 
10 

17 
11 

16 
12 

15 
10 

14 
9 

15 
10 

Найти зависимость курса акций от эффективности рынка, а также 
характеристики акций: "собственную" вариацию v и а, Р, R2. 

•о (е. -15? 12 6 
Решение. Имеем Е = 15, F = W, VEE = ^— - = — = - , 

U 10 10 5 
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f U-ЮГ 4 
м 10 5 ' 

ш(е.-15)(/:-10) 4 
* ^ = 2 ^ /У' • = 7 . Значит, 

6 = —— = 1, a = £ ' -6F = 15-101 = 5. Таким образом, уравнение при-
Vrr 

ближенной линейной зависимости Е от Fecn. :E=5 + F. 
Следовательно, случайная величина остаточных колебаний е есть 

Е- (5 + F). Найдем вариацию этого остатка, составив ряд значений ос-

. Среднее, естественно, рав-

Далее, |3 = 6 = 1, 

татка е: 0 - 1 0 0 1 1 - 1 0 0 0 

л 

• Сред 

2 
НО НуЛЮ, И ПОЭТОМУ У ее-— . 

а = а-г *о + Р™0 = 5 - 4 + 4 = s,ie = 3'-л 
Vee 

4 
_ 5 _ 

2 
5 

2. Поскольку а > 0, 

то эта ценная бумага недооценена рынком. • 

& Задания для самостоятельной работы 
1. Сформировать оптимальный портфель заданной эффективности 

из двух видов ценных бумаг: безрисковых эффективности 2 и рисковых 
ожидаемой эффективности 10 и риском 5. Найти зависимость ожидае­
мой эффективности портфеля от его риска. 

2. Решить задачу формирования оптимального портфеля в общем 
виде при наличии безрисковых бумаг и некоррелированных остальных. 

3. В таблице 2 указаны курс акций Е и эффективность рынка ^на 
протяжении ряда кварталов. Найти регрессию курса акций на эффек­
тивность рынка, а также оценки характеристик акций: "собственной" 
вариации VH а , Р, R2, причем эффективность безрисковых вложений 
равна 6. 

Таблица 2 
Е: 
F: 

35 
10 

33 
9 

34 
9 

35 
10 

36 
10 

37 
11 

36 
12 

35 
10 

34 
9 

35 
10 
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4. Инвестор имеет возможность составить портфель из трех видов 
некоррелированных бумаг, эффективности /Г. и риски а. которых даны в 
таблице 3. Рассмотреть все варианты составления портфеля из этих бу­
маг равными долями. Дать графическое изображение всех этих портфе­
лей точками (эффективность, риск). Есть ли точки, оптимальные по Па-
рето? 

Таблица 3 
1 

Е. 
1 

О" 

1 
2 
8 

2 
6 
10 

3 
12 
12 
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• Лекция 47 
Временные ряды и их характеристики 

Дано понятие временного ряда; сформулированы цели анализа 
временных рядов; рассмотрены формы тренда, сглалсивание 
временных рядов, сезонность.'' 

1°. Введение в анализ временных рядов. 

1°.1 Понятие временного ряда. Наблюдения над некоторым яв­
лением, характер которого меняется во времени, порождает упорядо­
ченную последовательность, называемую временным рядом. Теорети­
чески измерения могут регистрироваться непрерывно, но обычно они 
осуществляются через равные промежутки времени и нумеруются ана­
логично выборке (объема и): л: = (х , хг,..,, х). Временной ряд является, 
таким образом, совокупностью наблюдений случайного процесса. Во 
временных рядах главный интерес представляет описание или модели­
рование их структуры. 

В каждый момент времени (или временной интервал) t значение 
исследуемой величины, являющейся числовой характеристикой явления, 
может формироваться под совокупным воздействием большого числа 
факторов как случайного, так и неслучайного характера. 

Изменение условий развития явления ведет к ослаблению действия 
одних факторов и усилению других и в конечном счете к варьированию 
изучаемого признака во времени. Характерным для временного ряда 
xt ,xt ,..., xt является то, что порядок в последовательности ?,, tv ...,tn 

существен для анализа, т.е. время выступает как один из определяющих 
факторов. Это отличает временной ряд от случайной выборки 
(ур у2,..., yj, где индексы служат лишь для удобства идентификации. 

Можно привести множество примеров временных рядов, появля­
ющихся в реальной действительности. Укажем некоторые из них: 

- кривая потребления товаров в течение ряда лет; 
- данные о населении какой-либо страны, полученные при прове­

дении регулярных переписей; 
- количество осадков за определенные периоды времени; 
- запись температуры и атмосферного давления в некотором райо­

не, полученная неким самопишущим прибором и т.д. 
-) Математические модели и методы по анализу временных рядов 
приведены в главе V из [57]. 
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Первые три примера являются иллюстрациями временных рядов 
дискретного типа. В последнем примере речь идет о ряде с непрерыв­
ным временем, требующем особых методов анализа. В экономической 
практике моменты времени, в которые проводились наблюдения, часто 
даны заранее, что приводит к рассмотрению рядов дискретного типа. 

Как правило, имеют дело с рядами, определенными в равноотстоя­
щие друг от друга моменты времени. Тогда в качестве единицы времени 
выбирают интервал между двумя соседними моментами и члены ряда 
обозначают символами х0,х ,х,... .Если необходимо рассматривать зна­
чения ряда в моменты, предшествующие начальному, то используются 
обозначения ...,xvx2,x _,. 

Очевидное требование к временному ряду состоит в том, чтобы 
результаты наблюдений были сравнимы между собой. Для обеспечения 
сравнимости в случае, когда временными интервалами являются меся­
цы или дни, необходимо до проведения анализа устранять некоторые 
мешающие эффекты. Например, месяцы имеют различную продолжи­
тельность, общественные праздники влияют на сравнимость экономи­
ческих и социологических данных. 

1°.2 Цели анализа временных рядов. Существуют две основ­
ные цели анализа временных рядов: определение природы ряда; про­
гнозирование (предсказание будущих значений временного ряда по на­
стоящим и прошлым значениям). Обе эти цели требуют, чтобы модель 
ряда была идентифицирована и, более или менее, формально описана. 
Как только модель определена, то с ее помощью можно интерпретиро­
вать рассматриваемые данные (например, использовать для понимания 
сезонного изменения цен на товары в экономике). Не обращая внимания 
на глубину понимания и справедливость теории, можно экстраполиро­
вать затем ряд на основе найденной модели, т.е. предсказать его буду­
щие значения. 

Рассмотрение реальных ситуаций позволяет прийти к выводу, что 
типичные временные ряды могут быть представлены как декомпозиция 
из четырех составляющих: 

X=ASt,Tt,CPe), 
где St - эффект сезонности; Tt - тренд, или систематическое движение; 
С, - колебания относительно тренда с большей или меньшей регулярно­
стью {цикличность); et - случайная (несистематическая) остаточная ком­
понента. 

Любой ряд можно описать в виде одной из таких составляющих 
или комбинации нескольких из них. 
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Например, тренд представляет собой общую систематическую ли­
нейную или нелинейную компоненту, которая может изменяться во вре­
мени; сезонная составляющая - это периодически повторяющаяся ком­
понента. Оба эти вида регулярных компонент часто присутствуют в ряде 
одновременно. Например, продажи компании могут возрастать из года 
в год, но они также содержат сезонную составляющую (как правило, 25 
% годовых продаж приходится на декабрь и только 4 % на август). 

Наиболее легок для обнаружения и выделения эффект сезонности. 
Под сезонностью понимают влияние внешних факторов, действующих 
циклически с заранее известной периодичностью. Типичными приме­
рами являются эффекты, связанные с астрономическими либо календар­
ными причинами. Так, в ряду ежемесячных данных естественно ожи­
дать наличие сезонных эффектов с периодом 12, в квартальных рядах -
с периодом 4. В свою очередь, в информации, собираемой с интервалом 
1 час, вполне могут возникнуть сезонные эффекты с периодом 24. 

Определить понятие тренда труднее. Трендом (или тенденцией) на­
зывают неслучайную медленно меняющуюся составляющую временного 
ряда, на которую могут накладываться случайные колебания или сезон­
ные эффекты. Это не вполне строгое понятие лежит в основе несколь­
ких моделей и методов анализа временных рядов, так или иначе разла­
гающих временной ряд на несколько компонент, одна из которых является 
в том или ином смысле достаточно гладкой, а остальные компоненты 
характеризуют воздействие случайных факторов. 

Следует признать относительность термина долгий. Его использо­
вание зависит от поставленных целей. Например, при исследовании ве­
личины осадков в течение сотни лет, медленное увеличение в течение 
всей длительности изучаемого периода может быть понято как тренд, 
однако на самом деле этот рост осадков, характерный для данного сто­
летия, может оказаться частью некоторого медленного колебательного 
процесса, наблюдаемого в пределах нескольких тысячелетий. Делать 
вывод на тысячелетие вперед на основе «тренда», выявленного по дан­
ным одного столетия, очевидно, неправильно. 

1 °.3 Формы тренда. Говоря о.тренде, мы должны учитывать дли­
ну ряда, к которому относится формулируемое утверждение. При разли­
чении тренда и колебания невозможно исключить из рассуждений эле­
мент субъективности. 

После выделения тренда и сезонных (периодических) изменений, 
остается ряд, представляющий флуктуации более или менее регулярно­
го типа. Примером такого ряда могут служить данные об урожайности 
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некоторой сельскохозяйственной культуры, производимой в относитель­
но неизменных условиях (при отсутствии тренда и сезонности). Здесь 
возникает вопрос: 

(а) является ли остаточный ряд систематическим (т.е. можно ли 
его значения представить как достаточно гладкую функцию времени и, 
следовательно, предсказывать их)? 

(б) этот ряд абсолютно случаен (т.е. его члены представляют собой 
случайную выборку из некоторой генеральной совокупности)? 

(в) а может быть, мы имеем дело со смесью точной функциональ­
ной зависимости (а) и случайной выборки (б)? 

Флуктуации типа (а) называют систематическими и относят к ко­
лебаниям, флуктуации типа (б) называют несистематическими или слу­
чайными. 

Указанные задачи решаются с помощью различных методов. Да­
дим лишь краткое пояснение некоторых из них. В основном будем об­
суждать методы решения наиболее важной задачи - выявления основ­
ной тенденции развития (тренда) и измерения отклонений от нее. 

2°. Сглаживание временных рядов. Достаточно простым ме­
тодом выявления тенденции развития является сглаживание временно­
го ряда, т.е. замена фактических уровней расчетными, имеющими мень­
шую колеблемость, чем исходные данные. Соответствующее 
преобразование называется фильтрованием. Рассмотрим несколько ме­
тодов сглаживания. 

2°.1 Метод скользящих средних. Этот метод может применять­
ся для целей краткосрочного прогнозирования. Необходимость приме­
нения скользящей средней вызывается следующими обстоятельствами. 
Бывают случаи, когда имеющиеся данные динамического ряда не по­
зволяют обнаруживать какую-либо тенденцию развития {тренд) того или 
иного процесса (из-за случайных и периодических колебаний исходных 
данных). В таких случаях для лучшего выявления тенденции прибегают 
к методу скользящей средней. 

Метод скользящей средней состоит в замене фактических уровней 
динамического ряда расчетными, имеющими значительно меньшую ко­
леблемость, чем исходные данные. При этом средняя рассчитывается 
по группам данных за определенный интервал времени, причем каждая 
последующая группа образуется со сдвигом на один год (месяц). В ре­
зультате подобной операции первоначальные колебания динамического 
ряда сглаживаются, поэтому и операция называется сглаживанием ря-
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дов динамики (основная тенденция развития выражается при этом уже в 
виде некоторой плавной линии). 

Метод скользящей средней называется так потому, что при вычис­
лении средние как бы скользят от одного периода к другому; с каждым 
новым шагом средняя как бы обновляется, впитывая в себя новую ин­
формацию о фактически реализуемом процессе. 

Таким образом, при прогнозировании исходят из простого предпо­
ложения, что следующий во времени показатель по своей величине бу­
дет равен средней, рассчитанной за последний интервал времени. 

Данный метод основан на представлении ряда в виде суммы доста­
точно гладкого тренда и случайной компоненты. В основе метода лежит 
идея расчета теоретического значения на основе локального приближе­
ния. Для построения оценки тренда в точке t по значениям ряда из вре­
менного интервала (t-m,t + m) рассчитывают теоретическое значение 
ряда. Наибольшее распространение в практике сглаживания рядов по­
лучил случай, когда все веса для элементов интервала (t-m,t + m) рав­
ны между собой. По этой причине этот метод называют методом сколь­
зящих средних, так как при выполнении процедуры происходит 
скольжение окном шириной 2т + 1 по всему ряду от начала до конца. 
Ширину окна обычно берут нечетной, так как теоретическое значение 
рассчитывается для центрального значения: количество слагаемых к = 
2т+1 с одинаковым числом уровней слева и справа от момента t (рис 
47.1). 

Формула для расчета скользящей средней в этом случае принимает 
вид 

2т + \ы-т' 
Общая формула метода скользящих средних имеет вид: 

V = a v +... + a v +... + a v 
где у\ - сглаженное (отфильтрованное) значение уровня на момент t; 
ат- вес, приписываемый уровню ряда, находящемуся на расстоянии т 
от момента t. Суммирование в фильтре распространяется на 1 + 2т уров­
ней {т уровней до момента turn уровней после него). 

Дисперсия для у равна — , где через а2 обозначена дисперсия 
/С 

исходных членов ряда, поэтому чем больше интервал сглаживания, тем 
сильнее усреднение данных и менее изменчива выделяемая тенденция. 
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Рис. 47.1 

Чаще всего сглаживание производят по трем, пяти и семи членам исход­
ного ряда. При этом следует учитывать следующие особенности сколь­
зящей средней: если рассмотреть ряд с периодическими колебаниями 
постоянной длины, то при сглаживании на основе скользящей средней с 
интервалом сглаживания, равным или кратным периоду, колебания пол­
ностью устранятся; нередко сглаживание на основе скользящей средней 
столь сильно преобразует ряд, что выделенная тенденция развития про­
является лишь в самых общих чертах, а более мелкие, но важные для 
анализа детали (волны, изгибы и т.д.) исчезают; после сглаживания мел­
кие волны могут иногда поменять направление на противоположное -
на месте «пиков» появляются «ямы» и наоборот. Все это требует осто­
рожности в применении простой скользящей средней и заставляет ис­
кать более тонкие методы описания. 

Краевые эффекты. Метод скользящих средних не дает значений 
тренда для первых т и последних т членов ряда. Этот недостаток осо­
бенно заметно сказывается в случае, когда длина ряда невелика, или же 
если необходимо провести экстраполяцию на будущее. 
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^. Пример 1. Если объем продаж товара ̂ составил (штук): в январе -
60; в феврале - 85; в марте - 80; в апреле - 92; в мае - 88; в июне - 96, то 
прогноз продаж на июль (для пятимесячного периода) составит: 
(85 + 80+92 + 88 + 96) _ . . 

= об . / . 
5 

Если реальный объем продаж на июль составил 94 штуки, то про-
(80 + 92 + 88 + 96 + 94) „ 

гноз продаж на август уже будет равен: = 90 и 

так далее. 
Число значений п для подсчета скользящей средней 

(в примере 1 равно 5) выбирается в зависимости от того, насколько важ­
ны старые значения исследуемого показателя в сравнении с новыми. Так, 
если мы будем использовать для подсчета трехмесячный период, то 

= (92 + 88 + 96) = 9 2 
-'икыь т 

В случае с пятимесячной средней старые значения имеют удель-
4 1 

ный вес —, а текущие - —. В случае с трехмесячной средней старые 

2 1 
значения «весят» —, а текущие - —, т.е. скользящая средняя уже в боль­
шей степени зависит от текущего уровня и несколько слабее - от пред­
шествующего. • 

2°.2 Экспоненциальное сглаживание. При рассмотрении сколь­
зящей средней было отмечено, что чем «старше» наблюдение, тем мень­
ше оно должно оказывать влияние на величину скользящей средней, т.е. 
влияние прошлых наблюдений должно затухать по мере удаления от 
момента, для которого определяется средняя. 

Одним из простейших приемов сглаживания динамического ряда с 
учетом «устаревания» является расчет специальных показателей, полу­
чивших название экспоненциальных средних, которые широко применя­
ются в краткосрочном прогнозировании. Основная идея Метода состоит 
в использовании в качестве прогноза линейной комбинации прошлых и 
текущих наблюдений. Экспоненциальная средняя Qt является примером 
асимметричной скользящей средней, в которой учитывается степень ста­
рения данных - чем старее информация, тем с меньшим весом входит 
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она в формулу для расчета сглаженного значения уровня ряда Qr Экспо­
ненциальная средняя рассчитывается по формуле: 

e,=cy,+(i-a)eM. а) 
Здесь: Qt - экспоненциальная средняя, заменяющая наблюденное 

значение ряда у t (в сглаживании участвуют все данные, полученные к 
текущему моменту t); а - параметр сглаживания, характеризующий вес 
текущего (самого нового) наблюдения, 0 < а < 1. Если а равно 1, то 
предыдущие наблюдения полностью игнорируются. Если а равно 0, то 
игнорируются текущие наблюдения. Значения а, принадлежащие ин­
тервалу (О, l), дают промежуточные результаты. 

Легко получить, что Q, = £) , + а \yt - б,_,) • Последнее соотноше­
ние позволяет дать следующую интерпретацию экспоненциальной сред­
ней: если Qt__,- прогноз значения рядаyt, то разность yt-Ql{ есть по­
грешность прогноза; таким образом прогноз (?t для следующего момента 
времени t + 1 учитывает ставшую известной в момент t ошибку прогно­
за а . 

Dy 
Можно показать, что MQ = My , DQ = , т.е. математичес­

кие ожидания наблюдений и экспоненциальных средних совпадают, а 
дисперсия сглаженных уровней меньше дисперсии наблюдений. Если 
а близка к единице, то различие между дисперсиями невелико, однако 
с уменьшением а колебания экспоненциальной средней все более по­
глощаются. Выбор параметра сглаживания представляет собой доста­
точно сложную проблему. Значения ос могут находиться в пределах от О 
до 1, однако практически диапазон значений находится в пределах от 
0.1 до 0.3. В большинстве случаев хорошие результаты дает значение 
а = 0.1. При выборе а необходимо учитывать, что для повышения ско­
рости реакции на изменение процесса развития нужно повысить значе­
ние а (тем самым увеличивается вес текущих наблюдений), однако при 
этом уменьшается «фильтрационные» возможности экспоненциальной 
средней. Использование больших значений сглаживающей константы 
приведет к плохим прогнозам. 

t> Пример 2. Применение метода экспоненциального сглаживания в 
прогнозировании рассмотрим на предыдущем примере, дополнив его 
данными о продажах за последующие месяцы (в пределах года). Допус­
тим, что а = 0.2. Для выполнения прогнозных расчетов формулу (1) 
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представим следующим образом: новый прогноз продаж равен сумме 
произведений а на величину последней продажи и (l - а) на величину 
предыдущего прогноза. 

Решение. Возьмем в качестве начального значения экспоненциаль­
ной средней величину ;;,; тогда, подставляя в предыдущую формулу дан­
ные о фактических продажах в феврале (при прогнозе на январь в 60 
штук), получим прогноз продаж на февраль 0.2 • 85 + (l - 0.2)- 60 = 65 . С 
учетом февральского прогноза прогноз на март составит 
0.2-80+ (1-0.2)-65 = 68 и т.д. (см. табл. 1). 

Результаты расчета для всех месяцев года представлены в 
таблице 1. 

Таблица 1 

Месяц 
Январь 
Февраль 
Март 
Апрель 
Май 
Июнь 
Июль 
Август 
Сентябрь 
Октябрь 
Ноябрь 
Декабрь 

Фактические продажи 
60 
85 
80 
92 
88 
96 
98 
93 
90 
86 
77 
80 

Прогноз продаж 
60 
65 
68 
73 
76 
80 
84 
86 
87 
87 
85 
84 

Представим фактические и прогнозные данные об объемах про­
даж в виде графика (рис. 47.2). 

Из графика видно, что кривая прогнозов продаж по сравнению с 
кривой фактических продаж представляет собой более плавную линию 
(сглаженную тенденцию). • 

Применение скользящей и экспоненциальных средних в качестве 
основы для прогностической оценки имеет смысл лишь при относитель­
но небольшой колеблемости уровней. Данные методы прогнозирования 
относятся к числу наиболее распространенных методов экстраполяции 
трендов. 
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Рис. 47.2 
2°.3 Медианное сглаживание. Основное достоинство медиан­

ного сглаживания - устойчивость к выбросам. В основе метода лежит 
вычисление скользящей медианы. Для того чтобы найти значение сколь­
зящей медианы в точке t, вычисляется медиана значений ряда во вре­
менном интервале (t-q,t + q). Медиана ряда во временном интервале 
определяется как центральный член вариационного ряда - последова­
тельности значений ряда, входящих в этот временной интервал, упоря­
доченной по возрастанию. Соответствующее значение называется 
(2q + \)-точечной скользящей медианой. В отличие от выборочного сред­
него, выборочная медиана значительно более устойчива по отношению 
к наличию выбросов и других случайных искажений данных. Напри­
мер, при введении в базу данных последовательности чисел (24,27,23, 
31,29,27,26) была допущена ошибка: вместо числа 23 было введено 
233. Эта ошибка в меньшей мере скажется на результатах расчета меди­
аны этого ряда, так как при построении вариационного ряда ошибочное 
значение будет находиться в самом конце ранжированного по возраста­
нию ряда, а за теоретическое значение берется центральный член. 

Как ясно из описания, если момент времени t отстоит от начала 
или конца ряда менее чем на q точек, вычисление становится невозмож­
ным. Для того чтобы, тем не менее, не сужать область определения сгла­
женного ряда по сравнению с исходным, для устранения этих краевых 
эффектов используют различные методы. Например, для таких точек, за 
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исключением концевых, вычисляется значение скользящей медианы 
меньшего, максимально возможного порядка. 

3°. Сезонность. Временные ряды с интервалом меньше года (ме­
сяц, квартал) очень часто содержат эффект сезонности. Под сезоннос­
тью понимают систематически повторяющиеся колебания показателей, 
обусловленные особенностями производственных условий в определен­
ный период. Примером сезонных колебаний могут служить рыночные 
цены на сельскохозяйственную продукцию, например на картофель. 
Очевидно, что цены будут самыми низкими в период после уборки ос­
новных сортов картофеля, потом по мере роста затрат на хранение цены 
будут увеличиваться и достигнут своего максимума перед урожаем сле­
дующего года. И это повторяется каждый год. 

Сезонные колебания присутствуют не только в сельскохозяйствен­
ных рядах, но и во многих общеэкономических. Потребление электро­
энергии, газа, продажа определенных видов Товаров, деловая активность 
предприятий - все эти ряды в той или иной степени подвержены эффек­
ту сезонности. 

Применительно к задачам краткосрочного управления и прогнози­
рования сезонная составляющая зачастую не является информативной, 
т.е. при прогнозе основная проблема сводится к оценке тенденции, пос­
ле чего эта оценка корректируется на сезонность. Таким образом, при 
анализе прогноза временных рядов мы два раза сталкиваемся с необхо­
димостью учета влияния сезонности. Во-первых, при оценке тенденции, 
которая представляет собой ряд, очищенный от случайной составляю­
щей и сезонности. Сезонная составляющая в таких случаях лишь зат­
рудняет идентификацию тех составляющих динамики, которые являют­
ся информативными. Во-вторых, с сезонностью сталкиваемся при 
корректировке прогнозных значений. 

Сезонные эффекты, несмотря на то, что время их проявления и ха­
рактер из года в год могут несколько изменяться, имеют достаточно ре­
гулярный характер. Размах и форма сезонных колебаний могут также 
демонстрировать эволюцию с течением времени. Однако регулярность 
сезонных колебаний позволяет проводить их идентификацию, что в свою 
очередь обеспечивает возможность сезонной корректировки временных 
рядов. 

Существует несколько методик оценки сезонной компоненты. Ос­
новные отличия их сводятся к тому, в какой последовательности произ-
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водить выделение составляющих временного ряда, какими методами и 
на каком этапе считать выделение составляющих достаточно точным. 

Между компонентами временного ряда существуют специфичес­
кие функциональные отношения. В анализе временных рядов принято 
рассматривать две формы взаимосвязи: аддитивную, мультипликатив­
ную, а так же смешанную. 

В аддитивной форме ряд представляется в виде 
Y,={TC,)+Sl+z,, 

где тренд и циклическую компоненту обычно объединяют в одну трен-
дщклическую компоненту (ТС), Е, -ошибка, а ̂ -сезонная составля­
ющая, которая предполагается периодической с периодом L:St = Sl+L. 

Мультипликативная форма: Y = {ГС( )Siei. 
Смешанная форма: Yt = \TCl )St + е,. 
Для простоты расчетов при оценке сезонной составляющей пер­

вые две компоненты - тенденцию и цикличность (ТС) - выделяют вме­
сте. Сезонная составляющая (S) представляет собой набор индексов се­
зонности для каждого месяца. е( -случайная составляющая. В случае 
аддитивной модели индексы будут измеряться в абсолютных величинах, 
а в случае мультипликативной модели - в относительных. 

Рассмотрим на примере различие между аддитивной и мультипли­
кативной сезонными компонентами. График объема продаж детских иг­
рушек, вероятно, будет иметь ежегодный пик в ноябре-декабре (перед 
новогодними праздниками), и другой - существенно меньший по высо­
те - в летние месяцы, приходящийся на каникулы. Такая сезонная зако­
номерность будет повторяться каждый год. По своей природе сезонная 
компонента может быть аддитивной или мультипликативной. 

Так, например, каждый год объем продаж некоторой конкретной 
игрушки может увеличиваться в декабре на 3 миллиона долларов. По­
этому можно учесть эти сезонные изменения, прибавляя к своему про­
гнозу на декабрь 3 миллиона. Здесь мы имеем аддитивную сезонность. 

Может получиться иначе. В декабре объем продаж некоторой иг­
рушки может увеличиваться на 40 %, то есть умножаться на множитель 
1.4. Это значит, например, что если средний объем продаж этой игруш­
ки невелик, то абсолютное (в денежном выражении) увеличение этого 
объема в декабре также будет относительно небольшим (но в процент­
ном исчислении оно будет постоянным); если же игрушка продается 
хорошо, то и абсолютный (в долларах) рост объема продаж будет значи-
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тельным. Здесь опять объем продаж возрастает в число раз, равное оп­
ределенному множителю, а сезонная компонента - по своей природе 
мультипликативная компонента (в данном случае равная 1.4). 

Если перейти к графикам временных рядов, то различие между эти­
ми двумя видами сезонности будет проявляться так: в аддитивном слу­
чае ряд будет иметь постоянные сезонные колебания, величина которых 
не зависит от общего уровня значений ряда; в мультипликативном слу­
чае величина сезонных колебаний будет меняться в зависимости от об­
щего уровня значений ряда. 

Для измерения сезонных колебаний обычно исчисляются индексы 
сезонности S. Существует несколько методов рассчета индексов сезон­
ности. 

Рассмотрим вначале мультипликативные индексы сезонности. 
Мультипликативные индексы сезонности используются в случае, когда 
по мере повышения среднего.уровня динамики увеличиваются абсолют­
ные отклонения, вызванные сезонностью. В отличие от аддитивных ин­
дексов сезонности, которые имеют абсолютную величину, мультипли­
кативные отражают относительное отклонение каждого периода сезона 
от средней величины. 

В общем виде мультипликативные индексы сезонности определя­
ются отношением исходных (эмпирических) уровней ряда динамики у. к 
теоретическим (расчетным) уровням у , выступающим в качестве базы 
сравнения: 

S , = A . (2) 

Именно в результате того, что в приведенной выше формуле изме­
рение сезонных колебаний производится на базе соответствующих тео­
ретических уровней тренда у , в исчисляемых при этом индивидуаль­
ных индексах сезонности влияние основной тенденции развития 
элиминируется (устраняется). Поскольку на сезонные колебания могут 
накладываться случайные отклонения, для их устранения производится 
усреднение индивидуальных индексов одноименных внутригодовых 
периодов анализируемого ряда динамики. Поэтому для каждого перио­
да годового цикла определяются обобщенные показатели в виде сред­
них индексов сезонности S: 
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S = M (3) 
n 

Рассчитанные по формуле (3) средние индексы сезонности свобод­
ны от влияния основной тенденции развития и случайных отклонений. 

В зависимости от характера тренда формулу (3) можно записать 
так: 

1. Для рядов внутригодовой динамики с ярко выраженной основ­
ной тенденцией развития: 

S = -3 - . (4) 

Выступающие при этом в качестве переменной базы сравнения те­
оретические уровни у представляют своего рода «среднюю ось кри­
вой», так как их расчет получается из метода наименьших квадратов. 
Поэтому измерение сезонных колебаний на базе переменных уровней 
тренда называется способом переменной средней. 

2. Для рядов внутригодовой динамики, в которых повышающийся 
(снижающийся) тренд отсутствует, или он незначителен 

S = A . (5) 
У 

В этой формуле базой сравнения является общий для анализируе­
мого ряда динамики средний уровень^. Поскольку для всех эмпиричес­
ких уровней анализируемого ряда динамики этот общий средний уро­
вень является постоянной величиной, то применение формулы (5) 
называют способом постоянной средней. 

р> Пример 3. Рассчитать прогнозные индексы сезонности товарообо­
рота группы предприятий массового питания по данным первых четы­
рех граф таблицы 2. 

Решение. Расчет прогноза на основе сезонных колебаний прове­
дем по формуле (5), т.е. по способу постоянной средней (здесь нет зна­
чительной тенденции роста). 

1. Определяем средние уровни товарооборота по месяцам у: для 
(78.4 + 82.8 + 75.1) 236.3 __ _ _ 

января уя = - = = /5.8 тыс. руб.; для февраля 
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Таблица 2 

Месяц 

1 
Январь 
Февраль 
Март 
Апрель 
Май 
Июнь 
Июль 
Август 
Сентябрь 
Октябрь 
Ноябрь 
Декабрь 
Е 

Уровни, тыс. 

1-й год 

2 
78.4 
79.3 
80.9 
81.8 
74.3 

102.9 
101.0 
84.3 
85.7 
76.7 
73.1 
83.3 

1001.0 

2-й год 

3 
82.8 
83.4 
83.5 
85.4 
73.2 

108.4 
92.4 
75.0 
85.9 
78.2 
73.8 
84.0 

1006.0 

руб., .у, 

3-й год 

4 
75.1 
76.5 
84.4 
83.6 
77.2 

110.0 
100.8 
82.6 
78.9 
80.4 
76.3 
87.2 

1013.0 

Расчетные графы 

Ъу, 

5 
236.3 
239.2 
248.8 
250.1 
224.7 
321.3 
294.2 
241.9 
250.5 
235.3 
223.2 
254.5 

3020.0 

Ч у = — -п 
6 

78.8 
79.7 
82.9 
83.4 
74.9 

107.1 
98.1 
80.6 
83.5 
78.4 
74.4 
84.8 
83.9 

•S.= 
1 

•100 

1 
93.9 
95.0 
98.8 
99.4 
89.3 

127.7 
116.9 
96.1 
99.5 
93.5 
88.7 

101.1 
100.0 

(79.3 + 83.4 + 76.5) 239.2 „ _ к „ 
у - ± '- = = 79.7 тыс. руб. и т.д. Проставляем 
полученные значения в графу 6. 

2. Определяем общий для всего ряда динамики средний уровень 
товарооборота^ 

78.8 + 79.7 + 82.9 + 83.4+74.9 + 107.1 + 98.1 + 80.6 + 83.5 + 78.4 
12 

78.4+74.4+84.8 
12 

= 83.9 тыс.руб. 

и проставляем полученное значение в итоговую строку графы 6. 
3. Определяем средние индексы сезонности товарооборота по ме-

78 я 79 7 
с я ц а м ^ S H B = i H . 1 0 0 = 93.9%; S^ = — 1 0 0 = 95% и т.д. 
Проставляем полученные значения в графу 7. 

Из графы 7 видно, что сезонные колебания товарооборота анали-
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зируемой группы предприятий характеризуется повышением в июне 
(27.7 %), июле (16.9 %) и декабре (1.1%) и снижением в остальных ме­
сяцах. Рассчитанные таким образом средние индексы сезонности мож­
но положить в основу планирования товарооборота на следующий год. 

D 
Приведенные методы измерения сезонных колебаний не являются 

единственными. Так, для выявления сезонных колебаний можно приме­
нять рассмотренный выше метод скользящей средней или другие мето­
ды. 

Рассмотрим пример модели с аддитивной сезонной компонентой, 
в котором для выявления сезонных колебаний применим метод скользя­
щей средней. 

Чтобы оценить сезонную составляющую в модели, нужно сначала 
оценить гладкую компоненту (тренд или краткосрочные колебания). Для 
ее выделения можно использовать метод центрированного скользящего 
среднего. Поскольку теоретическое значение при методе сглаживания 
скользящим средним определяется для центрального элемента окна, то 
ширина окна сглаживания должна быть нечетной. Но период сезоннос­
ти обычно включает четное число временных интервалов (12 месяцев, 4 
квартала). Для выхода из такой ситуации используется метод центриро­
ванного среднего: 

yi = ji(Y,-6+2Y,-s+2Yl_4+... + 2Yi+4+2Yl+5 + Yj, 

т.е. используется ширина окна 13, при этом данные за крайние месяца 
берутся с весом 1, или на половину меньше чем все остальные, и, таким 
образом, данные за все 12 месяцев учитываются одинаково. 

Затем вычисляется разница между исходными данными и центри­
рованными средними Xt = Yt - yt, т.е. вычисляются отклонения, кото­
рые и есть эффект сезонности. 

Для определения влияния каждого конкретного периода года на ди­
намику рассчитываются средние Зс,, х,,..., хп (по месяцам): 

— zX+,> /' = 1,2,...,6; 
X. = < 

1 £=1 
— Z,xM,. / = 7,8,...,12, 
р м > 

где/7 - число целых циклов в ряду. 
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Различные пределы суммирования объясняются тем фактом, что 
центрированное среднее дает первое значение для момента t = 7, а пос­
леднее - для момента t - Yip - 6. 

Сезонный индекс определяется из соотношения 
S =х.-х, 

где 
1 12 _ 

х =—Ух 
12 й " 

Это соотношение необходимо для того, чтобы суммарное воздей­
ствие индексов сезонности на динамику было нейтральным. 

[> Пример 4. Ежемесячные данные о количестве пассажиров, пере­
возимых авиакомпанией Соединенного Королевства за период с 1949 г. 
по 1960 г., приведены в таблице 3. Определить аддитивные индексы се­
зонности и построить график индекса сезонности. 

Таблица 3 

jan 
feb 
mar 
apr 
may 
jun 
Jul 
aug 
sep 
oct 
nov 
dec 

1949 
112 
118 
132 
129 
121 
135 
148 
148 
136 
119 
104 
118 

1950 
115 
126 
141 
135 
125 
149 
170 
170 
158 
133 
114 
140 

1951 
145 
150 
178 
163 
172 
178 
199 
199 
184 
162 
146 
166 

1952 
171 
180 
193 
181 
183 
218 
230 
242 
209 
191 
172 
194 

1953 
196 
196 
236 
235 
229 
243 
264 
272 
237 
211 
180 
201 

1954 
204 
188 
235 
227 
234 
264 
302 
293 
259 
229 
203 
229 

1955 
242 
233 
267 
269 
270 
315 
364 
347 
312 
274 
237 
278 

1956 
284 
277 
317 
313 
318 
374 
413 
405 
355 
306 
271 
306 

1957 
315 
301 
356 
348 
355 
422 
465 
467 
404 
347 
305 
336 

1958 
340 
318 
362 
348 
363 
435 
491 
505 
404 
359 
310 
337 

1959 
360 
342 
406 
396 
420 
472 
548 
559 
463 
407 
362 
405 

1960 
417 
391 
419 
461 
472 
535 
622 
606 
508 
461 
390 
432 

Решение. Используя таблицу 3 и формулу для определения цент­
рированных средних, приходим к таблице 4. 

Изобразим графически исходные данные и центрированные сред­
ние (рис. 47.3). 
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Таблица 4 

jan 
feb 
mar 
apr 
may 
jun 
Jul 
aug 
sep 
oct 
nov 
dec 

1949 

126.8 
127.2 
128.0 
128.6 
129.0 
129.7 

1950 
131.2 
133.1 
134.9 
136.4 
137.4 
138.8 
140.9 
143.2 
145.7 
148.4 
151.5 
154.7 

1951 
157.1 
159.5 
161.8 
164.1 
166.7 
169.1 
171.2 
173.6 
175.5 
176.8 
178.0 
180.2 

1952 
183.1 
186.2 
189.0 
191.3 
193.6 
195.8 
198.0 
199.7 
202.2 
206.2 
210.4 
213.4 

1953 
215.8 
218.5 
220.9 
222.9 
224.1 
224.7 
225.3 
225.3 
225.0 
224.6 
224.5 
225.5 

1954 
228.0 
230.5 
232.2 
233.9 
235.6 
237.7 
240.5 
244.0 
247.2 
250.2 
253.5 
257.1 

1955 
261.8 
266.7 
271.1 
275.2 
278.5 
282.0 
285.7 
289.3 
293.2 
297.2 
301.0 
305.5 

1956 
310.0 
314.4 
318.6 
321.7 
324.5 
327.1 
329.5 
331.8 
334.5 
337.5 
340.5 
344.1 

1957 
348.2 
353.0 
357.6 
361.4 
364.5 
367.2 
369.5 
371.2 
372.2 
372.4 
372.7 
373.6 

1958 
375.2 
377.9 
379.5 
380.0 
380.7 
381.0 
381.8 
383.7 
386.5 
390.3 
394.7 
398.6 

1959 
402.5 
407.2 

1960 
456.3 
461.4 

411.9465.2 
416.3 
420.5 
425.5 
430.7 
435.1 
437.7 
441.0 
445.8 
450.6 

469.3 
472.7 
475.0 

На графике просматривается повышение числа перевозимых пас­
сажиров в период летних отпусков и на рождественские праздники. 

Для определения сезонных индексов S. (рис. 47.4) вычисляем раз­
ности Xt = Yl—yi, средние xt, х2,..., хи , х и результаты заносим в таб­
лицу 5. 

Рис. 47.3 
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Таблица 5 

jan 
feb 
mar 
apr 
may 
jun 
№ 
aug 
sep 
oct 
nov 
dec 

X 

1949 

21.2 
20.8 
8.0 
-9.6 
-25.0 
-11.8 

1950 
-16.3 
-7.1 
6.1 
-1.4 
-12.4 
10.2 
29.1 
26.8 
12.3 
-15.4 
-37.5 
-14.7 

1951 
-12.1 
-9.5 
16.2 
-1.1 
5.3 
8.9 
27.8 
25.4 
8.5 

-14.8 
-32.0 
-14.2 

1952 
-12.1 
-6.2 
4.0 

-10.3 
-10.6 
22.2 
32.0 
42.3 
6.8 

-15.3 
-38.4 
-19.4 

1953 
-19.8 
-22.5 
15.1 
12.1 
4.9 
18.3 
38.7 
46.7 
12.0 
-13.6 
-44.5 
-24.5 

1954 
-24.0 
-42.5 
2.8 
-6.9 
-1.6 
26.3 
61.5 
49.0 
11.8 
-21.3 
-50.5 
-28.1 

1955 
-19.8 
-33.7 
-4.1 
-6.2 
-8.5 
33.0 
78.3 
57.7 
18.8 

-23.2 
-64.0 
-27.5 

1956 
-26.0 
-37.4 
-1.6 
-8.8 
-6.5 
46.9 
83.5 
73.2 
20.5 
-31.5 
-69.5 
-38.1 

1957 
-33.2 
-52.0 
-1.6 
-13.4 
-9.5 
54.8 
95.5 
95.8 
31.8 
-25.4 
-67.8 
-37.6 

1958 
-35.2 
-59.9 
-17.5 
-32.0 
-17.7 
54.0 

1959 
-42.5 
-65.2 
-5.9 
-20.3 
-0.5 
46.5 

109.2117.3 
121.3 
17.5 
-31.3 
-84.7 
-61.6 

123.9 
25.3 
-34.0 
-83.8 
-45.6 

1960 
-39.3 
-70.4 
^6.2 
-8.3 
-0.8 
60.0 

X 
-25.5C 
-36.94 
-2.99 
-8.79 
-5.26 
34.65 
63.08 
62.07 
15.77 
-21.39 
-54.34 
-29.37 
-0.751 

st 
-24.75 
-36.19 
-2.24 
-8.04 
-4.51 
35.40 
63.83 
62.82 
16.52 
-20.64 
-53.59 
-28.62 

0 

Рис. 47.4 

^Задания для самостоятельной работы 

1. Зная значения уровня безработицы в США за 1992-1999 годы: 
1992 7.4% 1993 6.8% 1994 6.1% 1995 5.6% 
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1996 5.4% 1997 4.9% 1998 4.5% 1999 4.2%, 
спрогнозируйте, используя метод скользящих средних, значение уровня 
безработицы на 2000 год. Используйте ширину окна: 
а) 6 лет, б) 4 года, в) 3 года. В каком из этих случаев вы придаете наи­
больший вес старым данным? Текущим данным? 

2. Известно, что фактический уровень безработицы в США в 2000 
году составил 4.0 %. Используя данные задания 1 и метод скользящих 
средних, определите ожидаемое в 2001 году значение уровня безрабо­
тицы, если ширину окна прогнозирования брать равной: а) 6 лет, б) 4 
года, в) 3 года. 

3. Используя метод экспоненциального сглаживания {а = 0.3) и дан­
ные из задания 1, спрогнозируйте уровень безработицы для всех лет (с 
1992 по 2000 год). По результатам прогнозирования постройте график 
факических и прогнозных значений уровня безработицы на период 1992-
2000. 

4. Ниже приведена информация о количестве задержанных рейсов 
крупнейшей авиакомпании США - Delta Air Lines в период с января 1997г 
по декабрь 2000г: 

1997 1998 1999 2000 

январь 

февраль 

март 
апрель 
май 
июнь 
июль 
август 
сентябрь 
октябрь 
ноябрь 
декабрь 

29.49 

27.25 

23.73 
23.11 
20.71 
30.99 
26.50 
22.32 

, 15.75 
18.38 
24.43 
25.07 

21.93 

22.83 

22.40 
21.19 
18.87 
22.03 
16.33 
15.29 
11.63 
12.30 
13.75 
21.27 

28.63 

19.21 

20.74 
21.30 
20.34 
27.67 
25.94 
22.04 
19.11 
21.94 
16.31 
19.84 

26.78 % 

20.75 % 

20.9 % 
20.55 % 
19.33 % 
26.27 % 
23.86 % 
22.69 % 
21.85% 
17.95% 
32.56 % 
43.91 % 

а) Можете ли вы определить, используя эти данные, какой метод 
рассчета мультипликативных индексов сезонности уместен для этого 
примера? Обоснуйте свой ответ. 

б) Используя метод постоянной средней, рассчитайте значения ин-
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дексов сезонности для каждого месяца. Постройте график сезонных ко­
лебаний. Как можно интерпретировать полученные результаты? Какие 
рекомендации вы можете дать этой авиакомпании с целью улучшения 
качества обслуживания пассажиров? 

Замечание. Данные для заданий 1 -3 взяты с web-стриницы Бюро Статистики 
Труда США www.stats bls.gov Данные для задания 4 взяты с web-стриницы 
Министерства Транспорта США http./Avww bts.gov/ntda/oaiAndex.shtml 
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ПРИМЕРНЫЕ ВОПРОСЫ 
К КОЛЛОКВИУМАМ 

Коллоквиум № 1 
1. Выпуклые множества в Л" и их основные свойства. 
2. Выпуклая оболочка системы точек в /?". 
3. Примеры задач линейного программирования (ЛП). 
4. Разновидности задач ЛП. 
5. Геометрические свойства задачи ЛП и множество ее опти­

мальных решений. 
6. Графический метод решения задачи ЛП в случае двух или 

трех переменных. 
7. Симпдекс-мегод решения канонической задачи ЛП. 
8. Алгоритм решения канонической задачи ЛП с помощью 

симплексных таблиц. 
9. Двойственные задачи ЛП. 
10. Анализ ситуации отклонения ресурсов при оперативном 

управлении. 
11. Метод искусственного базиса нахождения начальной уг­

ловой точки канонической задачи ЛП. 
12. Транспортная задача (ТЗ) и определение исходного опор­

ного решения. 
13. Алгоритм метода потенциалов решения ТЗ. 
14. Экономические примеры задач целочисленного линейно­

го программирования (ЦЛП). 
15. Метод Гомори решения канонической ЦЗЛП. 
16. Вогнутые и выпуклые функции. 
17. Безусловный максимум функции многих переменных. 
18. Классическое правило множителей Лагранжа. 
19. Условия минимума второго порядка для задачи условной 

оптимизации. 
20. Условный экстремум при условиях-неравенствах. 
21. Функция полезности и ее свойства. 
22. Предельные полезность и норма замещения благ. 
23. Математическая модель задачи оптимального выбора благ 

потребителем. 
24. Взаимная задача к задаче оптимального выбора благ по­

требителем. 
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25. Производственная функция и ее основные свойства. 
26. Типовые производственные функции. 
27. Математическая модель задачи минимизации издержек про­

изводства. 
28. Задача максимизации объема выпуска продукции. 
29. Критерий размерности задачи квадратичного программи­

рования. 
30. Алгоритм решения задачи квадратичного программиро­

вания. 
31. Задачи управления запасами. 
32. Параметрическое программирование. 
33. Динамическое программирование и уравнение Р. Беллмана. 
34. Динамическое программирование для задачи управления 

запасами. 
35. Формулировка принципа максимума Л.С. Понтрягина. 
36. Односекторная модель оптимального экономического роста. 
37. Понятие многокритериальной задачи оптимизации. 
38. Оптимальность по Парето. 

Коллоквиум № 2 
1. Случайные события и соотношения между ними. 
2. Частота и вероятность. 
3. Геометрическая вероятность. 
4. Формула для вероятности суммы двух событий и теорема 

сложения. 
5. Условная вероятность. 
6. Формула Бернулли. 
7. Формула полной вероятности. 
8. Форма Байеса. 
9. Элементы теории нечетких множеств. 
10. Матрица инциденций. 
11. Инциденция второго порядка. 
12. Исследование скрытых воздействий с помощью матриц 

инциденций. 
13. Случайная величина и ее функция распределения. 
14. Непрерывные случайные величины. 
15. Дискретные случайные величины. 
16. Математическое ожидание случайной величины. 
17. Дисперсия случайной величины. 
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18. Моменты, асимметрия и эксцесс случайной величины. 
19. Принятие решений в условиях полной неопределенности. 
20. Принятие решений в условиях частичной неопределенности. 
21. Байесовский подход к принятию решений. 
22. Биноминальный закон распределения. 
23. Закон Пуассона. 
24. Равномерное распределение. 
25. Показательное распределение. 
26. Нормальное распределение. 
27. Неравенство Чебышева и закон больших чисел в форме 

Чебышева. 
28. Теорема Бернулли. 
29. Усиленный закон больших чисел. 
30. Локальная предельная теорема Муавра-Лапласа. 
31. Теорема Пуассона. 
32. Центральная предельная теорема. 
33. Интегральная теорема Муавра-Лапласа. 
34. Применения закона больших чисел в экономике. 
35. Системы случайных величин, ковариация и корреляция. 
36. Функция случайных величин. 
37. Одноканальная система массового обслуживания (СМО) 

с отказами. 
38. Многоканальная СМО с отказами. 
39. Виды задач стохастического программирования (СТП). 
40. Анализ влияния случайностей на решение задач СТП. 

Коллоквиум № 3 
1. Генеральная и выборочная совокупности. 
2. Вариационный ряд и его характеристики. 
3. Числовые характеристики выборки. 
4. Аппроксимация выборочного распределения. 
5. Точечные оценки математического ожидания и дисперсии. 
6. Метод максимального правдоподобия. 
7. Интервальные оценки. 
8. Предельная ошибка и необходимый объем выборки. 
9. Распределение "хи-квадрат" (X2). 

10. Распределение Стьюдента. 
11. Распределение Фишера. 



12. Интервальное оценивание математического ожидания слу­
чайной величины X с неизвестной дисперсией. 

13. Интервальное оценивание среднеквадратичного отклоне­
ния нормально распределенной случайной величины. 

14. Статистическая гипотеза и общая схема построения кри­
териев согласия. 

15. Статистическая критерий X . 
16. Статистический критерий Колмогорова. 
17. Проверка гипотезы о математическом ожидании нормаль­

ной случайной величины при известной и неизвестной 
дисперсиях. 

18. Проверка гипотезы о величине дисперсии нормальной слу­
чайной величины. 

19. Проверка гипотезы о равенстве математических ожида­
ний двух нормальных случайных величин при известных 
дисперсиях. 

20. Проверка гипотезы о равенстве математических ожида­
ний двух нормальных случайных величин при неизвест­
ных дисперсиях. 

21. Проверка гипотезы о равенстве дисперсий двух нормаль­
ных случайных величин. 

22. Проверка гипотезы о значимости коэффициента корреля­
ции. 

23. Зависимость между случайными величинами и корреляци­
онное отношение. 

24. Линейная однофакторная регрессия. 
25. Финансовый рынок и простейшие финансовые операции. 
26. Статистические характеристики ценных бумаг. 
27. Сущность портфельного подхода при анализе ценных бу­

маг. 
28. Оптимизация портфеля ценных бумаг. 
29. Оптимальный портфель при наличии безрисковых бумаг. 
30. Влияние ведущего фактора на составляющие финансового 

рынка. 
31. Понятие временного ряда, цели анализа временных ря­

дов, формы тренда. 
32. Сглаживание временных рядов. 



Приложение 

ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ТАБЛИЦЫ 

Малая функция Лапласа 

ф(-*)= 
V2rc е -

ф) 

4>(*i) 

Таблица 1 

X 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 
2.5 

0 
0.3989 
0.3970 
0.3910 
0.3814 
0.3683 
0.3521 
0.3332 
0.3123 
0.2897 
0.2661 
0.2420 
0.2179 
0.1942 
0.1714 
0.1497 
0.1295 
0.1109 
0.0940 
0.0790 
0.0656 
0.0540 
0.0440 
0.0355 
0.0283 
0.0224 
0.0175 

1 
0.3989 
0.3965 
0.3902 
0.3802 
0.3668 
0.3503 
0.3312 
0.3101 
0.2874 
0.2637 
0.2396 
0.2155 
0.1919 
0.1691 
0.1476 
0.1276 
0.1092 
0.0925 
0.0775 
0.0644 
0.0529 
0.0431 
0.0347 
0.0277 
0.0219 
0.0171 

2 
0.3989 
0.3961 
0.3894 
0.3790 
0.3653 
0.3485 
0.3292 
0.3079 
0.2850 
0.2613 
0.2371 
0.2131 
0.1895 
0.1669 
0.1456 
0.1257 
0.1074 
0.0909 
0.0761 
0.0632 
0.0519 
0.0422 
0.0339 
0.0270 
0.0213 
0.0167 

3 
0.3988 
0.3956 
0.3885 
0.3778 
0.3637 
0.3467 
0.3271 
0.3056 
0.2827 
0.2589 
0.2347 
0.2107 
0.1872 
0.1647 
0.1435 
0.1238 
0.1057 
0.0893 
0.0748 
0.0620 
0.0508 
0.0413 
0.0332 
0.0264 
0.0208 
0.0163 

4 
0.3986 
0.3951 
0.3876 
0.3765 
0.3621 
0.3448 
0.3251 
0.3034 
0.2803 
0.2565 
0.2323 
0.2083 
0.1849 
0.1626 
0.1415 
0.1219 
0.1040 
0.0878 
0.0734 
0.0608 
0.0498 
0.0404 
0.0325 
0.0258 
0.0203 
0.0158 

5 
0.3984 
0.3945 
0.3867 
0.3752 
0.3605 
0.3429 
0.3230 
0.3011 
0.2780 
0.2541 
0.2299 
0.2059 
0.1826 
0.1604 
0.1394 
0.1200 
0.1023 
0.0863 
0.0721 
0.0596 
0.0488 
0.0396 
0.0317 
0.0252 
0.0198 
0.0154 

6 
0.3982 
0.3939 
0.3857 
0.3739 
0.3589 
0.3410 
0.3209 
0.2989 
0.2756 
0.2516 
0.2275 
0.2036 
0.1804 
0.1582 
0.1374 
0.1182 
0.1006 
0.0848 
0.0707 
0.0584 
0.0478 
0.0387 
0.0310 
0.0246 
0.0194 
0.0151 

7 
0.3980 
0.3932 
0.3847 
0.3726 
0.3572 
0.3391 
0.3187 
0.2966 
0.2732 
0.2492 
0.2251 
0.2012 
0.1781 
0.1561 
0.1354 
0.1163 
0.0989 
0.0833 
0.0694 
0.0573 
0.0468 
0.0379 
0.0303 
0.0241 
0.0189 
0.0147 

8 
0.3977 
0.3925 
0.3836 
0.3712 
0.3555 
0.3372 
0.3166 
0.2943 
0.2709 
0.2468 
0.2227 
0.1989 
0.1758 
0.1539 
0.1334 
0.1145 
0.0973 
0.0818 
0,0681 
0.0562 
0.0459 
0.0371 
0.0297 
0.0235 
0.0184 
0.0143 

9 
0.3973 
0.3918 
0.3825 
0.3697 
0.3538 
0.3351 
0.3144 
0.2920 
0.2685 
0.2444 
0.2203 
0.1965 
0.1736 
0.1518 
0.1315 
0.1127 
0.0957 
0.0804 
0.0669 
0.0551 
0.0449 
0.0363 
0.0290 
0.0229 
0.0180 
0.0139 
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X 

2.6 
2.7 
2.8 
2.9 
3.0 
3.1 
3.2 
3.3 
3.4 
3.5 
3.6 
3.7 
3.8 
3.9 

0 
0.0136 
0.0104 
0.0079 
0.0060 
0.0044 
О.ООЗЗ 
0.0024 
0.0017 
0.0012 
0.0009 
0.0006 
0.0004 
0.0003 
0 0002 

1 
0.0132 
0.0101 
0.0077 
0.0058 
0.0043 
0.0032 
0.0023 
0.0017 
0.0012 
0.0008 
0.0006 
0.0004 
0.0003 
0.0002 

2 
0.0129 
0.0099 
0.0075 
0.0056 
0.0042 
0.0031 
0.0022 
0.0016 
0.0012 
0.0008 
0.0006 
0.0004 
0.0003 
0.0002 

3 
0.0126 
0.0096 
0.0073 
0.0055 
0.0040 
0.0030 
0.0022 
0.0016 
0.0011 
0.0008 
0.0005 
0.0004 
0.0003 
0 0002 

4 
0.0122 
0.0093 
0.0071 
0.0053 
0.0039 
0.0029 
0.0021 
0.0015 
0.0011 
0.0008 
0.0005 
0.0004 
0.0003 
0 0002 

5 
0.0119 
0.0091 
0.0069 
0.0051 
0.0038 
0.0028 
0.0020 
0.0015 
0.0010 
0.0007 
0:0005 
0.0004 
0.0002 
0.0002 

6 
0.0116 
0.0088 
0.0067 
0.0050 
0.0037 
0.0027 
0.0020 
0.0014 
0.0010 
0.0007 
0.0005 
0.0003 
0.0002 
0.0002 

7 
о.опз 
0.0086 
0.0065 
0.0048 
0.0036 
0.0026 
0.0019 
00014 
0.0010 
0.0007 
0.0005 
0.0003 
0.0002 
0 0002 

8 
0.0110 
0.0084 
0.0063 
0.0047 
0.0035 
0.0025 
0.0018 
0.0013 
0.0009 
0.0007 
0.0005 
0.0003 
0.0002 
0.0001 

9 
0.0107 
0.0081 
0.0061 
0.0046 
0.0034 
0.0025 
0.0018 
0.0013 
0.0009 
0.0006 
0.0004 
0.0003 
0.0002 
0 0001 



Таблица 2 
Функция Лапласа (стандартизированное 

нормальное распределение) 

<D(x)=-fLje^d;. f 
Silo <Р« 

Пример: 
Ф(1.55) = Р(0 < X < 1.55)= 0.4394 ; 
Р(Х > 1.55)= 0.5 - Р{0 < X < 1.55) = 0.0606 

дг 
0,0 0,1 
0,2 01 0,4 
0,5 
Oft 0,7 
08 09 
1 0 11 12 
11 1 4 
15 
16 1,7 
1 8 19 7,0 
г 1 
7,2 71 
7 4 
71 7,6 
7 7 
78 
7 9 
3.0 

0.00 

0.0000 
0.0398 
0.0793 
0.1179 
0.1554 
0.1915 
0.2257 
0.2580 
0.2881 
0.3159 
01413 
0.3643 
0.3849 
0.4032 
0 4192 
0.4332 
04452 
0.4554 
0.4641 
0 4713 
04772 
0.4821 
0.4861 
0.489.3 
0.4918 
0.4938 
0.4953 
0.4965 
0.4974 
0.4981 
0,4987 

0.01 

0.0040 
0.0438 
0.08.32 
0.1217 
0.1591 
0 1950 
07291 
0.2611 
0.2910 
0.3186 
0.3418 
0.3665 
0.3869 
0.4049 
0.4207 
04345 
0.4461 
0.4564 
04649 
04719 
0.4778 
04876 
0.4864 
0.4896 
0.4920 
0.4940 
0.4955 
0.4966 
0.4975 
0.4982 
0,4987 

0.02 

0.0080 
00478 
0.0871 
0 1755 
0.1678 
0 1985 
0.2374 
0.2642 
02919 
0.3212 
0.3461 
0.3686 
0.3888 
04066 
0.4222 
0.4157 
0.4474 
0.457.3 
0.4656 
0.4776 
0.4783 
0.4830 
0.4868 
0.4898 
0.4927 
0.4941 
04956 
0.4967 
0.4976 
0.4982 
0.4987 

0.03 

0.0120 
0О517 
0.0910 
0.1791 
0.1664 
0.2019 
0.2.357 
0.267.3 
0,2967 
0.3238 
0.3485 
0.3708 
0.3907 
0.4087 
0.4236 
04370 
0.4484 
0.4582 
0.4664 
0.4737 
0.4788 
04834 
0.4871 
0.4901 
0.4925 
0.4943 
0.4957 
0.4968 
0.4977 
0.4983 
0.4988 

0.04 

0.0160 
0.0557 
0.0948 
0.1331 
0.1700 
0.2054 
0.2389 
0.2704 
0.2995 
0 1764 
0.3508 
03779 
0.3925 
0.4099 
0.4251 
0.4387 
0.4495 
0.4591 
0 4671 
0.4738 
0.4793 
0.4838 
0.4875 
0.4904 
0.4927 
0.4945 
0.4959 
0.4969 
0.4977 
0.4984 
0.4988 

0.05 

0.0199 
0 0596 
0.0987 
0 1368 
0 1736 
0 2088 
0 2422 
0.2714 
0 3023 
0 3289 
0 3531 
03749 
0 3944 
0 4115 
04265 
0 4394 
0 4505 
0.4599 
0 4678 
0 4744 
0 4798 
0 4847 
0 4878 
0 4906 
04929 
04946 
0 4960 
0 4970 
0.4978 
0 4984 
0,4989 

0.06 

0.0239 
0.0636 
0.1026 
0 1406 
0 1772 
0 2123 
0.2454 
0.7.764 
0 3051 
0 1115 
0 1554 
0 1770 
01962 
04111 
04279 
0 4406 
0 4515 
0.4608 
0 4686 
0 4750 
048ОЗ 
0 4846 
04881 
0 4909 
0 4931 
0 4948 
0 4961 
0 4971 
0.4979 
0 4985 
0.4989 

0.07 

0.0279 
00675 
0.1064 
0.1443 
0.1808 
0.7.157 
0.2486 
0.2794 
0.1078 
0.3340 
0.1577 
0.3790 
03980 
0.4147 
0 47.92 
0.4418 
04525 
0.4616 
0.4693 
0.4756 
04808 
0.4850 
0.4884 
0.4911 
0.49.32 
0.4949 
0.4962 
0.4972 
0.4979 
0.4985 
0.4989 

0.08 

0.0319 
0.0714 
0.1103 
01480 
0.1844 
0 2190 
0.2517 
0.2823 
0.3106 
0.3365 
0.3599 
0.3810 
0.3997 
0.4162 
0.4306 
0.4429 
04535 
0.4625 
0.4699 
0.4761 
0.4812 
0.4854 
0.4887 
0.4913 
0.4934 
0.4951 
0.496.3 
0.4973 
0.4980 
0.4986 
0.4990 

0.09 

0.0359 
0.0753 
0.1141 
0 1517 
0.1879 
0.777.4 
0.2549 
0.2852 
0.3113 
0.3389 
0 3621 
0.3830 
0.4015 
0.4177 
0.4119 
0.4441 
04545 
0.46.33 
0.4706 
0.4767 
0.4817 
0.4857 
0.4890 
0.4916 
0.4936 
0.4952 
0.4964 
0.4974 
0.4981 
0.4986 
0.4990 

3.1 0.49903 3.2 0.49931 3.3 0.49952 3.4 0.49966 3.5 0.49977 3.6 0.49984 3.7 0.49989 
3.8 0.49993 3.9 0.49995 4.0 0.499968 4.5 0.49999 5.0 0.49999997 



Таблица 3 
Распределение Стьюдента (t-распределение) 

v - число степеней свободы, а - уровень значимости. 
Пример: 

0.05:20 

Р(Т> 1.725) = 0.05; 

Р(|Г|>1.725)=0.10. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
40 
50 
60 
80 
100 
120 
200 
500 
ао 

0.4 

0.325 
0 .289 
0.277 
0.271 
0.267 
0.265 
0.263 
0.262 
0.261 
0.260 
0 .260 
0.259 
0.259 
0.258 
0.258 
0.258 
0.257 
0.257 
0.257 
0.257 
0.257 
0.256 
0 .256 
0.256 
0.256 
0 .256 
0.256 
0 .256 
0 .256 
0.256 
0.255 
0.255 
0.255 
0.254 
0.254 
0.254 
0.254 
0.253 
0.253 

0.25 

1.000 
0.816 
0.765 
0.741 
0.727 
0.718 
0.711 
0.706 
0.703 
0.700 
0.697 
0.695 
0.694 
0.692 
0.691 
0.690 
0 .689 
0.688 
0.688 
0.687 
0.686 
0 .686 
0.685 
0.685 
0.684 
0.684 
0.684 
0 .683 
0.683 
0.683 
0.681 
0 .680 
0.679 
0.679 
0.678 
0.677 
0 .676 
0.675 
0.674 

0.10 

3.078 
1.886 
1,638 
1.533 
1.476 
1.440 
1.415 
1.397 
1.383 
1.372 
1.363 
1.356 
1.350 
1.345 
1.341 
1.337 
1.333 
1.330 
1.328 
1.325 
1.323 
1.321 
1.319 
1.318 
1.316 
1.315 
1.314 
1.313 
1.311 
1.310 
1.303 
1.296 
1.296 
1.292 
1.290 
1.289 
1.286 
1.283 
1.282 

0.05 

6.314 
2.920 
2.353 
2.132 
2.015 
1.943 

• 1.895 
1.860 
1.833 
1.812 
1.796 
1.782 
1.771 
1.761 
1.753 
1.746 
1.740 
1.734 
1.729 
1.725 
1.721 
1.717 
1.714 
1.711 
1.708 
1.706 
1.703 
1.701 
1.699 
1.697 
1.684 
1.676 
1.671 
1.664 
1.660 
1.658 
1.653 
1.648 
1.645 

0.025 

12.706 
4.303 
3.182 
2.776 
2.571 
2.447 
2.365 
2.306 
2.262 
2.228 
2.201 
2.179 
2.160 
2.145 
2.131 ' 
2.120 
2.110 
2.101 
2.093 
2.086 
2.080 
2.074 
2.069 
2.064 
2.060 
2.056 
2.050 
2.080 
2.450 

.2.042 
2.021 
2.009 
2.000 
1.990 
1.984 
1.980 
1.972 
1.965 
1.960 

0.01 

31.821 
6.965 
4.541 
3.747 
3.365 
3.143 
2.998 
2.896 
2.821 
2.764 
2.718 
2.681 
2.650 
2.624 
2.602 
2.583 
2.567 
2.552 
2.539 
2.528 
2.518 
2.508 
2.500 
2.492 
2.485 
2.479 
2.473 
2.467 
2.462 
2 .457 
2.423 
2.403 
2.390 
2.374 
2.365 
2 .358 
2.345 
2.334 
2.326 

0.005 

63.657 
9.925 
5.841 
4 .604 
4 .032 
3.707 
3.499 
3.355 
3.250 
3.169 
3.106 
3.055 
3.012 
2.977 
2.947 
2.921 
2.898 
2.878 
2.861 
2.845 
2.831 
2.8 19 
2.807 
2.797 
2.787 
2.779 
2.771 
2 .763 
2.756 
2.750 
2.704 
2 .678 
2.660 
2.639 
2.626 
2.467 
2.601 
2.586 
2.576 

0.001 

318.31 
22 .327 
10.214 
7.173 
5.893 
5.208 
4 .785 
4.501 
4 .297 
4 .144 
4 .025 
3.930 
3.852 
3.787 
3.733 
3.686 
3.646 
3.610 
3.579 
3.552 
3.527 
3.505 
3.485 
3.467 
3.450 
3.435 
3.421 
3.408 
3.396 
3.385 
3.307 
3.262 
3.232 
3.19S 
3.174 
3.160 
3.131 
3.106 
3.090 

0.005 

636.6 
31.6 
12.94 
8.610 
6.859 
5.959 
5.405 
5.041 
4.781 
4 .587 
4 .437 
4.318 
4.221 
4.140 
4 .073 
4.015 
3.965 
3.922 
3.883 
3.850 
3.819 
3.792 
3.767 
3.745 
3.725 
3.707 
3.690 
3.674 
3.659 
2.646 
3.551 
3.495 
3.460 
3.415 
3.389 
3.366 
3.339 
3.310 
3.291 
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X -распределение 
Пример: /(*2)f 
при v = 15 Их2> 8.55) =0.9 

Ptc2>22.3l)=0.1; 

при v> 100 V2%2 -V2v-1 =U(Ue N{0,l)). 

Таблица 4 

0 .995 0 .990 0 .975 0 .950 0.900 0.750 0 .500 0 .250 0.100 0 .050 0.025 9.010 0.005 

0 . 2 - 1 0 10 ! 4 - 1 0 0 . 0 1 6 0 . 1 0 1 0 .454 1.32 2 .71 3.84 5.02 6.63 7.88 
0 . 0 1 0 0 . 0 2 0 Э . 0 5 1 Э . 1 0 3 0 . 2 1 1 0 .58 139 2.77 4 . 6 1 5 .99 7.38 9 .21 10 .60 
0.072 0 . 1 1 5 0 . 2 1 6 0 . 3 5 2 0 . 5 8 4 1.21 2.37 6 .25 9 .35 11 .34 12 .84 
0.207 0 . 2 9 7 0 . 4 8 4 0 . 7 1 1 7.78 9 . 4 9 F3T281 
0 . 4 1 2 0 . 5 5 4 0 .831 1.15 1.61 2.67 4.3 5 6.63 9 . 2 4 1 1 . 0 7 1 2 . 8 3 15 .09 16 .75 
0 . 6 7 6 0.872 1.24 1.64 2.20 3 .45 5.35 7.84 10.64 1 2 . 5 9 1 4 . 4 5 16 .81 18 .55 
0 . 9 8 9 1.24 1.69 2 .17 2.83 4 .25 6 .35 9.04 12.0214.07 1 6 . 0 1 1 8 . 4 8 2 0 . 2 8 

1.65 2 .18 2.73 3.49 7.34 ГЮТ21 1 3 . 3 7 1 7 . 5 3 2 0 . 0 9 
1.73 2 .09 2.70 3.33 4 .17 5 .90 8.34 1 1 . 3 9 1 4 . 6 8 1 6 . 9 2 1 9 . 0 2 2 1 . 6 7 2 3 . 5 9 
2 . 1 6 2 . 5 6 3 .25 3 .94 4.87 6.74 9 . 3 4 1 2 . 5 5 15 .9 1 8 . 3 1 20.48 2 3 . 2 1 25 .19 

11 2.60 3 . 0 5 3.82 4 .57 5.58 7.58 10 .34 13.70 1 7 . 2 8 1 9 . 6 8 2 1 . 9 2 24.73 26.76 
3.07 3 .57 5 .23 6.30 8.44 1 8 . 5 5 2 1 . 0 3 2 3 . 3 4 2 6 . 2 2 28.30 

13 3 . 5 7 4 . 1 1 5 .01 5.89 7.04 9.30 1 2 . 3 4 1 5 . 9 8 1 9 . 8 1 22.3624.74 2 7 . 6 9 2 9 . 1 9 
14 4.66 1 3 . 3 4 1 7 . 1 2 23.69 2 6 . 1 2 2 9 . 1 4 3 1 . 3 2 
15 6.26 7.26 8 .55 11 .04 18 .25 2 2 . 3 1 2 5 . 0 0 2 7 . 4 9 3 0 . 5 8 3 2 . 8 0 

5 . 1 4 5 .81 6 .91 7.96 9.31 11 .91 15 .34 19 .37 2 3 . 5 4 2 6 . 3 0 2 8 . 8 5 3 2 . 0 0 3 4 . 2 7 
5 .68 6 .41 7 .56 8 .67 10 .09 12 .79 16 .34 20.49 24.77 2 7 . 5 9 3 0 . 1 9 3 3 . 4 1 3 5 . 7 2 

18 6 .26 7 .01 8.23 9.39 13 .68 17 .34 2 1 . 6 0 2 5 . 9 9 28.87 3 1 . 5 3 3 4 . 8 1 3 7 . 1 6 
19 6 .84 7 .63 8 .9 1 1 0 . 1 2 11 .65 14 .56 1 8 . 3 4 22.72 2 7 . 2 0 3 0 . 1 4 3 2 . 8 5 3 6 . 1 9 38 .58 
2 0 7.43 8.26 9 .59 10 .85 12 .44 15 .45 19.34 23.88 2 8 . 4 1 3 1 . 4 1 3 4 . 1 7 3 7 . 5 7 4 0 . 0 0 
21 8.03 8.90 1 0 . 2 8 1 1 . 5 9 13 .24 16 .34 20.34 24.93 2 9 . 6 1 3 2 . 6 7 3 5 . 4 8 3 8 . 9 3 4 1 . 4 0 

14 .04 17.24 2 1 . 3 4 2 6:04 3 0 . 8 1 3 3 . 9 2 3 6 . 7 8 4 0 . 2 9 1 2 . 8 0 
2 3 9 . 2 6 1 0 . 2 0 1 1 . 6 9 1 3 . 0 9 14 .85 18 .14 22.34 2 7 . 1 4 3 2 . 0 1 3 5 . 1 7 3 8 . 0 8 41 .64 44 .18 
2 4 9 .89 1 0 . 8 6 1 2 . 4 0 1 3 . 8 5 15 .66 19 .04 23.34 28.24 3 3 . 2 0 3 6 . 4 2 3 9 . 3 6 4 2 . 9 8 45 .56 
25 1 0 . 5 2 1 1 . 5 2 1 3 . 1 2 1 4 . 6 1 16 .47 19 .94 3 7 . 6 5 4 0 . 6 5 4 4 . 3 1 4 6 . 9 3 
26 1 1 . 1 6 1 2 . 2 0 1 3 . 8 4 1 5 . 3 8 17 .29 20.84 2 5 . 3 4 30.43 3 5 . 5 6 3 8 . 8 9 4 1 . 9 2 4 5 . 6 4 4 8 . 2 9 
2 7 1 1 . 8 1 1 2 . 8 8 14 .57 1 6 . 1 5 18 .11 21 .78 2 6 . 3 4 3 1 . 5 3 3 6 . 7 4 4 0 . 1 1 4 3 . 1 9 4 6 . 9 6 4 9 . 6 4 
2 8 1 2 . 4 6 1 3 . 5 6 1 5 . 3 1 1 6 . 9 3 18 .94 22.66 27.34 32.62 3 7 . 9 2 4 1 . 3 4 4 4 . 4 6 48.28 50.9 
29 1 3 . 1 2 1 4 . 2 6 1 6 . 0 5 1 7 . 7 1 19 .77 23.57 28.34 3 3 . 7 1 3 9 . 0 4 2 . 5 6 4 5 . 7 2 4 9 . 5 9 5 2 . 3 4 
3 0 1 3 . 7 8 1 4 . 9 5 1 6 . 7 9 1 8 . 4 9 20.6024.48 29.34 3 4 . 8 0 4 0 . 2 6 43 .7 7 4 6 . 9 8 50 .89 53 .67 
4 0 2 0 . 7 1 2 2 . 1 6 24.43 Й б ^ Т 29 .05 33 .66 39.34 4 5 . 6 2 5 1 . 8 1 5 5 . 7 6 5 9 . 3 4 6 3 . 6 9 6 6 . 7 7 
50 2 7 . 9 9 29.70 32.36 3 4 . 7 6 3 7 . 6 9 42 .94 49 .33 56 .33 6 3 . 1 7 6 7 . 5 0 7 1 . 4 2 7 6 . 1 5 79 .49 
6 0 3 5 . 5 3 37.48 4 0 . 4 8 1 3 . 1 9 4 6 . 4 6 52 .29 5 9 . 3 3 5 6 . 9 8 74.38 7 9 . 0 8 J 3 . 3 0 5 8 . 3 8 3 1 . 9 
7 0 43.28 4 5 . 4 4 1 8 . 7 6 5 1 . 7 4 55 .33 61 .70 69.33 7 7 . 5 8 8 5 . 5 3 9 0 . 5 3 9 5 . 0 2 1 0 0 . 4 104 .2 
8 0 5 1 . 1 7 5 3 . 5 4 5 7 . 1 5 6 0 . 3 9 64.28 71 .14 7 9 . 3 3 8 8 . 1 3 9 6 . 5 8 101 .9 1 0 6 . 6 112 .3 116 .3 
9 0 5 9 . 2 0 6 1 . 7 5 6 5 . 6 5 6 9 . 1 3 73 .29 ВО.62 89.33 9 8 . 6 5 1 0 7 . 6 113 .1 1 1 8 . 1 124 .1 128 .3 
100 67.32 70.06 74.22 7 7 . 9 3 62^31 9 0 . 1 3 9 9 . 3 109 .1 Г 1 8 ^ Г 2 4 ^ 1 2 9 . 6 135 .8 140.2 
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Таблица 5 
Распределение Фишера (F-распределение) 

Пример: f(F)n 

npHV,=6,v2 = 5 P{F> 3.40)= 0.1; 

при v, = 6, v2 = 5 P(F > 4.95) = 0.05; 

npHV,=6,v2=5 P{F> 10.7) = 0.01. ,a;v,;„2 

V 2 

1 

2 

3 

4 

S 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

a 

0.10 
0.05 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
001 
0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

v, (число степеней свободы) 
1 

39.9 
161 

8.53 
18.5 
98.5 
5.54 
10.1 
34.! 

4.54 
7.71 
21.2 

4.06 
6.61 
16.3 

3.78 
5.99 
13.7 

3.59 
5.59 
12.2 

3.46 
5.32 
11.3 

3.36 
5.12 
10.6 

3.29 
4.96 
10.0 

3.23 
4.84 
9.65 

2 
49.5 
200 

9.00 
19.0 
99.2 

5.46 
9.55 
30.8 

4.32 
6.94 
18.0 

3.78 
5.79 
13.3 

3.46 
5.14 
10.9 

3.26 
4.74 
9.55 

3.11 
4.46 
8.65 

3.01 
4.26 
8.02 

2.92 
4.10 
7.56 

2.86 
3.98 
7.21 

3 
53.6 
216 

9.16 
19.2 
99.2 

5.39 
9.28 
29.5 

4.19 
6.59 
16.7 

3.62 
5.41 
12.1 

3.29 
4.76 
9.78 

3.07 
4.35 
8.45 

2.92 
4.07 
7.59 

2.81 
3.86 
6.99 

2.73 
3.71 
6.55 

2.66 
3.59 
6.22 

4 
55.8 
225 

9.24 
19.2 
99.2 

5.34 
9.12 
28.7 
4.11 
6.39 
16.0 

3.52 
5.19 
11.4 

3.18 
4.53 
9.15 

2.96 
4.12 
7.85 

2.81 
3.84 
7.01 

2.69 
3.63 
6.42 

2.61 
3.48 
5.99 

2.54 
3.36 
5.67 

5 
57.2 
230 

9.29 
19.3 
99.3 

5.31 
9.01 
28.2 

4.05 
6.26 
15.5 

3.45 
5.05 
11.0 

3.11 
4.39 
8.75 

2.88 
3.97 
7.46 

2.73 
3.69 
6.63 

2.61 
3.48 
6.06 

2.52 
3.33 
5.64 

2.45 
3.20 
5.32 

6 
58.2 
234 

9.33 
19.3 
99.3 

5.28 
8.94 
27.9 

4.01 
6.16 
15.2 

3.40 
4.95 
10.7 

3.05 
4.28 
8.47 

2.83 
3.87 
7.19 

2.67 
3.58 
6.37 

2.55 
3.37 
5.80 

2.46 
3.22 
5.39 

2.39 
3.09 
5.07 

7 
58.9 
237 

9.35 
19.4 
99.4 

5.27 
8.89 
27.7 

3.98 
6.09 
15.0 

3.37 
4.88 
10.5 

3.01 
4.21 
8.26 

2.78 
3.79 
6.99 

2.62 
3.50 
6.18 

2.51 
3.29 
5.61 

2.41 
3.14 
5.20 

2.34 
3.01 
4.89 

8 
59.4 
239 

9.37 
19.4 
99.4 

5.25 
8.85 
27.5 

3.95 
6.04 
14.8 

3.34 
4.82 
10.3 

2.98 
4.15 
8.10 

2.75 
3.73 
6.84 

2.59 
3.44 
6.03 

2.47 
3.23 
5.47 

2.38 
3.07 
5.06 

2.30 
2.95 
4.74 

9 
59.9 
241 

9.38 
19.4 
99.4 

5.24 
8.81 
27.3 

3.94 
6.00 
14.7 

3.32 
4.77 
10.2 

2.96 
4.10 
7.98 

2.72 
3.68 
6.72 

2.56 
3.39 
5.91 

2.44 
3.18 
5.35 

2.35 
3.02 
4.94 

2.27 
2.90 
4.63 

10 
60.2 
242 

9.39 
19.4 
99.4 

5.23 
8.79 
27.2 

3.92 
5.96 
14.5 

3.30 
4.74 
10.1 

2.94 
4.06 
7.87 

2.70 
3.64 
6.62 

2.54 
3.35 
5.81 

2.42 
3.14 
5.26 

2.32 
2.98 
4.85 

2.25 
2.85 
4.54 

11 
60.6 
243 

9.40 
19.4 
99.4 

5.22 
8.76 
27.1 

3.91 
5.94 
14.4 

3.28 
4.71 
9.96 

2.92 
4.03 
7.79 

2.68 
3.60 
6.54 

2.52 
3.31 
5.73 

2.40 
3.10 
5.18 

2.30 
•2.94 
4.77 

2.23 
2.82 
4.46 

12 
60.7 
244 

9.41 
19.4 
99.4 

5.22 
8.74 
27.1 

3.90 
5.91 
14.4 

3.27 
4.68 
9.89 

2.90 
4.00 
7.72 

2.67 
3.57 
6.47 

2.50 
3.28 
5.67 

2.38 
3.07 
5.11 

2.28 
2.91 
4.71 

2.21 
2.79 
4.40 
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V 2 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

a 

0.10 
0.05 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

v, (число степеней свободы) 
15 
61.2 
246 

9.42 
19.4 
99.4 

5.20 
8.70 
26.9 

3.87 
5.86 
14.2 

3.24 
4.62 
9.72 

2.87 
3.94 
7.56 

2.63 
3.51 
6.31 

2.46 
3.22 
5.52 

2.34 
3.01 
4.96 

2.24 
2.85 
4.56 

2.17 
2.72 
4.25 

20 
61.7 
248 

9.44 
19.4 
99.4 

5.18 
8.66 
26.7 

3.84 
5.80 
14.0 

3.21 
4.56 
9.55 

2.84 
3.87 
7.40 

2.59 
3.44 
6.16 

2.42 
3.15 
5.36 

2.30 
2.94 
4.81 

2.20 
2.77 
4.41 

2.12 
2.65 
4.10 

24 
62.0 
249 

9.45 
19.5 
99.5 

5.18 
8.64 
26.6 

3.83 
5.77 
13.9 

3.19 
4.53 
9.47 

2.82 
3.84 
7.31 

2.58 
3.41 
6.07 

2.40 
3.12 
5.28 

2.28 
2.90 
4.73 

2.18 
2.74 
4.33 

2.10 
2.61 
4.02 

30 
62.3 
250 

9.46 
19.5 
99.5 

5.17 
8.62 
26.5 

3.82 
5.75 
13.8 

3.17 
4.50 
9.38 

2.80 
3.81 
7.23 

2.56 
3.38 
5.99 

2.38 
3.08 
5.20 

2.25 
2.86 
4.65 

2.16 
2.70 
4.25 

2.08 
2.57 
3.94 

40 
62.5 
251 

9.47 
19.5 
99.5 

5.16 
8.59 
26.4 

3.80 
5.72 
13.7 

3.16 
4.46 
9.29 

2.78 
3.77 
7.14 

2.54 
3.34 
5.91 

2.36 
3.04 
5.12 

2.23 
2.83 
4.57 

2.13 
2.66 
4.17 

2.05 
2.53 
3.86 

50 
62.7 
252 

9.47 
19.5 
99.5 

5.15 
8.58 
26.4 

3.80 
5.70 
13.7 

3.15 
4.44 
9.24 

2.77 
3.75 
7.09 

2.52 
3.32 
5.86 

2.35 
3.02 
5.07 

2.22 
2.80 
4.52 

2.12 
2.64 
4.12 

2.04 
2.51 
3.81 

60 
62.8 
252 

9.47 
19.5 
99.5 

5.15 
8.57 
26.3 

3.79 
5.69 
13.7 

3,14 
4.43 
9.20 

2.76 
3.74 
7.06 

2.51 
3.30 
5.82 

2.34 
3.01 
5.03 

2.21 
2.79 
4.48' 

2.11 
2.62 
4.08 

2.03 
2.49 
3.78 

100 
63.0 
253 

9.48 
19.5 
99.5 

5.14 
8.55 
26.2 

3.78 
5.66 
13.6 

3.13 
4.41-
9.13 

2.75 
.3.71 
6.99 

2.50 
3.27 
5.75 

2.32 
2.97 
4.96 

2.19 
2.76 
4.42 

2.09 
2.59 
4.01 

2.00 
2.46 
3.71 

120 
63.1 
253 

9.48 
19.5 
99.5 

5.14 
8.55 
26.2 

3.78 
5.66 
13.6 

3.12 
4.40 
9.11 

2.74 
3.70 
6.97 

2.49 
3.27 
5.74 

2.32 
2.97 
4.95 

2.18 
2.75 
4.40 

2.08 
2.58 
4.00 

2.00 
2.45 
3.69 

200 
63.2 
254 

9.49 
19.5 
99.5 

5.14 
8.54 
26.2 

3.77 
5.65 
13.5 

3.12 
4.39 
9.08 

2.73 
3.69 
6.93 

2.48 
3.25 
5.70 

2.31 
2.95 
4.91 

2.17 
2.73 
4.36 

2.07 
2.56 
3.96 

1.99 
2.43 
3.66 

500 
63.3 
254 

9.49 
19.5 
99.5 

5.14 
8.53 
26.1 

3.76 
5.64 
13.5 

3.11 
4.37 
9.04 

2.73 
3.68 
6.90 

2.48 
3.24 
5.67 

2.30 
2.94 
4.88 

2.17 
2.72 
4.33 

2.06 
2.55 
3.93 

1.98 
2.42 
3.62 

00 

63.3 
254 

9.49 
19.5 
99.5 

5.13 
8.53 
26.1 

3.76 
5.63 
13.5 

ЗЛО 
4.36 
9.02 

2.72 
3.67 
6.88 

2.47 
3.23 
5.65 

2.29 
2.93 
4.86 

2.16 
2.71 
4.31 

2.06 
2.54 
3.91 

1.97 
2.40 
3.60 
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V2 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

22 

24 

a 
0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

v( (число степеней свободы) 
1 

3.18 
4.75 
9.33 

3.14 
4.67 
9.07 

3.10 
4.60 
8.86 

3.07 
4.54 
8.68 

3.05 
4.49 
8.53 

3.03 
4.45 
8.40 

3.01 
4.41 
8.29 

2.99 
4.38 
8.18 

2.97 
4.35 
8.10 

2.95 
4.30 
7.95 

2.93 
4.26 
7.82 

2 
2.81 
3.89 
6.93 

2.76 
3.81 
6.70 

2.73 
3.74 
6.51 

2.70 
3.68 
6.36 

2.67 
3.63 
6.23 

2.64 
3.59 
6.11 

2.62 
3.55 
6.01 

2.61 
3.52 
5.93 

2.59 
3.49 
5.85 

2.56 
3.44 
5.72 

2.54 
3.40 
5.61 

3 
2.61 
3.49 
5.95 

2.56 
3.41 
5.74 

2.52 
3.34 
5.56 

2.49 
3.29 
5.42 

2.46 
3.24 
5.29 

2.44 
3.20 
5.18 

2.42 
3.16 
5.09 

2.40 
3.13 
5.01 

2.38 
3.10 
4.94 

2.35 
3.05 
4.82 

2.33 
3.01 
4.72 

4 
2.48 
3.26 
5.41 

2.43 
3.18 
5.21 

2.39 
З.П 
5.04 

2.36 
3.06 
4.89 

2.33 
3.01 
4.77 

2.31 
2.96 
4.67 

2.29 
2.93 
4.58 

2.27 
2.90 
4.50 

2.25 
2.87 
4.43 

2.22 
2.82 
4.31 

2.19 
2.78 
4.22 

5 
2.39 
3.11 
5.06 

2.35 
3.03 
4.86 

2.31 
2.96 
4.69 

2.27 
2.90 
4.56 

2.24 
2.85 
4.44 

2.22 
2.81 
4.34 

2.20 
2.77 
4.25 

2.18 
2.74 
4.17 

2.16 
2.71 
4.10 

2.13 
2.66 
3.99 

2.10 
2.62 
3.90 

6 
2.33 
3.00 
4.82 

2.28 
2.92 
4.62 

2.24 
2.85 
4.46 

2.21 
2.79 
4.32 

2.18 
2.74 
4.20 

2.15 
2.70 
4.10 

2.13 
2.66 
4.01 

2.11 
2.63 
3.94 

2.09 
2.60 
3.87 

г!об 
2.55 
3.76 
2.04 
2.51 
3.67 

7 
2.28 
2.91 
4.64 

2.23 
2.83 
4.44 

2.19 
2.76 
4.28 

2.16 
2.71 
4.14 

2.13 
2.66 
4.03 

2.10 
2.61 
3.93 

2.08 
2.58 
3.84 

2.06 
2.54 
3.77 

2.04 
2.51 
3.70 

2.01 
2.46 
3.59 

1.98 
2.42 
3.50 

8 
2.24 
2.85 
4.50 

2.20 
2.77 
4.30 
2.15 
2.70 
4.14 

2.12 
2.64 
4.00 

2.09 
2.59 
3.89 

2.06 
2.55 
3.79 

2.04 
2.51 
3.71 

2.02 
2.48 
3.63 

2.00 
2.45 
3.56 

1.97 
2.40 
3.45 

1.94 
2.36 
3.36 

9 
2.21 
2.80 
4.39 

2.16 
2.71 
4.19 

2.12 
2.65 
4.03 

2.09 
2.59 
3.89 

2.06 
2.54 
3.78 

2.03 
2.49 
3.68 

2.00 
2.46 
3.60 

1.98 
2.42 
3.52 

1.96 
2.39 
3.46 

1.93 
2.34 
3.35 
1.91 
2.30 
3.26 

10 
2.19 
2.75 
4.30 

2.14 
2.67 
4.10 

2.10 
2.60 
3.94 

2.06 
2.54 
3.80 

2.03 
2.49 
3.69 

2.00 
2.45 
3.59 

1.98 
2.41 
3.51 

1.96 
2.38 
3.43 

1.94 
2.35 
3.37 

1.90 
2.30 
3.26 

1.88 
2.25 
3.17 

11 
2.17 
2.72 
4.22 

2.12 
2.63 
4.02 

2.08 
2.57 
3.86 

2.04 
2.51 
3.73 

2.01 
2.46 
3.62 

1.98 
2.41 
3.52 

1.96 
2.37 
3.43 

1.94 
2.34 
3.36 

1.92 
2.31 
3.29 

1.88 
2.26 
3.18 

1.85 
2.21 
3.09 

12 
2.15 
2.69 
4.16 

2.10 
2.60 
3.96 

2.05 
2.53 
3.80 

2.02 
2.48 
3.67 

1.99 
2.42 
3.55 

1.96 
2.38 
3.46 

1.93 
2.34 
3.37 

1.91 
2.31 
3.30 

1.89 
2.28 
3.23 

1.86 
2.23 
3.12 

1.83 
2.18 
3.03 

418 



V2 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

22 

24 

a 
0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

Vj (число степеней свободы) 
15 
2.10 
2.62 
4.01 
2.05 
2.53 
3.82 
2.01 
2.46 
3.66 
1.97 
2.40 
3.52 
1.94 
2.35 
3.41 
1.91 
2.31 
3.31 
1.89 
2.27 
3.23 
1.86 
2.23 
3.15 
1.84 
2.20 
3.09 
1.81 
2.15 
2.98 
1.78 
2.11 
2.89 

20 
2.06 
2.54 
3.86 
2.01 
2.46 
3.66 
1.96 
2.39 
3.51 
1.92 
2.33 
3.37 
1.89 
2.28 
3.26 
1.86 
2.23 
3.16 

1.84 
2.19 
3.08 
1.81 
2.16 
3.00 
1.79 
2.12 
2.94 

1.76 
2.07 
2.83 
1.73 
2.03 
2.74 

24 
2.04 
2.51 
3.78 
1.98 
2.42 
3.59 
1.94 
2.35 
3.43 
1.90 
2.29 
3.29 
1.87 
2.24 
3.18 
1.84 
2.19 
3.08 

1.81 
2.15 
3.00 

1.79 
2.11 
2.92 
1.77 
2.08 
2.86 

1.73 
2.03 
2.75 
1.70 
1.98 
2.66 

30 
2.01 
2.47 
3.70 
1.96 
2.38 
3.51 
1.91 
2.31 
3.35 
1.87 
2.25 
3.21 
1.84 
2.19 
3.10 
1.81 
2.15 
3.00 

1.78 
2.11 
2.92 
1.76 
2.07 
2.84 
1.74 
2.04 
2.78 

1.70 
1.98 
2.67 
1.67 
1.94 
2.58 

40 
1.99 
2.43 
3.62 
1.93 
2.34 
3.43 
1.89 
2.27. 
3.27 
1.85 
2.20 
3.13 
1.81 
2.15 
3.02 
1.78' 
2.10 
2.92 

1.75 
2.06 
2.84 

1.73 
2.03 
2.76 
1.71 
1.99 
2.69 

1.67 
1.94 
2.58 
1.64 
1.89' 
2.49 

50 
1.97 
2.40 
3.57 
1.92 
2.31 
3.38 
1.87 
2.24 
3.22 
1.83 
2.18 
3.08 
1.79 
2.12 
2.97 
1.76 
2.08 
2.87 
1.74 
2.04 
2.78 

1.71 
2.00 
2.71 
1.69 
1.97 
2.64 

1.65 
1.91. 
2.53 
1.62 
1.86 
2.44 

60 
1.96 
2.38. 
3.54 
1.90 
2.30 
3.34 
1.86 
2.22 
3.18 
1.82 
2.16 
3.05 
1.78 
2.11 
2.93 
1.75 
2.06 
2.83 
1.72 
2.02 
2.75 
1.70 
1.98 
2.67 
1.68 
1.95 
2.61 

1.64 
1.89 
2.50 
1.61 
1.84 
2.40 

100 
1.94 
2.35 
3.47 
1.88 
2.26 
3.27 
1.83 
2.19 
3.11 
1.79 
2.12 
2.98 
1.76 
2.07 
2.86 
1.73 
2.02 
2.76 

1.70 
1.98 
2.68 

1.67 
1.94 
2.60 
1.65 
1.91 
2.54 

1.61 
1.85 
2.42 
1.58 
1.80 
2.33 

120 
1.93 
2.34 
3.45 
1.88 
2.25 
3.25 
1.83 
2.18 
3.09 
1.79 
2.11 
2.96 
1.75 
2.06 
2.84 
1.72 
2.01 
2.75 
1.69 
1.97 
2.66 

1.67 
1.93 
2.58 
1.64 
1.90 
2.52 

1.60 
1.84 
2.40 
1.57 
1.79 
2.31 

200 
1.92 
2.32 
3.41 
1.86 
2.23 
3.22 
1.82 
2.16 
3.06 
1.77 
2.10 
2.92 
1.74 
2.04 
2.81 
1.71 
1.99 
2.71 
1.68 
1.95 
2.62 

1.65 
1.91 
2.55 
1.63 
1.88 
2.48 

1.39 
1.82 
2.36 
1.56 
1.77 
2.27 

500 
1.9.1 
2.31 
3.38 
1.85 
2.22 
3.19 
1.80 
2.14 
3.03 
1.76 
2.08 
2.89 
1.73 
2.02 
2.78 
1.69 
1.97 
2.68 
1.67 
1.93 
2.59 

1.64 
1.89 
2.51 
1.62 
1.86 
2.44 

1.58 
1.80 
2.33 
1.54 
1.75 
2.24 

oo 
1.90 
2.30 
3.36 
1.85 
2.21 
3.17 
1.80 
2.13 
3.00 
1.76 
2.07 
2.87 
1.72 
2.01 
2.75 
1.69 
1.96 
2.65 

1.66 
1.92 
2.57 

1.63 
1.88 
2.49 
1.61 
1.84 
2.42 

1.37 
1.78 
2.31 
1.53 
1.73 
2.21 

419 



v. 

26 

28 

30 

40 

60 

80 

100 

120 

200 

00 

а 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

0.10 
0.05 
0.01 

V (число степеней свободы) 

1 

2.91 
4.23 
7.72 

2.89 
4.20 
7.64 

2.88 
4.17 
7.56 

2.84 
4.08 
7.31 

2.79 
4.00 
7.08 

2.77 
3.96 
6.96 

2.76 
3.94 
6.90 

2.75 
3.92 
6.85 

2.73 
3.89 
6.76 

2.71 
3.84 
6.63 

2 

2.52 
3.37 
5.53 

2.50 
3.34 
5.45 

2.49 
3.32 
5.39 

2.44 
3.23 
5.18 

2.39 
3.15 
4.98 

2.37 
3.11 
4.88 

2.36 
3.09 
4.82 

2.35 
3.07 
4.79 

2.33 
3.04 
4.71 

2.30 
3.00 
4.61 

3 

2.31 
2.98 
4.64 

2.29 
2.95 
4.57 

2.28 
2.92 
4.51 

2.23 
2.84 
4.31 

2.18 
2.76 
4.13 

2.16 
2.72 
4.04 

2.14 
2.70 
3.98 

2.13 
2.68 
3.95 

2.11 
2.65 
3.88 

2.08 
2.60 
3.78 

4 

2.17 
2.74 
4.14 

2.16 
2.71 
4.07 

2.14 
2.69 
4.02 

2.09 
2.61 
3.83 

2.04 
2.53 
3.65 

2.02 
2.48 
3.56 

2.00 
2.46 
3.51 

1.99 
2.45 
3.48 

1.97 
2.42 
3.41 

1.94 
2.37 
3.32 

5 

2.08 
2.59 
3.82 

2.06 
2.56 
3.75 

2.05 
2.53 
3.70 

2.00 
2.45 
3.51 

1.95 
2.37 
3.34 

1.93 
2.33 
3.25 

1.91 
2.30 
3.20 

1.90 
2.29 
3.17 

1.88 
2.26 
3.11 

1.85 
2.21 
3.02 

6 

2.01 
2.47 
3.59 

2.00 
2.45 
3,53 

1.98 
2.42 
3.47 

1.93 
2.34 
3.29 

1.87 
2.25 
3.12 

1.85 
2.21 
3.04 

1.83 
2.19 
2.99 

1.82 
2.17 
2.96 

1.80 
2.14 
2.89 

1.77 
2.10 
2.80 

7 

1.96 
2.39 
3.42 

1.94 
2.36 
3.36 

1.93 
2.33 
3.30 

1.87 
2.25 
3.12 

1.82 
2.17 
2.95 

1.80 
2.12 
2.87 

1.78 
2.10 
2.82 

1.77 
2.09 
2.79 

1.75 
2.06 
2.73 

1.72 
2.01 
2.64 

8 

1.92 
2.32 
3.29 

1.90 
2.29 
3.23 

1.88 
2.27 
3.17 

1.83 
2.18 
2.99 

1.77 
2.10 
2.82 

1.75 
2.05 
2.74 

1.73 
2.03 
2.69 

1.72 
2.02 
2.66 

1.70 
1.98 
2.60 

1.67 
1.94 
2.51 

9 

1.88 
2.27 
3.18 

1.87 
2.24 
3.12 

1.85 
2.21 
3.07 

1.79 
2.12 
2.89 

1.74 
2.04 
2.72 

1.72 
1.99 
2.64 

1.70 
1.97 
2.59 

1.68 
1.96 
2.56 

1.66 
1.93 
2.50 

1.63 
1.88 
2.41 

10 

1.86 
2.22 
3.09 

1.84 
2.19 
3.03 

1.82 
2.16 
2.98 

1.76 
2.08 
2.80 

1.71 
1.99 
2.63 

1.69 
1.95 
2.55 

1.67 
1.92 
2.51 

1.65 
1.91 
2.47 

1.63 
1.88 
2.41 

1.60 
1.83 
2.32 

11 

1.84 
2.18 
3.02 

1.81 
2.15 
2.96 

1.79 
2.13 
2.91 

1.73 
2.04 
2.73 

1.68 
1.95 
2.56 

1.65 
1.91 
2.48 

1.63 
1.88 
2.43 

1.62 
1.87 
2.40 

1.60 
1.84 
2.34 

1.57 
1.79 
2.25 

12 

1.81 
2.15 
2.96 

1.79 
2.12 
2.90 

1.77 
2.09 
2.84 

1.71 
2.00 
2.66 

1.66 
1.92 
2.50 

1.63 
1.88 
2.41 

1.61 
1.85 
2.36 

1.60 
1.83 
2.34 

1.57 
1.80 
2.27 

1.55 
1.75 
2.18 

420 



V 2 

26 

28 

30 

40 

60 

80 

100 

120 

200 

00 

a 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 
0.10 
0.05 
0.01 

V (число степеней свободы) 
15 
1.76 
2.07 
2.81 
1.74 
2.04 
2.75 
1.72 
2.01 
2.70 
1.66 
1.92 
2.52 
1.60 
1.84 
2.35 
1.58 
1.77 
2.24 
1.56 
1.75 
2.19 
1.55 
1.75 
2.19 
1.52 
1.72 
2.13 
1.49 
1.67 
2.04 

20 
1.71 
1.99 
2.66 
1.69 
1.96 
2.60 
1.67 
1.93 
2.55 
1.61 
1.84 
2.37 
1.54 
1.75 
2.20 
1.52 
1.70 
2.11 
1.50 
1.68 
2.06 
1.48 
1.66 
2.03 
1.46 
1.62 
1.97 
1.42 
1.57 
1.88 

24 
1.68 
1.95 
2.58 
1.66 
1.91 
2.52 
1.64 
1.89 
2.47 
1.57 
1.79 
2.29 
1.51 
1.70 
2.12 
1.49 
1.65 
2.03 
1.47 
1.63 
1.98 
1.45 
1.61 
1.95 
1.42 
1.57 
1.89 
1.38 
1.52 
1.79 

30 
1.65 
1.90 
2.50 
1.63 
1.87 
2.44 
1.61 
1.84 
2.39 
1.54 
1.74 
2.20 
1.48 
1.65 
2.03 
1.45 
1.60 
1.94 
1.43 
1.57 
1.89 
1.41 
1.55 
1.86 
1.38 
1.52 
1.79 
1.34 
1.46 
1.70 

40 
1.61 
1.85 
2.42 
1.59 
1.82 
2.35 
1.57 
1.79 
2.30 
1.51 
1.69 
2.11 
1.44 
1.59 
1.94 
1.41 
1.54 
1.84 
1.39 
1.51 
1.79 
1.37 
1.50 
1.76 
1.34 
1.46 
1.69 
1.30 
1.39 
1.59 

50 
1.59 
1.82 
2.36 
1.57 
1.79 
2.30 
1.55 
1.76 
2.25 
1.48 
1.66 
2.06 
1.41 
1.56 
1.88 
1.38 
1.51 
1.78 
1.36 
1.48 
1.73 
1.34 
1.46 
1.70 
1.31 
1.41 
1.63 
1.26 
1.35 
1.52 

60 
1.58 
1.80 
2.33 
1.56 
1.77 
2.26 
1.54 
1.74 
2.21 
1.47 
1.64 
2.02 
1.40 
1.53 
1.84 
1.36 
1.47 
1.76 
1.34 
1.45 
1.70 
1.32 
1.43 
1.66 
1.28 
1.39 
1.58 
1.24 
1.32 
1.47 

100 
1.35 
1.76 
2.25 
1.53 
1.73 
2.19 
1.51 
1.70 
2.13 
1.43 
1.59 
1.94 
1.36 
1.48 
1.75 
1.31 
1.42 
1.65 
1.29 
1.39 
1.59 
1.27 
1.37 
1.56 
1.24 
1.32 
1.48 
1.18 
1.24 
1.36 

120 
1.54 
1.75 
2.23 
1.52 
1.71 
2.17 
1.50 
1.68 
2.11 
1.42 
1.58 
1.92 
1.35 
1.47 
1.73 
1.31 
1.40 
1.63 
1.28 
1.38 
1.57 
1.26 
1.35 
1.53 
1.22 
1.29 
1.44 
1.17 
1.22 
1.32 

200 
1.53 
1.73 
2.19 
1.50 
1.69 
2.13 
1.48 
1.66 
2.07 
1.41 
1.55 
1.87 
1.33 
1.44 
1.68 
1.29 
1.38 
1.57 
1.26 
1.34 
1.51 
1.24 
1.32 
1.48 
1.20 
1.26 
1.39 
1.13 
1.17 
1.25 

500 
1.51 
1.71 
2.16 
1.49 
1.67 
2.09 
1.47 
1.64 
2.03 
1.39 
1.53 
1.83 
1.31 
1.41 
1.63 
1.27 
1.34 
1.52 
1.24 
1.30 
1.46 
1.21 
1.28 
1.42 
1.17 
1.22 
1.33 
1.08 
1.11 
1.15 

00 

1.50 
1.69 
2.13 
1.48 
1.65 
2.06 
1.46 
1.62 
2.01 
1.38 
1.51 
1.80 
1.29 
1.39 
1.60 
1.25 
1.32 
1.49 
1.22 
1.28 
1.43 
1.19 
1.25 
1.38 
1.14 
1.19 
1.28 
1.00 
1.00 
1.00 
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Таблица 6 
Критические значения da статистики Колмогорова 

SUP\Fn(x)-F(x)\>da • а . 

^ч а 

1 
2 

3 
4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 
11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

0.10 

0.950 
0.776 

0.636 
0.565 

0.509 

0.468 

0.436 

0.410 

0.387 

0.369 
0.352 

0.338 

0.325 

0.314 

0.304 

0.295 

0.286 

0.279 

0.05 

0.975 
0.842 
0.708 
0.624 

0.563 

0.519 

0.483 

0.454 

0.430 
0.409 
0.391 

0.375 

0.361 

0.349 

0.338 

0.327 

0.318 

0.309 

0.01 

0.995 
0.929 

0.829 
0.734 

0.669 

0.617 
0:576 

0.542 

0.513 

0.489 
0.468 

0.449 
0.432 

0.418 

0.404 

0.392 

0.381 
0.371 

\ . а 
и >̂ _ 

19 
20 

25 
30 

35 

40 

45 

50 

55 

60 
65 

70 

75 

80 

85 

90 

95 

100 

0.10 

0.271 
0.265 

0.238 

0.218 

0.202 

0.189 

0.179 

0.170 

.0.162 

0.155 

0.149 

0.144 

0.139 

0.135 

0.131 

0.127 

0.124 

0.121 

0.05 

0.301 
0.294 
0.264 

0.242 

0.224 

0.210 

0.198 

0.188 

0.180 

0.172 
0.166 

0.160 
0.154 

0.150 

0.145 

0.141 

0.137 

0.134 

0.01 

0.361 
0.352 

0.317 
0.290 

0.269 

0.252 

0.238 

0.226 

0.216 

0.207 

0.199 

0.192 

0.185 

0.179 
0.174 

0.169 

0.165 

0.161 
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